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چکيده:
معادلات روي کرد به کمک را آزاد مرزهاي ويژگي با سررسيد بدون آمريکايي اختيارهاي قيمت گذاري مسئله مقاله اين در
تحت انتشار پرش مدل هاي از اختيارها، اين پايه ي دارايي ديناميک توصيف براي مي دهيم. قرار بررسي مورد ديفرانسيل
حالت هاي ميان انتقال امکان به دليل اختيارها، قيمت يافتن به منظور مدل ها اين تحت مي کنيم. استفاده سوئيچينگ رژيم
انتگرال ديفرانسيل معادلات دستگاه حل نيازمند ديگر، سوي از اختيار زودهنگام اعمال امکان و سو يک از سيستم مختلف
سپس و داده تشکيل را مدل ها اين از ايجادشده معادلات دستگاه ابتدا اين منظور براي آزاديم. مرزهاي ويژگي با معمولي
تفاضلات روش از ايجاد شده خطي مکمل مسئله عددي جواب هاي يافتن براي مي کنيم. تبديل خطي مکمل مسئله به
بهره گيري با سپس مي کنيم. استفاده انتگرال جمله تقريب براي خطي درون يابي روش و از مشتقات تقريب براي متناهي
مثال هاي ارائه با نهايت در مي پردازيم. پيش نهادي روش به کمک به دست آمده تقريب تحليل به گسسته، ماکزيمم اصل از
نشان بلند مدت اختيارهاي تقريب به عنوان را به دست آمده نتايج دقت و صحت و کرده بررسي را روش همگرايي عددي

مي دهيم.
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مقدمه ١

برخوردارند. متناهي سررسيد با اختيارهاي به نسبت ساده تري ساختار از سررسيد، بدون اختيارهاي آمريکايي، اختيارهاي مختلف انواع ميان از
اختيارها، اين ديگر به بيان اعمال اند. قابل لحظه هر در انقضا، زمان براي محدوديتي هيچ بدون و بي نهايت اند سررسيد زمان داراي اختيارها اين

شوند. گرفته نظر در بلندمدت اختيارهاي براي تقريبي به عنوان مي توانند عمل در که نامتناهي اند سررسيد با اختيارهايي
معادله بنابراين نمي شود. ظاهر قيمت گذاري معادله در زمان به نسبت اختيار قيمت جزئي مشتق جمله ،T = ∞ با اختيارها اين براي
(عدم زمان در همگن ويژگي نتيجه در اختيارها نوع اين در هم چنين مي شود. تبديل معمولي ديفرانسيل معادله به اختيارها اين قيمت گذاري
متناهي سررسيد زمان با اختيارهاي به نسبت اختيارها اين قيمت گذاري اين رو از است. ساده تر مرزها محاسبه زمان)، به آزاد مرزهاي وابستگي

است. برخوردار کمتري پيچيدگي از
سررسيد بدون آمريکايي اختيارهاي قيمت گذاري مسئله براي کلي حالت در تحليلي جواب ارجاع شده، مقالات و ما اطلاعات اساس بر
براي ارجاع شده مقالات از برخي در پيش نهادي روش هاي که است لازم به ذکر نيست. موجود سوئيچينگ رژيم انتشار پرش مدل هاي تحت
آزاد مرزهاي بين رابطه مورد در اوليه فرض هاي نيازمند آن ها از برخي مثال به عنوان است. محدوديت هايي داراي تحليلي، جواب هاي يافتن
توزيع براي فقط روش ها اين از برخي يا نيستند، استفاده قابل يا و پيچيده بسيار رژيم دو از بيش با مدل هاي در که است مختلف رژيم هاي در
توزيع هر و رژيم متناهي تعداد هر براي پياده سازي قابليت که عددي روش هاي از استفاده اين رو از مي شوند. برده به کار جهش ها از خاصي

است. ضروري باشند، دارا را پرش ها از دلخواه
نمود: اشاره زير مقالات به مي توان سررسيد بدون آمريکايي اختيارهاي قيمت گذاري مسئله مورد در اخير مطالعات ميان از

مطرح صريح به طور [١١] در †مسئله کين مک توسط ١٩۶۵ سال در بلک-شولز مدل تحت سررسيد بدون آمريکايي اختيارهاي قيمت گذاري
مدل در پرش حضور با آوردند. به دست اختيارات قيمت گذاري براي [٣ ،٢] در را صريحي فرمول هاي § لواندورسکي و ‡ بويارچنکو سپس شد.
يک و پرداخت مثبت پرش هاي گرفتن نظر در بدون و لوي مدل تحت سررسيد بدون فروش اختيارهاي به مطالعه [۴] در ¶ چان قيمت گذاري،
براي صريح فرمول يک احتمالاتي، تکنيک هاي به کمک و پرش کلي تر حالت هاي براي آورد. به دست بهينه توقف زمان براي صريح فرمول
يک توانست [١] در � آسموسن بود. [١١] در کين مک فرمول از توسيعي فرمول اين که آمد، به دست [١٢] در فروش و خريد اختيار دو هر

بياورد. به دست منفي و مثبت پرش دو هر براي لوي فرايندهاي تحت صريح عبارت
نمود: اشاره زير مقالات به مي توان سوئيچينگ رژيم مدل تحت

امکان آن در که شد، بررسي [١۵] در †† ژانگ و ** گو توسط سررسيد بدون آمريکايي فروش اختيارهاي قيمت گذاري براي صريح جواب يک
بيش براي سررسيد بدون فروش اختيارهاي قيمت گذاري مسئله دارد. وجود رژيم دو ميان پايه دارايي نوسان پذيري و بازده پارامترهاي سوئيچ
رژيم پارامترهاي از قابل مشاهده ديناميک هاي با نمائي انتشار پرش مدل تحت مسئله آن از پس شد. مطرح عددي به صورت [٨] در رژيم دو از

شد. بررسي [٧] در سوئيچينگ
سررسيد بدون آمريکايي فروش اختيار قيمت گذاري مسئله دقيق جواب يافتن براي را [١۵] در ارائه شده روش [١۴] در نويسندگان اخيرا
مدل هاي براي به دست آمده فرمول از استفاده اما دادند. گسترش مي کند، پيروي سوئيچينگ رژيم انتشار پرش مدل از پايه دارايي که شرايطي در

است. دشوار رژيم دو از بيش تر حالت در و کو و مرتون پرش
مي پردازيم. سوئيچينگ رژيم انتشار پرش مدل هاي تحت سررسيد بدون آمريکايي اختيارهاي قيمت گذاري مسئله عددي حل به مقاله اين در
زمان در پيوسته مارکف زنجير يک با که متفاوت رژيم n ميان فرايند پارامترهاي و پرش اند داراي پايه، دارايي نمونه اي مسيرهاي اختيار اين در
تعداد تحت دوگانه نمايي و نرمال احتمال توزيع هاي با به ترتيب کو و مرتون پرش کلي مدل دو اين منظور براي مي کنند. سوئيچ شده اند، مدل
مکمل مسئله به صورت را آن ها سپس و داده تشکيل را فوق مدل هاي از ايجاد شده معادلات دستگاه ابتدا در مي گيريم. نظر در رژيم متناهي
مشتقات تقريب براي (FDM) متناهي تفاضلات روش از ايجاد شده مسئله عددي جواب هاي يافتن براي مي کنيم. تبديل (LCP ) خطي
آوردن به دست براي را گسسته ماکزيمم اصل مي کنيم. گسسته را (LCP ) و کرده استفاده انتگرال جمله تقريب براي خطي درون يابي از و
بدون آمريکايي اختيارهاي که مطلب اين از استفاده با نهايت در مي بريم. به کار عددي روش آناليز و پايداري تحليل و مسئله خطاي تخمين
سررسيد بدون آمريکايي اختيارهاي براي به دست آمده نتايج به مقايسه گرفت، نظر در بلند مدت اختيارهاي از تقريبي به عنوان مي توان را سررسيد

مي کنيم. بررسي قيمت گذاري مسئله براي را متناهي تفاضلات روش دقت ترتيب بدين مي پردازيم. متناظر بلند مدت آمريکايي اختيارهاي با
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رياضي مدل ٢

مي پردازيم. سوئيچينگ رژيم تحت نمايي لوي مدل به معرفي دار، ريسک  پايه دارايي ديناميک توصيف به منظور بخش اين در
متناهي تعداد با زمان در پيوسته مارکوف زنجير يک را X = {X(t), t ≥ ٠} فرايند ،(Ω, F, P ) احتمال فضاي براي
دارد قرار i رژيم در اقتصاد وقتي اين صورت در مي گيريم. نظر در رژيم n ميان انتقال براي Q = [qij]n×n ماتريس و (رژيم) حالت
زير تصادفي ديفرانسيل معادله در σi نوسان پذيري و µi بازده نرخ با {S(t), t ≥ ٠} دار ريسک پايه دارايي فرايند ،(X(t) = i)

مي کند: صدق
dS(t)S(t−) = (µi − λiϵi)dt+i dW (t) + dYi(t),

بنابراين است. W (t) وينر فرايند از مستقل و جبران شده مرکب پواسون فرايند Yi(t) و پرش از قبل دارايي قيمت S(t−) آن در که
بود: خواهد زير به صورت Yi(t) فرايند

Yi(t) =

Ni(t)∑
n=١

(Vi,n − ١),

ϵi = E(Yi) با هم توزيع و مستقل نامنفي، تصادفي متغيرهاي از دنباله اي {Vi,j}∞j=١ λiو شدت پارامتر با پواسون آنNi(t)فرايند در که
اند.

تصادفي متغيرهاي احتمال چگالي توابع مدل ها اين تحت مي پردازيم. کو مدل و مرتون مدل يعني پرش معروف مدل دو بررسي به مقاله اين در
زيرند: صورت به دوگانه نمايي توزيع و نرمال توزيع داراي به ترتيب log(Vi)

gi(y) = ١
√

٢πδie−(y−mi)
٢ ٢δ٢

i ,

و
gi(y) = piηi,١e

−ηi,١y١{y≥٠} + (١ − pi)ηi,٢e
ηi,٢y١{y<٠},

.pi ∈ [٠, ١] و ηi,٢ > ٠ ،ηi,١ > ١ ،δi > ٠ ،mi ∈ R آن در که
برابر دلار K اعمال قيمت و S(t) پايه دارايي روي i رژيم در آمريکايي خريد اختيار قيمت Q ريسک از خنثي احتمال اندازه تحت

است: زير به صورت تنزيل يافته آتي ارزش انتظار مورد مقدار

Ci(S) = sup
٠≤τ≤∞

EQ[e−
∫ τ

٠ rX(s)ds(S(τ)−K)+|S(٠) = S,X(٠) = i],

است. توقف زمان يک τ و ريسک بدون بهره نرخ r و Q اندازه تحت انتظار مورد مقدار EQ آن در که
دامنه در و اعمال مي بايست [Si,∞) دامنه در اختيار که به طوري است موجود زود هنگام اعمال قيمت يک i رژيم هر براي حالت اين در

شود. داشته نگه (٠, Si)

سررسيد بدون آمريکايي اختيارهاي ٣

نامتناهي اند. انقضاي زمان با آمريکايي اختيارهاي از خاصي حالت سررسيد بدون آمريکايي اختيارهاي کرديم اشاره قبل در که همان طور
از مي دهيم. نمايش Ci(S) با را دلار K اعمال قيمت و S پايه دارايي روي ام i رژيم در سررسيد بدون آمريکايي خريد اختيار قيمت حال
براي بنابراين مي کنند. صدق زمان از مستقل معادله در اختيارها اين قيمت زمان اند، در همگن ويژگي داراي سررسيد بدون اختيارهاي که آن جا

مي کند: حل را زير آزاد مرز با مسئله C(S) = (C١(S), · · · , Cn(S))
T i = ١, · · · , n

AiC(S) = ٠, ٠ < S < Si, (٣. ١)
Ci(S) > (S −K)+, ٠ < S < Si, (٣. ٢)
Ci(S) = S −K, S ≥ Si, (٣. ٣)
CiS(Si) = ١, (۴ .٣)
Ci(٠) = ٠, (۵ .٣)
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آن در که

Ai = Ai,١ +Ai,٢ +Ai,٣,

Ai,١C(S) =
١
٢
σ٢
i S

٢C ′′
i (S) + µiSC

′
i(S)− riCi(S),

Ai,٢C(S) =
n∑

j=١

qijCj(S),

Ai,٣C(S) = λi

∫
(Ci(Se

y)− Ci(S)− S(ey − ١)C ′
i(S))gi(y)dy.

مي کنيم: استفاده زير متغير تغيير از سررسيد بدون آمريکايي اختيارهاي براي ثابت ضرايب با معادله به دستيابي به منظور حال

S = Kex, Ci(S) = Kui(x), Si = Keϕi .

مي آوريم: به دست i = ١, · · · , n براي ui(x) سررسيد بدون آمريکايي اختيار قيمت براي را زير آزاد مرز با مسئله ساده محاسبات انجام با

γiu
′′
i − νiu

′
i − κiui +

n∑
j=١,j ̸=i

qijuj + Iiui(x) = ٠, −∞ < x < ϕi, (۶ .٣)

ui(x) > fi(x), −∞ < x < ϕi, (٣. ٧)
ui(x) = fi(x), x ≥ ϕi, (٣. ٨)
u′
i(ϕi) = f ′

i(ϕi), (٣. ٩)
lim

x→−∞
ui(x) = ٠, (٣. ١٠)

آن در که

Iiui(x) = λi

∫
ui(z)gi(z − x)dz,

γi =
١
٢
σ٢
i , νi = γi − µi + λii, κi = ri − qii + λi,

i =

∫
(ey − ١)gi(y)dy, fi(x) = (ex − ١)+.

داريم: مرتون مدل در i محاسبه براي

i = exp(mi +
δ٢
i

٢
)− ١,

مدل اند. در پرش ها واريانس و ميانگين به ترتيب δi و mi آن در که
داريم: [٩] کو مدل تحت مشابه به طور

i =
piηi,١
ηi,١ − ١

+
(١ − pi)ηi,٢
ηi,٢ + ١

− ١,

.pi ∈ [٠, ١] و ηi,٢ > ٠ ،ηi,١ > ١ آن در که

متناهي تفاضلات روش ۴
کران دار بازه يک در را (٣. ١٠)–(۶ .٣) مسئله مي بايست قيمت گذاري، مسئله جواب يافتن براي متناهي تفاضلات روش از استفاده به منظور
کران دار ϕi آزاد مرز که آن جا از طرفي از .ui(x) → ٠ مي کند، ميل صفر به اختيار قيمت x → −∞ ميل با که مي دانيم کنيم. محدود
مرزهاي براي را ساختگي مرزي شرايط و کرده محدود Ω = [Xmin, Xmax] بزرگ کافي اندازه به بازه به را نامتناهي بازه بنابراين است،

مي کنيم. تعريف جديد
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بود: خواهد زير به صورت (٣. ١٠)–(۶ .٣) مسئله براي برش داده شده (LCP ) خطي مکمل مسئله صورت اين  در

− γiu
′′
i + νiu

′
i + κiui −Riu(x)− Jiui(x)− Fi(x) ≥ ٠, x ∈ Ω, (١ .۴)

ui(x) ≥ fi(x), x ∈ Ω, (٢ .۴)
(−γiu

′′
i + νiu

′
i + κiui −Riu(x)− Jiui(x)− Fi(x))(ui(x)− fi(x)) = ٠, (٣ .۴)

ui(Xmin) = fi(Xmin), (۴ .۴)
ui(Xmax) = fi(Xmax), (۵ .۴)

مي کنيم: تعريف زير به صورت رژيم و پرش جملات براي به ترتيب را R و J عملگرهاي آن در که

Riu(x) =
n∑

j=١,j ̸=i

qijuj(x),

Jiui(x) = λi

∫ Xmax

Xmin

ui(z)gi(z − x)dz

و

Fi(x) = λi

∫ +∞

Xmax

fi(z)gi(z − x)dz.

مي دهيم: قرار راحتي براي بيابيم. را فوق خطي مکمل مسئله جواب هاي تا کرد خواهيم تلاش مقاله اين ادامه در

Liui(x) = −γiu
′′
i + νiu

′
i + κiui −Riu(x)− Jiui(x)− Fi(x), x ∈ Ω.

افراز يک ΩN : Xmin = x١ < · · · < xN = Xmax مي کنيم فرض مي پردازيم. مسئله گسسته سازي به حال
و i = ١, · · · , n براي ui(xj) ≡ ui,j نماد از است. مثبت صحيح عدد N آن در که باشد، h گام طول با Ω دامنه براي يکنواخت

مي کنيم. استفاده j = ١, · · · , N
داريم: مشتقات تقريب براي دوم مرتبه دقت با مرکزي متناهي تفاضلات به کارگيري با حال

u′
i(xj) =

ui,j+١ − ui,j−١

٢h
− ١

۶
u
(٣)
i,j h

٢ +O(h۴),

u′′
i (xj) =

ui,j+١ − ٢ui,j + ui,j−١

h٢ − ١
١٢

u
(۴)
i,j h

٢ +O(h۴), j = ٢, · · · , N − ١.

مي آوريم: به دست را مرزي شرايط (۵ .۴) و (۴ .۴) معادلات از

ui,١ = fi(x١),

ui,N = fi(xN).

با است برابر x = xj در انتگرال جمله بنابراين مي کنيم. استفاده ذوزنقه اي روش از انتگرال جمله تقريب جهت

Jiui(xj) = λi

∫ Xmax

Xmin

ui(z)gi(z − xj)dz

= λi
h

٢
[ui(x١)gi(x١ − xj) + ٢

N−١∑
m=٢

ui(xm)gi(xm − xj).

+ .ui(xN)gi(xN − xj)] +O(h٢).

داريم: مرتون انتشار پرش مدل تحت Fi(x) راست سمت جمله براي که کنيم توجه

Fi(xj) = λi[N (ηij)− e
δ٢
i

٢ +xj+miN (ηij − δi)],
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است: زير به صورت نرمال توزيع تجمعي توزيع تابع N آن در که

N (x) =
١√
٢π

∫ x

−∞
e−

t٢
٢ dt,

ηij = ηi(xj) =
Xmin − xj −mi

δi
.

مي دهيم: نمايش حال

Ω̄h = {j, ١ ≤ j ≤ N},
Ωh = {j, ٢ ≤ j ≤ N − ١},
∂Ωh = Ω̄h \ Ωh.

بود: خواهد زير به صورت i = ١, · · · , n براي (۵ .۴)–(١ .۴) بريده شده خطي مکمل مسئله گسسته تقريب بنابراين

Lh
i ui,j ≥ ٠, j ∈ Ωh, (۶ .۴)

ui,j ≥ fi(xj), j ∈ Ωh, (٧ .۴)
Lh

i ui,j(ui,j − fi(xj)) = ٠, j ∈ Ωh, (٨ .۴)
ui,١ = fi(Xmin), ui,N = fi(Xmax). (٩ .۴)

مي کنيم: تعريف زير به صورت را h گام طول به نسبت Lh
i گسسته عملگر آن در که

Lh
i ui,j = Lh

BSui,j −Rh
i ui,j − J h

i ui,j − Fij,

Lh
BSui,j = aiui,j−١ + biui,j + ciui,j+١,

Rh
i ui,j =

n∑
l ̸=i

qilul,j, Fij = Fi(xj),

J h
i ui,j = λi

h

٢

[
ui(x١)gi(x١ − xj) + ٢

N−١∑
m=٢

ui(xm)gi(xm − xj) + ui(xN)gi(xN − xj)

]
,

ai = − γi
h٢ − νi

٢h
, bi =

٢γi
h٢ + κi, ci = − γi

h٢ +
νi

٢h
.

i = ١, · · · , n براي فوق مسئله ماتريسي نمايش يافتن به منظور حال .bi = κi − ai − ci که نمود مشاهده مي توان به وضوح
مي کنيم: تعريف

Ui = (ui,٢, · · · , ui,N−١)
T .

مي دهيم: نمايش زير ماتريسي به صورت را (۶ .۴) نامساوي ساده محاسبات انجام با سپس

(Ai + Ci)Ui +
∑
j ̸=i

BijUj ≥ Di,

قطري سه ماتريس [Ai](N−٢)×(N−٢) آن در که

Ai =


bi ci
ai bi ci

. . . . . . . . .
ai bi ci

ai bi

 ,
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Bij = −qijI(N−٢)×(N−٢),

[Ci]kl = −λihα
k+١
il+١,

و
αm
ij = gi(xj − xm).

مي کنيم: تعريف راست سمت براي
Di = Ei١ + Ei٢,

آن در که

Ei١ = λi
h

٢

 α٢
i١ui,١ + α٢

iNui,N
...

αN−١
i١ ui,١ + αN−١

iN ui,N


(N−٢)×١

,

Ei٢ =


F ٢
i − aiui,١

F ٣
i
...

FN−٢
i

FN−١
i − ciui,N


(N−٢)×١

.

مي کنيم: بازنويسي زير به صورت i = ١, · · · , n براي را (۵ .۴)–(١ .۴) هاي LCP بنابراين (Ai + Ci)Ui +
∑

j ̸=i BijUj ≥ Di, Ui ≥ ٠,(
(Ai + Ci)Ui +

∑
j ̸=i BijUj −Di

)T

Ui = ٠,
(١٠ .۴)

و قطري ماتريس هاي Bi مثبت، معين و قطري سه ماتريس هاي Ai ماتريس هاي i = ١, · · · , n براي که داد نشان مي توان به راحتي
کامل اند. ماتريس هاي Ci

براي (١٠ .۴) دستگاه رژيمه دو مدل تحت مثال به عنوان مي کنيم. استفاده گاوس-سايدل الگوريتم از فوق هاي LCP جواب يافتن جهت
بود: خواهد زير به صورت ،i = ١, ٢{

(Ai + Ci)Ui +Bi٣−iU٣−i ≥ Di, Ui ≥ ٠,

((Ai + Ci)Ui +Bi٣−iU٣−i −Di)
T Ui = ٠.

(١١ .۴)

بود: خواهد زير به صورت (١١ .۴) براي گاوس-سايدل الگوريتم U old
٢ و U old

١ اوليه حدس و داده شده ϵ براي حالت اين در
توماس: الگوريتم به کمک Unew

١ يافتن براي LCP حل .١ }گام
A١U

new
١ +B١,٢U

old
٢ + C١U

old
١ ≥ D١, Unew

١ ≥ ٠,(
A١U

new
١ +B١,٢U

old
٢ + C١U

old
١ −D١

)T
Unew

١ = ٠.

توماس: الگوريتم به کمک Unew
٢ يافتن براي LCP حل .٢ }گام

A٢U
new

٢ +B٢,١U
new

١ + C٢U
old

٢ ≥ D٢, Unew
٢ ≥ ٠,(

A٢U
new

٢ +B٢,١U
new

١ + C٢U
old

٢ −D٢
)T

Unew
٢ = ٠.

اگر .٣ گام
|Unew

١ − U old
١ |٢ + |Unew

٢ − U old
٢ |٢ ≤٢,

مي رويم. اول گام به و U old
i = Unew

i مي دهيم: قرار i = ١, ٢ براي اين صورت غير در مي شويم. متوقف
در Si زود هنگام) اعمال (قيمت هاي آزاد مرزهاي معامله، اختيارهاي قيمت يافتن از پس ببينيم. [١٣] در توانيم مي را فوق الگوريتم همگرايي

آورد: به دست زير صورت به بازده تابع از مي توان را به دست i = ١, · · · , n رژيم هر
Si = min

S
{Ci(S) = (S −K)+}.
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خطا آناليز ۵
در ارائه شده روش از اين منظور براي مي آوريم. به دست را ارائه شده روش خطاي از تقريبي گسسته ماکزيمم اصل به کمک بخش اين در

مي کنيم. استفاده قبل بخش آزاد مرز مسئله براي [١٠ ،۵]

و j ∈ Ωh براي ارائه شده متناهي تفاضلات روش برشي خطاي مي گيريم. نظر در را ΩN روي تعريف شده ui(x) هموار تابع .١ .۵ لم
مي کند: صدق زير رابطه در i = ١, · · · , n

|Lh
i ui,j − Liui,j| = O(h٢),

است. واضح تيلور بسط کمک به اثبات اثبات.

کند: صدق زير شرط در h زماني گام هاي طول اين که فرض با .٢ .۵ لم

h ≤ min
١≤i≤n

٢γi
|γi − µi + λiϵi|

, (١ .۵)

است. ماتريس −M يک Ai − (λi − qii)I ماتريس ri > ٠ براي

فرض با و بوده نامنفي Ai − (λi − qii)I ماتريس قطري عناصر رژيم هر در بنابراين ،−qii ≥ ٠ و λi ≥ ٠ که آن جا از اثبات.
است، قطري غالب اکيدا Ai − (λi − qii)I ماتريس ri > ٠ براي طرفي از نامثبت اند. ci و ai يعني قطر غير عناصر تمام (٢ .۵)

است. ماتريس −M يک بنابراين

غالب ماتريس −Z يک Ci + (λi − qii)I ماتريس کند، صدق ،h ≤ ١ شرط در h زماني گام هاي طول اين که فرض با .٣ .۵ لم
است. نامنفي قطري عناصر با قطري

k, l = براي بنابراين نامثبت اند. Ci + (λi − qii)I ماتريس قطر غير عناصر ،λi ≥ ٠ و αm
i,j ≥ ٠ که آن جا از اثبات.

داريم: ١, · · · , N − ٢∑
l

[Ci + (λi − qii)I]kl = λi − qii − λih
∑
l

gi(xl+١ − xk+١)

= λi − qii −
λih√
٢πδi

∑
l

exp(
−(xl+١ − xk+١ −mi)

٢

٢δ٢
i

)

≥ λi − qii −
λih√
٢πδi

∫ Xmax

Xmin

exp(
−(x− xk+١ −mi)

٢

٢δ٢
i

)dx

≥ λi − qii −
λih√
٢πδi

√
٢πδi

≥ λi − λih

≥ ٠,

.−qii ≥ ٠ و h ≤ ١ آن در که

ماتريس −M يک رژيم هر در Ai+Ci ماتريس ،h کوچک کافي اندازه به مقادير براي ،٣ .۵ لم و ٢ .۵ لم از نتيجه اي به عنوان حال
نماييم. استفاده زير صورت به گسسته ماکزيمم اصل از تا بود خواهيم قادر بنابراين و بوده

کند: صدق زير شرط در h ≤ ١ گام طول اين که فرض با گسسته). ماکزيمم اصل ) ۴ .۵ لم

h ≤ min
١≤i≤n

٢γi
|γi − µi + λiϵi|

, (٢ .۵)

و j ∈ ∂Ωh براي ui,j ≥ ٠ اگر يعني مي کنند، صدق گسسته ماکزيمم اصل در i = ١, · · · , n براي Lh
i گسسته عملگرهاي

آنگاه ،j ∈ Ωh براي Lh
i ui,j ≥ ٠

ui,j ≥ ٠, j ∈ Ω̄h.
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مي آيد. به دست نتيجه بنابراين است. قطري غالب اکيدا ماتريس −M يک Ai + Ci رژيم هر در اثبات.

روش اين صورت در است. (١٠ .۴) دستگاه جواب j ∈ Ω̄h براي ui,j و (۵ .۴)–(١ .۴) مسئله جواب ui(x) کنيم فرض .۵ .۵ قضيه
مي کند: صدق زير خطاي تقريب در ارائه شده متناهي تفاضلات

max
j∈Ω̄h

|ui(xj)− ui,j| ≤ Ch٢,

است. h گام طول از مستقل ثابت C آن در که

مي دهيم: نمايش اثبات.

Ω(١) = {j ∈ Ωh|ui(xj) = fi(xj)},
Ω(٢) = Ωh \ Ω(١).

داريم:
Liui(xj) ≥ ٠, j ∈ Ω(١).

داريم: j ∈ Ω(٢) براي طرفي از

Liui(xj) = ٠, ui(xj) ≥ fi(xj). (٣ .۵)

مي دهيم: قرار

Ω
(١)
h = {j ∈ Ωh|ui,j = fi(xj)},

Ω
(٢)
h = Ωh \ Ω(١)

h .

به وضوح
Lh

i ui,j ≥ ٠, j ∈ Ω
(١)
h ,

j ∈ Ω
(٢)
h براي و

Lh
i ui,j = ٠, ui,j ≥ fi(xj).

مي کنيم: تعريف زير به صورت را Ωh روي Wi,j تابع

Wi,j = Qh٢ > ٠,

داريم: k بزرگ کافي اندازه به مثبت ثابت براي آن در که

Q = kmax
x

(|u(٢)
i (x)|+ |u(٣)

i (x)|+ |u(۴)
i (x)|).

داريم: Ω(٢)
h مرز روي مي بريم. به کار Ω(٢)

h براي را ماکزيمم اصل حال

ui(xj)− ui,j +Wi,j =

{
ui(xj)− fi(xj) +Wi,j ≥ ٠, j ∈ Ω

(١)
h ,

Wi,j ≥ ٠, j ∈ ∂Ωh.

مي آوريم: به دست j ∈ Ω
(٢)
h براي (٣ .۵) از استفاده با همچنين

Lh
i (ui(xj)− ui,j +Wi,j) = (Lh

i ui(xj)− Liui(xj) + Lh
i Wi,j) + Liui(xj) ≥ ٠.

داشت: خواهيم ماکزيمم اصل از استفاده با بنابراين

ui(xj)− ui,j +Wi,j ≥ ٠, j ∈ Ω̄h. (۴ .۵)
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داريم: j ∈ Ω(٢) براي ماکزيمم اصل بردن به کار با حال

Lh
i (ui(xj)− ui,j −Wi,j) = Lh

i ui(xj)− Liui(xj)− Lh
i ui,j − Lh

i Wi,j ≤ ٠.

داريم: Ω(٢) مرز روي

ui(xj)− ui,j −Wi,j =

{
fi(xj)− ui,j −Wi,j ≤ ٠, j ∈ Ω(١),
ui(xj)− ui,j −Wi,j = −Wi,j ≤ ٠, j ∈ ∂Ωh.

داريم: j ∈ Ω(٢) براي اين صورت در
ui(xj)− ui,j −Wi,j ≤ ٠

آن به دنبال و

ui(xj)− ui,j −Wi,j ≤ ٠, j ∈ Ω̄h. (۵ .۵)

مي گيريم: نتيجه i = ١, · · · , n براي (۵ .۵) و (۴ .۵) معادلات از بنابراين

max
j∈Ω̄h

|ui(xj)− ui,j| ≤ max
j∈Ω̄h

Wi,j ≤ Ch٢,

است. بزرگ کافي اندازه به مثبت ثابت C آن در که

عددي نتايج ۶
فروش و خريد اختيار نوع دو هر قيمت گذاري براي قبل بخش متناهي تفاضلات روش پياده سازي از حاصل عددي نتايج ارائه به بخش اين در
۵ .٢ پردازشگر و گيگ ٨ حافظه با کامپيوتري در C++ کلاس يک در را محاسبات اين منظور براي مي پردازيم. سررسيد بدون آمريکايي
تمام براي مي کنيم. امتحان پارامترها مختلف مقادير براي را پيش نهادي روش دقت و نتايج صحت مثال  ها انواع ارائه با مي کنيم. پياده سازي
در x بازه براي يکنواخت افرازهاي مثال ها تمامي در مي دهند. نشان را روش دقت به دست آمده، عددي نتايج پارامترها از ممکن انتخاب هاي
مي گيريم. نظر در افراز نقطه يک را x = ٠ نقطه باشد، منفرد (S = K ) x = ٠ در است ممکن مسئله جواب که آن جا از و گرفته نظر

اختيارهاي قيمت گذاري مسئله براي دقيق جواب وجود عدم به دليل مي کنيم. بررسي را پيش نهادي روش همگرايي نرخ مثال اين در .١ .۶ مثال
دو بين خطاي [١٠] شبکه نقاط کردن برابر دو اصل به کمک رژيمه، دو سوئيچينگ رژيم با انتشار پرش مدل تحت سررسيد بدون آمريکايي

مي کنيم. محاسبه را ٢N و N گام هاي طول با افراز دو در جواب
قيمت با آمريکايي اختيار يک براي متناظر دارايي هاي قيمت که مي کنيم اختيار چنان را X٢ = ٣ و X١ = −٣ مقادير Ω بازه براي
ترکيب همگرايي نرخ يافتن براي باشند. S٢ = Ke٣ ≈ ٢٠٠٨٫۵۵ و S١ = Ke−٣ ≈ ۴٫٩٨ به ترتيب K = $١٠٠ اعمال
براي خطي درون يابي از و مشتقات تقريب براي دوم مرتبه مرکزي متناهي تفاضلات از سپس مي کنيم. بررسي را مسئله پارامترهاي از مختلف
خطا و ω = ١٫۵ پارامتر بلوکي گاوس-سايدل الگوريتم به کمک (١١ .۴) خطي مکمل دستگاه حل براي مي کنيم. استفاده انتگرال تقريب
L٢ نرم تحت سررسيد بدون آمريکايي فروش اختيار براي را uN − u٢N خطاي ١–٢ شکل هاي مي گيريم. نظر در ε = ١٠−١٠ را
را O(h٢) همگرايي نرخ عددي، نتايج مي دهند. نشان بهره نرخ هاي سوئيچينگ رژيم مدل و نوسان ها سوئيچينگ رژيم مدل براي به ترتيب

مي کنند. تاييد پارامترها انتخاب ممکن حالت هاي همه براي
با رژيمه دو سوييچينگ رژيم مدل تحت را K = $١٠٠ اعمال قيمت با انقضا بدون آمريکايي فروش معامله اختيار يک منظور اين براي

q١٢ = ٢, q٢١ = ۴,

مي کنيم: انتخاب زير به صورت را پرش پارامترهاي مرتون مدل در پرش ها براي نرمال توزيع فرض با مي گيريم. نظر در

λ١ = ٣, λ٢ = ٢, δ١ = ٠٫٢۵, δ٢ = ٠٫۴۵, ϵ١ = ١٠٪, ϵ٢ = −۵ ٪ .

رژيم دو هر در بهره نرخ بودن ثابت فرض با و σ١ = ٠٫۴, σ٢ = ٠٫٣ با نوسان ها سوئيچينگ رژيم مدل در را نتايج ١ شکل
تقسيمي سود مختلف مقادير براي r١ = r٢ = ٠٫١

d١ = d٢ = ٠٫٠۵, ٠٫٠٧, ٠٫١٢, ٠٫١۵



۴٨٧ سررسيد بدون آمريکايي اختيارهاي قيمت گذاري
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تقسيمي سودهاي و σ١ = ٠٫۴, σ٢ = ٠٫٣ با نوسان ها سوئيچينگ رژيم مدل براي L٢ خطاي :١ شکل
d = ٠٫٠۵, ٠٫٠٧, ٠٫١, ٠٫١٢, ٠١۵

مي دهد. نشان
رژيم دو هر در نوسان ها بودن ثابت فرض با و r١ = ٠٫٠٧, r٢ = ٠٫١ با بهره نرخ هاي سوئيچينگ رژيم مدل در نتايج ٢ شکل

تقسيمي سود مختلف مقادير براي σ١ = σ٢ = ٠٫٣

d١ = d٢ = ٠٫٠۵, ٠٫٠٧, ٠٫١, ٠٫١٢

مي کند. تاييد را دو برابر تقريبا همگرايي نرخ نتايج، داشتيم انتظار که همان طور مي دهد. نشان

مي کند. ميل سررسيد بدون آمريکايي اختيار قيمت به بي نهايت به انقضا تاريخ ميل با سررسيد با آمريکايي اختيار قيمت که مي دانيم .٢ .۶ مثال
پرش مدل تحت بلند مدت انقضاي زمان با آمريکايي خريد اختيار با متناظر سررسيد بدون آمريکايي خريد اختيار براي را عددي نتايج بنابراين
اختيار يک و K = $١٠٠ اعمال قيمت با سررسيد بدون آمريکايي خريد اختيار يک اين منظور براي مي دهيم. ارائه سوئيچينگ رژيم انتشار
مي گيريم: نظر در زير پارامترهاي با سوئيچينگ رژيم انتشار پرش مدل تحت را، ماه T = ١٢٠٠ سررسيد با متناظر آمريکايي بلند مدت خريد

σ١ = σ٢ = ٠٫٣, r١ = ٠٫٢, r٢ = ٠٫٠٧

و
q١٢ = ۴, q٢١ = ٢.

براي و دوم و اول رژيم هاي در اختيار قيمت براي ٣ تا ١ جدول هاي در را نتايج مي کنيم. انتخاب ١ .۶ مثال مطابق را پرش پارامترهاي
اختيار قيمت تقريب براي بنابراين نزديک به هم اند. بسيار آمده به دست نتايج داشتيم انتظار که همان طور مي کنيم. بيان d پارامتر مختلف مقادير
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d = تقسيمي سودهاي و r١ = ٠٫٠٧, r٢ = ٠٫٢ با بهره نرخ هاي سوئيچينگ رژيم مدل براي L٢ خطاي :٢ شکل
٠٫٠۵, ٠٫٠٧, ٠٫١, ٠٫١٢

نمود. استفاده پيش نهاد شده روش از مي توان بزرگ زماني بازه در بلند مدت معامله اختيار قيمت گذاري مسئله حل به جاي سررسيد بدون معاملات
در بازده تابع از به راحتي اين رو از ثابت اند. زمان به اختيارها اين وابستگي عدم ويژگي نتيجه در سررسيد بدون معامله اختيار براي آزاد مرزهاي

مي کنند. تاييد را آزاد مرزهاي براي يک مرتبه همگرايي نرخ به دست آمده، عددي نتايج محاسبه اند. قابل (٢ .۴) رابطه

d = ٠٫٠٨ براي (LTO) بلند مدت معامله اختيار و (PO) سررسيد بدون معامله اختيار قيمت :١ جدول

Regime I Regime II
PO LTO PO LTO

S
٧٠ ٢٨٫٧٢١۵ ٢٨٫٧٢۵٣ ٢٨٫٧۵۶١ ٢٨٫٧٨٧١
٩٠ ۴٠٫۴٢١٢ ۴٠٫۴٢۶٣ ٣۴٫۵٢۵٢ ٣۴٫۵٣۵٠

١٠٠ ۴۶٫۶٩٨٩ ۴۶٫٧۴٣١ ۴۶٫٧٢٧٣ ۴۶٫٧۴٣١
١٢٠ ۵٩٫۶٢۵۴ ۵٩٫۶٣۶٩ ۵٩٫٧٧١٩ ۵٩٫٧٧٢۶
١۴٠ ٧٢٫٩٨٩٧ ٧٣٫٣٣٧٣ ٧٣٫۴٩٩١ ٧٣٫۵٠٣٩

جواب از حاصل نتايج با را به دست آمده نتايج سررسيد، بدون آمريکايي اختيارهاي براي شده ارائه روش دقت بررسي به منظور .٣ .۶ مثال
K = ۵ اعمال قيمت با سررسيد بدون آمريکايي فروش اختيار يک اين منظور براي مي کنيم. مقايسه [١۴] در به دست آمده بسته به صورت

مي کنيم: انتخاب رژيمه دو مدل براي [١۴] مطابق را پارامترها ساير مي گيريم. نظر در را

r = ٠٫٢۵, µ١ = ٣٠, µ٢ = ۵٠, σ١ = ١۵, σ٢ = ١۶, q١٢ = ۵٠, q٢١ = ١۵٠.

احتمال چگالي تابع با ‡‡ پرتو توزيع از نويسندگان پرش قسمت براي

g(x) =
٢

(١ + x)٣ ,

‡‡ Pareto



۴٨٩ سررسيد بدون آمريکايي اختيارهاي قيمت گذاري

d = ٠٫١ براي (LTO) بلند مدت معامله اختيار و (PO) سررسيد بدون معامله اختيار قيمت :٢ جدول

Regime I Regime II
PO LTO PO LTO

S
٧٠ ٢٨٫۶٨٣٩ ٢٨٫۶٨٨٣ ٢٨٫۶٠۵٣ ٢٨٫۶١۴٠
٩٠ ۴٠٫٣٧۶۶ ۴٠٫٣٨٢۵ ۴٠٫۵٠۵٢ ۴٠٫٢٩٣٩

١٠٠ ۴۶٫۵٩٨٩ ۴۶٫۵٩٠٩ ۴۶٫۴٢٧٣ ۴۶٫۴٨٢٢
١٢٠ ۵٩٫۵٨١۴ ۵٩٫۵٧٩۵ ۵٩٫۴١۵٢ ۵٩٫۴۵۶۴
١۴٠ ٧٣٫٢٨٩٩ ٧٣٫٢٩٢۶ ٧٢٫٩٨٩٩ ٧٣٫١۴۶٣

d = ٠٫١٢ براي (LTO) بلند مدت معامله اختيار و (PO) سررسيد بدون معامله اختيار قيمت :٣ جدول

Regime I Regime II
PO LTO PO LTO

S
٧٠ ٢۵٫۴۴۶۵ ٢۵٫۴۵٧۵ ٢۵٫۴٠۵۶ ٢۵٫٣٩٣١
٩٠ ٣۶٫۴۵٩٨ ٣۶٫۴۶١۵ ٣۶٫۴٠١١ ٣۶٫٣٩٢١

١٠٠ ۴٢٫٣٧٧١ ۴٢٫٣٧٩٣ ۴١٫٩٧۴٣ ۴٢٫٢٧٨٩
١٢٠ ۵۴٫٨٣١۶ ۵۴٫٨٨۶٢ ۵۴٫٧٧١٢ ۵۴٫٧٧٠٢
١۴٠ ۶٨٫٢٣٧١ ۶٨٫٢۵١۶ ۶٨٫١٠٨١ ۶٨٫١٠٧٩

نمودند. استفاده ،λ١ = λ٢ = ١ شدت پارامترهاي و
[١۴] در بسته فرم با مقايسه در را شده ارائه روش دقت به دست آمده داده هاي مي دهد. نشان h = ٠٫١ گام طول با را عددي نتايج ۴ جدول

مي کنند. تاييد
براي و بوده دشوار انتشار پرش مدل کلي حالت هاي براي بسته به صورت جواب از استفاده کردند، اشاره [١۴] در نويسندگان که همان طور
محاسبه براي کو، و مرتون پرشي مدل هاي مانند پرش مدل هاي ساير تحت اين صورت غير در گرفتند. نظر در را پرتو توزيع آن ها همين منظور
به راحتي ارائه شده روش کمک به اما مي باشيم. عددي روش هاي به کارگيري نيازمند بسته فرمول به صورت جواب پرش ها از حاصل انتگرال

آورد. به دست آزاد مرزهاي جايگاه براي اوليه فرض به نياز بدون و پرش ها از دلخواه توزيع هر براي قبول قابل دقت با را جواب ها مي توان
اختيارهاي قيمت محاسبه جهت دقيق فرمول براي مناسب جايگزين يک به کاررفته عددي روش که مي دهند نشان ۴ جدول در عددي نتايج

است. سوئيچينگ رژيم با انتشار پرش مدل تحت سررسيد بدون آمريکايي
است. شده داده نشان آزاد) (مرزهاي زود هنگام اعمال قيمت هاي از تقريبي جدول، آخر ستون در

(Exact) دقيق جواب و (FDM) متناهي تفاضلات به روش (FB) آزاد مرز و سررسيد بدون آمريکايي فروش اختيار قيمت مقايسه :۴ جدول
دارايي. قيمت از مختلف مقادير براي

روش S=١ S=٣ S=۵ S=٧ S=٩ S=١٠ FB
FDM ۴٫٧٣٩٠٣ ۴٫۶۶٠٠۵ ۴٫۶٢٣۴٠ ۴٫۵٩٩٢٣ ۴٫۵٨١١٣ ۴٫۵٧٣۵٣ ٠٫٠۶٩٨
Exact ۴٫٧٣۵١٠ ۴٫۶۶٠٩٣ ۴٫۶٢۶٠٢ ۴٫۶٠٣٠٣ ۴٫۵٨۵٨٧ ۴٫۵٧٨۶٩ ٠٫٠۶٧٢

هر با سوئيچينگ رژيم مدل هاي براي روش اعمال قابليت ارائه شده، روش مزاياي از يکي نموديم، اشاره قبل در که همان طور .۴ .۶ مثال
تحت را دلار K = ١٠٠ اعمال قيمت با آمريکايي فروش معامله اختيارهاي مثال آخرين به عنوان اين منظور براي است. رژيم متناهي تعداد
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انتقال ماتريس و رژيم سه با مرتون پرش مدل

Q =

−٠٫٨ ٠٫۶ ٠٫٢
٠٫٢ −١ ٠٫٨
٠٫١ ٠٫٣ −٠٫۴

 ,

.σi = ٠٫١۵ نوسانات و di = ٠ تقسيمي سود ،ri = ٠٫٠۵ بهره نرخ هاي مي دهيم: قرار i = ١, ٢, ٣ براي مي گيريم. نظر در
مي گيريم: نظر در زير به صورت را پرش پارامترهاي

δi = ٠٫۴۵,mi = −٠٫۵,
λ١ = ٠٫٣, λ٢ = ٠٫۵, λ٣ = ٠٫٧.

است. شده داده نشان دارايي قيمت از مختلف مقادير براي رژيم هر در اختيار قيمت ٣ شکل و ۵ جدول در

. دارايي قيمت از مختلف مقادير براي رژيمه سه مدل تحت سررسيد بدون آمريکايي فروش اختيار هاي قيمت :۵ جدول

S Regime I Regime II Regime III
۵٠ ۶۵٫٩٧٩٩٣٨ ۶٧٫۶٩٧٢٣٧ ۶٨٫٧۵۵٩١۶
۶٠ ۶٣٫٨٠۶۶٢١ ۶۵٫۵٣٢٧۵٢ ۶۶٫۶٠٠٩٨٨
٧٠ ۶٢٫٠٣٩٨۴٧ ۶٣٫٧۶٢۶١٠ ۶۴٫٨٣٠٨۵٧
٨٠ ۶٠٫۵۶٠٣٨٩ ۶٢٫٢٧٢٣۶٨ ۶٣٫٣٣۵٣٣١
٩٠ ۵٩٫٢٩١٩٧۶ ۶٠٫٩٨٩٢١۴ ۶٢٫٠۴۴٢٠٢

١٠٠ ۵٨٫١٨۴١۵١ ۵٩٫٨۶۴٨۶۴ ۶٠٫٩١٠۶۵٣
١١٠ ۵٧٫٢٠٢٢۴۴ ۵٨٫٨۶۵٩٠٧ ۵٩٫٩٠٢٠٧۵
١٢٠ ۵۶٫٣٢١۵۴٠ ۵٧٫٩۶٨٣٢٣ ۵٨٫٩٩۴٨٧٨
١٣٠ ۵۵٫۵٢٣٨٣٠ ۵٧٫١۵۴٢٧٢ ۵٨٫١٧١۴۴۵
١۴٠ ۵۴٫٧٩۵٣١۴ ۵۶٫۴١٠١٣۴ ۵٧٫۴١٨٢٧١
١۵٠ ۵۴٫١٢۵٢٧۶ ۵۵٫٧٢۵٢٧١ ۵۶٫٧٢۴٧٧١

گيري نتيجه ٧
پرداختيم. سوئيچينگ رژيم انتشار پرش مدل هاي تحت سررسيد بدون آمريکايي اختيارهاي قيمت گذاري مسئله عددي حل به مقاله اين در
و گرفته نظر در رژيم متناهي تعداد تحت دوگانه نمايي و نرمال احتمال توزيع هاي با به ترتيب کو و مرتون پرش کلي مدل دو اين منظور براي
روش از ايجاد شده مسئله عددي جواب هاي يافتن براي کرديم. تبديل خطي مکمل مسئله به را فوق مدل هاي از ايجاد شده معادلات دستگاه
را پيش نهاد شده روش که آن جا از نموديم. استفاده انتگرال جمله تقريب براي خطي درون يابي از و مشتقات تقريب براي متناهي تفاضلات
متناهي تعداد هر و پرش مدل هر براي آن استفاده قابليت روش، مزاياي از يکي بنابراين گرفتيم، نظر در رژيم n تحت و کلي پرش مدل براي

است. آزاد مرزهاي رابطه مورد در اوليه فرض به  نياز بدون رژيم
به دست آمده عددي نتايج هم چنين دادند. نشان را تقريبي جواب هاي براي دوم مرتبه دقت گسسته ماکزيمم اصل کمک به خطا آناليز
به کمک متناظر، بلند مدت اختيارهاي قيمت گذاري مسئله پرهزينه حل به جاي سررسيد بدون اختيارهاي قيمت گذاري براي که مي دهند نشان

يافت. دست اختيارها اين قيمت براي قبول قابل و سريع نتايج به مي توان ارائه شده روش
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رژيمه. سه مدل تحت سررسيد بدون آمريکايي فروش اختيار قيمت :٣ شکل
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Abstract: In this article, we examine the issue of pricing the perpetual American option with a differen-
tial equation approach with free boundary properties. To describe the underlying asset dynamics in these
options, we use the feature of jump-diffusion models under regime-switching. In pricing these perpet-
ual options, due to the possibility of early application, we need to solve the ordinary integro-differential
equation with a free boundary. For this purpose, we write the equation created from this model first as
a linear complementarity problem and then discretize it by using the finite difference method. We use
linear interpolation to approximate the integral term. The discrete maximum principle is applied to the
linear complementarity problems to obtain the error estimates. We also illustrate some numerical results
to demonstrate and compare the accuracy of the method for our problem.

Keywords: Perpetual American option, Jump-Diffusion model, Regime-Switching model, Finite
Difference method, Discrete maximum principle.
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