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درايه هاي قدرمطلق مجموع هرگاه است تعميم يافته سطري زير تصادفي ماتريس يک A حقيقي و مربعي ماتريس چکيده:
است x (چپ) راست B-مهتر y گوييم ،y و x (ستوني) سطري بردار دو براي نباشد. بيش تر يک از آن سطر هر
x ≺rB y مي نويسيم و (x = Ay) x = yA که باشد موجود A تعميم يافته سطري زير تصادفي ماتريس هرگاه
(چپ) راست B-مهتر y که را x مانند بردارهايي همه (ستوني) y سطري بردار هر براي مقاله دراين ما .(x ≺lB y)
و باشد برقرار ∥x∥∞ = ∥y∥∞ رابطه اگر تنها و اگر x ∼lB y کرديم ثابت ما هم چنين کرديم. پيدا آن هاست
شرايطي، تحت داديم نشان براين علاوه باشد. برقرار ∥x∥١ = ∥y∥١ رابطه اگر تنها و اگر x ∼rB y داديم نشان
چپ B-مهتري شرايط اين تحت که کرديم پيدا را شرايطي هم چنين و است راست مهتري با معادل راست B-مهتري

است. چپ مهتري با معادل

تعميم يافته. سطري زيرتصادفي ماتريس سطري، زيرتصادفي ماتريس B-مهتري، مهتري، کليدي: واژه هاي

15A04; 15A21 رياضي: ردهبندي

پيش گفتار و مقدمه ١
برداري فضاي يک روي عمل يک نيازمند که را مهتري مفهوم هم چنين کرده ايم، بيان را برداري فضاي يک روي عمل مفهوم بخش اين در
تعميم ها اين از برخي به اشاره اي بخش، اين ادامه در است، کاربردي و بسيار تعميم هاي داراي مهتري که ازآن جا و داده ايم توضيح را مي باشد

داريم. نتايج و
θ : نگاشت يک هر گاه است چپ از عمل يک X روي G گوييم باشد. مجموعه يک X و (نيم گروه) گروه يک G کنيم فرض

کند: صدق زير شرايط در که باشد داشته وجود G×X −→ X

،x ∈ X هر براي θ(e, x) = x آن گاه باشد، G هماني عضو e اگر .١
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آن گاه ،g١, g٢ ∈ G اگر .٢

θ(g١, θ(g٢, x)) = θ(g١g٢, x)

.x ∈ X هر براي

مي کند: تعريف زير به صورت X روي هم ارزي رابطه يک G گروه

x ∼ y ⇐⇒ x = gy, ∃g ∈ G.

مي شود: تعريف زير مجموعه با برابر x ∈ X نقطه مدار

OG(x) = {y ∈ X : y = gx, ∃g ∈ G}.

مي شود. ناميده G زمان مجموعه و X حالت فضاي با ديناميکي سيستم يک (θ,G,X) سه تايي
زير شرايط در که باشد موجود θ : X ×G −→ X نگاشت يک هرگاه است راست از عمل يک X روي G گوييم مشابه به طور

کند: صدق

،x ∈ X هر براي θ(x, e) = x آن گاه باشد، G هماني عضو e اگر .١

آن گاه ،g١, g٢ ∈ G اگر .٢

θ(θ(x, g١), g٢) = θ(x, g١g٢)

.x ∈ X هر براي

مي کند: تعريف زير به صورت X روي هم ارزي رابطه يک G گروه

x ∼ y ⇐⇒ x = yg, ∃g ∈ G.

مي شود: تعريف زير مجموعه با برابر x ∈ X نقطه مدار

OG(x) = {y ∈ X : y = xg, ∃g ∈ G}.

دارد. کاربرد ديناميکي سيستم هاي مبحث در هم چنين و منيفلد يک روي برداري هاي ميدان و منيفلد هندسه در مجموعه يک روي عمل
و X lG≻روي چپ مهتري رابطه يک G چپ از عمل هر آن گاه باشد حقيقي اعداد ميدان روي برداري فضاي يک X مجموعه اگر

مي کنيم. معرفي را آن ها ادامه در که مي کند ايجاد X rG≻روي راست از مهتري رابطه يک G راست از عمل هر
و مي دهيم نمايش conv(W) با را W محدب غلاف X از W مجموعه زير هر براي باشد. برداري فضاي يک X کنيم فرض

مي شود: تعريف زير به صورت

conv(W) =

{
n∑

i=0

rivi : n ∈ N, vi ∈W, 0 ≤ ri ≤ 1 و
n∑

i=0

ri = 1

}
.

راست G-مهتر y گوييم x, y ∈ X عضو دو هر براي باشد. X برداري فضاي براي چپ) از (عمل راست از عمل يک G کنيم فرض
.x ∈ conv(OG(y)) هر گاه (x ≺lG) x ≺rG y مي نويسيم و است x چپ) (G-مهتر

برداري فضاي X که صورتي در .(x ∼lG y) x ∼rG y مي نويسيم، (x ≺lG y ≺lG x) x ≺rG y ≺rG x هرگاه
قرار استفاده مورد خطي جبر در که مي دهند به دست را جالبي نتايج مهتري رابطه هاي متعامد، ماتريس هاي از گروهي G و باشد n-بعدي

مي گيرند.
.Mn := Mnn هم چنين است، شده حقيقيn×mاستفاده ماتريسهاي همه ي برداري فضاي نمايش Mnmبراي نماد از مقاله اين در
پايه اي {e١, . . . , en} مجموعه است. شده داده نمايش (Rn) Rn نماد با (n× ١) ١× n حقيقي بردارهاي همه ي برداري فضاي
بردار نمايش براي e نماد است. Rn برداري فضاي براي استاندارد پايه اي {et١, . . . , etn} مجموعه و Rn برداري فضاي براي استاندارد



۵٢۵ مهتري و تعميم يافته سطري زيرتصادفي هاي ماتريس

تعريف sign[aij] = [sign(aij)] به صورت علامت (بردار) ماتريس ،A = [aij] (بردار) ماتريس هر براي مي شود. استفاده
∑n

i=١ ei
آن در که مي شود

sign(aij) =

{
١ aij ≥ ٠,
−١ aij < ٠

بينهايت نرم و (∥.∥١) يک نرم y∗ = yt = (y١, . . . , yn) ∈ Rn بردار هر براي است. |A| = [|aij|] ماتريس |A| از منظور و
مي گيريم نظر در زير به صورت را (∥.∥∞)

∥y∥∞ = ∥y∗∥∞ = max{|yi| : ١ ≤ i ≤ n}, ∥y∥١ = ∥y∗∥١ =
n∑

i=١

|yi|.

باشيم داشته k = ١, . . . , n هر براي اگر است، تعميم يافته زير تصادفي D = [dij] ∈ Mn حقيقي ماتريس [١١] .١. ١ تعريف
.
∑n

j=١ |dkj| ⩽ ١ و
∑n

i=١ |dik| ⩽ ١

باشيم داشته k = ١, . . . , n هر براي اگر است، سطري تصادفي D = [dij] ∈Mn نامنفي و حقيقي ماتريس [١۴ ،۶] .١. ٢ تعريف
.
∑n

i=١ dik = ١

مي کنيم: تعريف x = yt = (x١, . . . , xn) ∈ Rn براي [١۵] .١. ٣ تعريف

Tr+(x) = Tr+(y) =
∑
xi≥0

xi, Tr−(x) = Tr−(y) =
∑
xi<0

xi

و

Tr(x) = Tr(y) = Tr+(x) + Tr−(x).

نزولي به صورت که باشد x مولفه هاي با آمده به دست بردار x↓ = y↓
t
=

(
x↓
١, . . . , x

↓
n

)
و x, y ∈ Rn(Rn) کنيم فرض

مي دهيم، نشان (x ≺l y) x ≺r y نماد با و است x (چپ) راست مهتر y گوييم .x↓
١ ≥ x↓

٢ ≥ . . . ≥ x↓
n يعني؛ اند، شده مرتب

که است معني بدين x ≺ y نماد .(x = Dy) x = yD که به طوري شود يافت D ∈Mn سطري تصادفي ماتريس هرگاه

k∑
i=١

x↓
i ≤

k∑
i=١

y↓i , k = ١, ٢, . . . , n

و

.
n∑

i=١

x↓
i =

n∑
i=١

y↓i

تاکنون و [١۵] دارد کاربرد آمار و هندسه ديناميکي، سيستم هاي جبرخطي، شاخه هاي از بسياري در که است موضوعاتي از يکي مهتري،
شده انجام زمينه اين در زيادي کارهاي به علاوه، شود) ديده آن ها مراجع (هم چنين [۵]-[١] است شده معرفي مهتري از زيادي تعميم هاي

زمينه اند. اين در کارهاي جمله از زير نتايج .[١٣]-[١٢] و [٨] است

هم ارزند: زير شرايط آن گاه .x, y ∈ Rn کنيم فرض [٩] .۴ .١ گزاره

.x ∼r y .١

.Tr(x) = Tr(y) و ∥x∥١ = ∥y∥١ .٢

آن در که ،conv(R(X)) ⊆ conv(R(Y)) اگر اگروتنها X ≺l Y آن گاه .X,Y ∈ Mn,m کنيم فرض [١٠] .۵ .١ گزاره
آن هاست. محدب غلاف conv(R(A)) و است A مجزاي سطرهاي همه مجموعه R(A)
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اگر اگروتنها x ≺l y آن گاه .x, y ∈ Rn کنيم فرض .۶ .١ نتيجه

min
١≤i≤n

yi ≤ min
١≤i≤n

xi ≤ max
١≤i≤n

xi ≤ max
١≤i≤n

yi.

هم ارزند: زير گزاره هاي آن گاه .x, y ∈ Rn کنيم فرض .١. ٧ نتيجه

.x ∼l y .١

y = (y١, . . . , yn)
t و x = (x١, . . . , xn)

t فرض با .٢

min
١≤i≤n

xi = min
١≤i≤n

yi و max
١≤i≤n

xi = max
١≤i≤n

yi

.x هر براي Ax ≺ x اگر تنها و اگر است دوگانه تصادفي A ماتريس [٧] .١. ٨ قضيه

هم ارزند: زير گزاره هاي .x, y ∈ Rn کنيم فرض [٧] .١. ٩ قضيه

x ≺ y .١

.x = Dy به طوريکه دارد وجود D n× n دوگانه تصادفي ماتريس يک .٢

اصلي نتايج ٢
رابطه که داده ايم نشان و کرده ايم مشخص را معين بردار يک راست مهتر -B بردارهاي همه و چپ B-مهتر بردارهاي همه بخش اين در
به وابسته مي آيد به دست راست B-مهتري از که هم ارزي رابطه و بينهايت نرم به وابسته مي آيد به دست چپ B-مهتري از که هم ارزي
معادل راست) (B-مهتري چپ مهتري -B آن ها در که را (ستوني) سطري بردارهاي همه هم چنين است. n-بعدي برداري فضاي در نرم- ١

کرده ايم. تعيين است (راست) چپ مهتري با

باشيم داشته i = ١, . . . , n هر براي اگر است، تعميم يافته سطري زير تصادفي R = [rij] ∈ Mn حقيقي ماتريس .٢. ١ تعريف
.
∑n

j=١ |rij| ⩽ ١

ماتريس هرگاه مي دهيم، نشان x ≺lB y نماد با و است x چپ ماتريسي B−مهتر y گوييم x, y ∈ Rn هر براي الف) .٢. ٢ تعريف
.x = Ry که به طوري شود يافت R ∈Mn تعميم يافته سطري زير تصادفي

زير تصادفي ماتريس هرگاه مي دهيم، نشان x ≺rB y نماد با و است x راست ماتريسي B−مهتر y گوييم x, y ∈ Rn هر براي ب)
.x = yR که به طوري شود يافت R ∈Mn تعميم يافته سطري

.∥x∥∞ ≤ ∥y∥∞ اگر فقط و اگر x ≺lB y صورت، اين در .x, y ∈ Rn کنيم فرض .٢. ٣ قضيه

باشند. Rn در بردار دو y = (y١, . . . , yn)
t و x = (x١, . . . , xn)

t کنيم فرض اثبات.
که به طوري است موجود R = [rij] ∈ Mn تعميم يافته سطري زير تصادفي ماتريس صورت اين در .x ≺lB y مي کنيم فرض ابتدا

داريم: i = ١, . . . , n هر براي بنابراين، .x = Ry

|xi| =

∣∣∣∣∣
n∑

j=١

rijyj

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=١

|rijyj|

≤ ∥y∥∞
n∑

j=١

|rij| ≤ ∥y∥∞.

.∥x∥∞ ≤ ∥y∥∞ نتيجه در



۵٢٧ مهتري و تعميم يافته سطري زيرتصادفي هاي ماتريس

.|yr| = ∥y∥∞ که به طوري دارد وجود (١ ≤ r ≤ n) r صحيح عدد که است واضح .∥x∥∞ ≤ ∥y∥∞ کنيم فرض به عکس:
که است بديهي

|xi| ≤ ∥x∥∞ ≤ ∥y∥∞ = |yr|, ∀ i ∈ {١, . . . , n}.

در است). صفر درايه هاي با n-بعدي بردار o از (منظور است تمام برهان که ،x = Iny و x = o لذا ،y = o آن گاه ،yr = ٠ اگر
مي کنيم: تعريف زبر به صورت را R ماتريس ،yr ̸= ٠ که صورتي

Rnn = [rij] =

[
xiδjr
yr

]
است: زير به صورت کرونيکر دلتاي تابع δij آن در که

δij =

{
١ اگر i = j
٠ اگر i ̸= j

زيرا؛ است تعميم يافته سطري زير تصادفي R ماتريس
n∑

j=١

|rij| =
n∑

j=١

∣∣∣∣xiδjr
yr

∣∣∣∣ = |xi|
|yr|
≤ ١.

داريم طرفي از

(Ry)i =
n∑

j=١

rijyj =
n∑

j=١

xiδjr
yr

yj = xi

.x ≺lB y يعني ،Ry = x لذا

.∥x∥١ ≤ ∥y∥١ اگر تنها و اگر x ≺rB y صورت اين در .x, y ∈ Rn کنيم فرض .۴ .٢ قضيه

ماتريس صورت اين در x ≺rB y و باشند Rn در بردار دو y = (y١, . . . , yn) و x = (x١, . . . , xn) کنيم فرض اثبات.
لذا .x = Ry که دارد وجود R = [rij] تعميم يافته سطري زيرتصادفي

∥x∥١ =
n∑

j=١

|xj| =
n∑

j=١

∣∣∣∣∣
n∑

i=١

yirij

∣∣∣∣∣
≤

n∑
j=١

n∑
i=١

|yirij| ≤
n∑

i=١

(|yi|
n∑

j=١

|rij|)

≤
n∑

i=١

|yi| = ∥y∥١

است. برقرار حکم و x = yIn پس ،x = y = o لذا ∥x∥١ = ٠ آن گاه ،∥y∥١ = ٠ اگر .∥x∥١ ≤ ∥y∥١ کنيم فرض به عکس:
مي کنيم: تعريف ،∥y∥١ ̸= ٠ که صورتي در

R :=
١
∥y∥١

(sign(y))tx

زيرا؛ است تعميم يافته سطري زير تصادفي R ماتريس
n∑

j=١

|rij| =
n∑

j=١

١
∥y∥١

|(sign(yi))xj|

=
∥x∥١
∥y∥١

≤ ١.
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داريم طرفي از

yR = y(∥y∥−١
١ (sign(y))tx)

= ∥y∥−١
١ y(sign(y))tx

= ∥y∥−١
١ ∥y∥١x = x

.x ≺rB y نتيجه در

.x, y ∈ Rn کنيم فرض .۵ .٢ تعريف

.y ≺lB x و x ≺lB y هرگاه x ∼lB y گوييم آ)

.y ≺rB x و x ≺rB y هرگاه x ∼rB y گوييم ب)

.x, y ∈ Rn کنيم فرض .۶ .٢ نتيجه

.∥x∥∞ = ∥y∥∞ اگر تنها و اگر x ∼lB y آ)

.∥x∥١ = ∥y∥١ اگر تنها و اگر x ∼rB y ب)

مي شود. نتيجه (٢. ٣) قضيه از اثبات آ) اثبات.

مي شود. نتيجه (۴ .٢) قضيه از اثبات ب)

زير به صورت {x ∈ R٢ : x ≺lB (a, b)t} و {x ∈ R٢ : x ≺rB (a, b)t} آن گاه .(a, b)t ∈ R٢ کنيم فرض .٢. ٧ مثال
است.

x ≺lB (a, b)t و x ≺rB (a, b)t :١ شکل

داشته i = ١, . . . , n هر براي اگر مي ناميم سطري تصادفي را A = [aij] ∈Mn نامنفي درايه هاي با حقيقي ماتريس .٢. ٨ تعريف
.
∑n

j=١ aij = ١ باشيم

تصادفي ماتريس هرگاه مي دهيم، نشان x ≺l y نماد با و است x چپ ماتريسي مهتر y گوييم x, y ∈ Rn هر براي الف) .٢. ٩ تعريف
.x = Ay که به طوري شود يافت A ∈Mn سطري

سطري تصادفي ماتريس هرگاه مي دهيم، نشان x ≺r y نماد با و است x راست ماتريسي مهتر y گوييم x, y ∈ Rn هر براي ب)
.x = yA که به طوري شود يافت A ∈Mn

معادل اند: زير شرايط صورت اين در .x, y ∈ Rn کنيم فرض .٢. ١٠ قضيه

،x ≺r y .١

،Tr(x) = Tr(y) و ∥x∥١ ≤ ∥y∥١ .٢

.Tr(x) = Tr(y) و x ≺rB y .٣
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اکنون .∥x∥١ ≤ ∥y∥١ ۴ .٢ قضيه بنابر لذا و x ≺rB y که است بديهي x ≺r y و x, y ∈ Rn کنيم فرض :١ −→ ٢ اثبات.
تعريف در Tr−(x) و Tr+(x) آن در که α(x) = Tr+(x)e1 + Tr−(x)e2 کنيم فرض . Tr(x) = Tr(y) مي کنيم ثابت

مي گيريم: نظر در زير به صورت را A ماتريس منظور اين براي .α(x) ∼r x مي دهيم نشان ابتدا شده اند. آورده ١. ٣

A =


A١
A٢

...
An


آن در که

Ai =

{
e١, xi ≤ ٠ اگر
e٢, xi > ٠ اگر

بگيريم نظر در زير به صورت را B ماتريس اگر طرفي از .α(x) = xA و است سطري تصادفي A که است واضح

B =


B١
B٢

...
Bn


آن در که

Bi =


١

Tr−(x)

∑
xj<٠ xjej, i = ١ اگر

١
Tr+(x)

∑
xj>٠ xjej, i = ٢ اگر

e١, i ̸= ١, ٢ اگر

.α(x) ∼r x بنابراين .x = α(x)B و است سطري تصادفي ماتريس يک B آن گاه
که دارد وجود R = [rij] مانند سطري تصادفي ماتريس يک لذا .α(x) ≺r α(y) آن گاه ،x ≺r y اگر

α(x) = α(y)R (٢. ١)

بنابراين

Tr+(x) = Tr+(y)r11 + Tr−(y)r21 (٢. ٢)

داريم: (٢. ١) رابطه از طور همين .Tr+(x) ≤ Tr+(y) درنتيجه و

Tr−(x) = Tr+(y)r12 + Tr−(y)r22 (٢. ٣)

بنابراين .Tr−(x) ≥ Tr−(y) لذا و

∥x∥١ = Tr+(x)− Tr−(x) ≤ Tr+(y)− Tr−(y) = ∥y∥1,

داريم: (٢. ١) از آن گاه ،k ̸= ١, ٢ اگر آن بر علاوه

٠ = Tr+(y)a1k + Tr−(y)a2k. (۴ .٢)

.Tr(x) = Tr(y)بنابراين Tr+(x)+Tr−(x)و = Tr+(y)+Tr−(y) مي شود نتيجه (۴ .٢) و (٢. ٣) ،(٢. ٢) رابطه هاي جمع با
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Tr(x) = Tr(y) و ∥x∥١ ≤ ∥y∥١ از صورت اين غير در .x = yIn و ∥x∥١ = ٠ آن گاه ∥y∥١ = ٠ اگر :٢ −→ ١
مي شود نتيجه

Tr+(x)− Tr−(x) ≤ Tr+(y)− Tr−(y) (۵ .٢)

و

Tr+(x) + Tr−(x) = Tr+(y) + Tr−(y) (۶ .٢)

را A ماتريس اکنون .Tr−(x) ≥ Tr−(y) و Tr+(x) ≤ Tr+(y) مي گيريم نتيجه (۶ .٢) و (۵ .٢) روابط طرفين کردن جمع با و
مي کنيم: تعريف زير به صورت

A =



Tr+(x)−Tr−(y)
∥y∥١

Tr+(y)−Tr+(x)
∥y∥١ ٠ . . . ٠

Tr+(y)−Tr+(x)
∥y∥١

Tr+(x)−Tr−(y)
∥y∥١ ٠ . . . ٠

١ ٠ ٠ . . . ٠
١ ٠ ٠ . . . ٠
... ... ... . . . ...
١ ٠ ٠ . . . ٠


.

زيرا؛ است سطري تصادفي ماتريس يک A ماتريس

Tr+(x)− Tr−(y) ≤ Tr+(y)− Tr−(y)

و

Tr+(y)− Tr+(x) ≤ Tr+(y)− Tr−(y)

و

.
Tr+(x)− Tr−(y)

∥y∥١
+

Tr+(y)− Tr+(x)

∥y∥١
= ١

داريم: هم چنين

Tr+(x) = Tr+(y)
Tr+(x)− Tr−(y)

∥y∥1
+ Tr−(y)

Tr+(y)− Tr+(x)

∥y∥1
و

Tr−(x) = Tr+(y)
Tr+(y)− Tr+(x)

∥y∥1
+ Tr−(y)

Tr+(x)− Tr−(y)

∥y∥1

.x ≺r y نتيجه در و α(x) ≺r α(y) بنابراين .α(x) = α(y)A لذا
است. واضح ۴ .٢ قضيه از ٣ و ٢ گزاره هاي هم ارزي :٢←→ ٣

معادل اند: زير شرايط صورت اين در .x, y ∈ Rn کنيم فرض .٢. ١١ نتيجه

.x ∼r y .١

.Tr(x) = Tr(y) و ∥x∥١ = ∥y∥١ .٢

.Tr(x) = Tr(y) و x ∼rB y .٣

است. شده داده نشان (٢) شکل در {x ∈ R٢|x ∼r y} مجموعه ،o ̸= y ∈ R٢ کنيم فرض .٢. ١٢ مثال
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. R٢
∼r

و x ∼r y :٢ شکل

معادل اند: زير شرايط صورت اين در .x = (x١, . . . , xn)
t, y = (y١, . . . , yn)

t ∈ Rn کنيم فرض .٢. ١٣ قضيه
.x ∼l y .١

و ∥x∥∞ = ∥y∥∞ .٢

max
١≤i≤n

xi + min
١≤i≤n

xi = max
١≤i≤n

yi + min
١≤i≤n

yi.

و x ∼lB y .٣

max
١≤i≤n

xi + min
١≤i≤n

xi = max
١≤i≤n

yi + min
١≤i≤n

yi.

داريم: ۵ .١ گزاره بنابر هم چنين .∥x∥∞ = ∥y∥∞ ٢. ٣ قضيه بر بنا و x ∼lB y پس x ∼l y کنيم فرض : ١ −→ ٢ اثبات.

min
١≤i≤n

xi = min
١≤i≤n

yi و max
١≤i≤n

xi = max
١≤i≤n

yi.

پس

max
١≤i≤n

xi + min
١≤i≤n

xi = max
١≤i≤n

yi + min
١≤i≤n

yi.

و ∥x∥∞ = ∥y∥∞ کنيم فرض : ٢ −→ ١

M(x, y) := max
١≤i≤n

xi + min
١≤i≤n

xi = max
١≤i≤n

yi + min
١≤i≤n

yi (٢. ٧)

تساوي هاي از آن گاه ،M(x, y) ≥ ٠ اگر

∥x∥∞ =

{
max١≤i≤n xi, max١≤i≤n xi +min١≤i≤n xi ≥ اگر٠
−min١≤i≤n xi, max١≤i≤n xi +min١≤i≤n xi < اگر٠ (٢. ٨)

و

∥y∥∞ =

{
max١≤i≤n yi, max١≤i≤n yi +min١≤i≤n yi ≥ ٠ اگر
−min١≤i≤n yi, max١≤i≤n yi +min١≤i≤n yi < ٠ اگر (٢. ٩)

مي شود: نتيجه ∥x∥∞ = ∥y∥∞ که اين از و

max
١≤i≤n

xi = max
١≤i≤n

yi

مي شود: نتيجه (٢. ٧) تساوي از و

min
١≤i≤n

xi = min
١≤i≤n

yi.

مي شود نتيجه ∥x∥∞ = ∥y∥∞ اينکه و (٢. ٩) و (٢. ٨) تساوي هاي از M(x, y) < ٠ اگر .x ∼l y ۵ .١ گزاره بنابر لذا

min
١≤i≤n

xi = min
١≤i≤n

yi

مي شود: نتيجه (٢. ٧) تساوي از و

max
١≤i≤n

xi = max
١≤i≤n

yi.

.x ∼l y ۵ .١ گزاره بنابر لذا
است. واضح ٢. ٣ قضيه بنابر ٣ و ٢ گزاره هاي هم ارزي : ٢←→ ٣
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. R٢

∼l
و x ∼l y :٣ شکل

است. شده داده نشان ٣ شکل در {x ∈ R٢|x ∼l y} مجموعه ،o ̸= y ∈ R٢ کنيم فرض .١۴ .٢ مثال

صورت اين در y↓١ + y↓n = ٠ و x = (x١, . . . , xn)
t, y = (y١, . . . , yn)

t ∈ Rn کنيم فرض .١۵ .٢ گزاره

x؛ ≺l y اگر اگروتنها x ≺lB y .١

.x ∼l y اگر اگروتنها x ∼lB y .٢

y↓n ≤ xi ≤ y↓١ داريم آن گاه ، y↓١ + y↓n = ٠ و x ≺lB y اگر .x ≺lB y که است بديهي آن گاه ،x ≺l y اگر .١ اثبات.
.x ≺l y ،۵ .١ گزاره بر بنا پس ،١ ≤ i ≤ n هر براي

مي باشد. واضح اثبات اول قسمت به توجه با .٢

گيري نتيجه ٣
سيستم هاي منيفلد، هندسه در که مي کند، ايجاد مهتري رابطه يک X برداري فضاي يک روي عمل يک با همراه G نيم گروه يا گروه هر
-n (ستوني) سطري بردار هاي روي مهتري رابطه يک سطري تصادفي ماتريس هاي نيم گروه دارد. ويژه اي اهميت خطي جبر و ديناميکي
رابطه يک نيز سطري زيرتصادفي ماتريس هاي نيم گروه و ناميده ايم (چپ) راست مهتري رابطه را آن مقاله اين در ما که مي کنند، ايجاد بعدي
اين در ناميده ايم. (چپ) راست B-مهتري رابطه را آن مقاله اين در ما که مي کند، ايجاد (ستوني) سطري بعدي -n بردار هاي روي مهتري
با را (چپ) راست مهتري رابطه بين ارتباط هم چنين کرده ايم. پيدا را (ستوني) سطري بردار يک (چپ) راست B-مهتر بردارهاي همه مقاله

آورده ايم. به دست (چپ) راست B-مهتري رابطه
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Abstract: The square and real matricx A is called a generalized row substochastic matrix, if the sum of
the absolute values of the entries in each row is less than or equal to one. Let x, y ∈ Rn. We say that
x is right B-majorized (resp. left B-majorized) by y, denoted by x ≺rB y (x ≺lB y), if there exists
a substochastic matrix D, such that x = yD (resp. x = Dy). In this article, we have found all the
vectors such as x that x is right B-majorized (resp. left B-majorized) by y, for all row vector y (resp.
column vector). Also, we show x ∼lB y if and only if ∥x∥∞ = ∥y∥∞ and prove x ∼rB y if and
only if ∥x∥1 = ∥y∥1. We have also created conditions in which the left B-majorization is equivalent to
the left majorization, and created conditions in which the right B-majorization is equivalent to the right
majorization.

Keywords: Majorization, B-majorization, Row substochastic matrix, Generalized row substochastic
matrix.
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