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بسياري شده اند. معرفي و ابداع جزئي ديفرانسيل معادلات حل براي بسياري عددي روش هاي اخير، دهه ي چند در چکيده:
پيچيده اند. دامنه با مسائل حل براي محدوديت هايي داراي ازاين رو و بوده مسئله دامنه شبکه بندي پايه بر روش ها اين از
است يافته توسعه شبکه بندي بدون روش هاي عنوان با عددي روش هاي از جديدي دسته اخير، سال هاي در بنابراين،
بدون روش از مقاله، اين در نيست. دامنه شبکه بندي به نيازي روش ها اين از استفاده با مسئله حل براي به طوري که
روش اين مي کنيم. استفاده دو بعدي فيشر غيرخطي معادله ي عددي حل براي مستقيم موضعي پترو-گالرکين شبکه بندي
مي گيرد. بهره تعميم يافته متحرک مربعات کم ترين تقريب از مجهول تابع تقريب براي و بوده معادله ضعيف فرم پايه بر
و يکنواخت به صورت نقاط توزيع با و نامنظم و منظم نواحي در را عددي نتايج اشاره شده، روش قابليت دادن نشان براي
اين در استفاده مورد روش کارايي و دقت از حاکي روش ها ساير با آمده به دست نتايج مقايسه مي دهيم. گزارش پراکنده
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غيرخطي جزئي ديفرانسيل معادلات حل براي کارآمدي روش هاي يافتن در سعي همواره محققان و پژوهش گران ازاين رو، کرد. اشاره [١٩]
اين شده اند. معرفي شبه طيفي و طيفي روش هاي و محدود المان روش متناهي، تفاضلات روش مانند بسياري روش هاي تاکنون کرده اند.
سال هاي در بنابراين، پيچيده اند. دامنه با مسائل حل براي محدوديت هايي داراي و بوده مسئله دامنه ي شبکه بندي پايه بر روش ها، از دسته
شبکه بندي به نيازي روش ها اين در که کرده اند ارائه شبکه بندي بدون روش هاي به  نام عددي روش هاي از جديدي دسته ي پژوهشگران اخير
بدون روش شعاعي، پايه اي توابع بر مبتني روش هايي گالرکين، آزاد المان روش مانند روش هايي از مي توان مثال به عنوان نيست. مسئله دامنه
در مقاله، اين در برد. نام (DMLPG) مستقيم موضعي پترو-گالرکين شبکه بندي بدون روش و (MLPG) موضعي پترو-گالرکين شبکه بندي
هستيم. مستقيم موضعي پترو-گالرکين شبکه بندي بدون روش از استفاده با دو بعدي فيشر غيرخطي جزئي ديفرانسيل معادله عددي حل صدد

مي شود: تعريف زير به صورت معادله اين

ut = λ∇٢u+ µu(١ − u), (x, y, t) ∈ Ω× (٠, T ] (١. ١)

به طوري که

u(x, y, t) = f(x, y, t), (x, y, t) ∈ ∂Ω× (٠, T ]
u(x, y, ٠) = u٠(x, y), (x, y) ∈ Ω

و مثبت و ثابت ضرايب µ و λ دامنه، مرز ∂Ω مسئله، دامنه Ω ⊆ R٢ جمعيت، تراکم u(x, t) هم چنين معادله اند. اوليه و مرزي شرايط
معادله، اين شد. معرفي [٨] همکاران و کلموگوروف ،[۶] فيشر توسط ١٩٣٧ سال در بار اولين براي فوق معادله ي معلوم اند. توابعي u٠ و f
در به ويژه و علوم شاخه هاي از بسياري در معادله اين ازاين رو، مي کند. تشريح جمعيت يک طريق از را جهش يافته ژن انتشار مستقل به طور
نوترون ها ديناميک و [١٧] مرجاني صخره هاي منطقي رشد مثال، به عنوان دارد. فراواني کاربرد زيستي رياضيات جديد علم و زيست شناسي
مقاله به معادله اين بيش تر کاربردهاي براي مي توانند علاقه مند خوانندگان داد. نشان فيشر معادله با مي توان را [٧] هسته اي راکتور يک در
مي توان مثال به عنوان است. شده استفاده فيشر معادله حل براي بسياري عددي روش هاي از تاکنون کنند. مراجعه آن در موجود منابع و [٢٣]

کرد. اشاره [١۵] بسل توابع بر مبتني عددي روش و [٩] ضمني متناهي تفاضلات روش ،[٢١] صريح متناهي تفاضلات روش به
روش نام به جديدي شبکه بندي بدون روش از بدين منظور و بوده فيشر معادله ي حل صدد در مقاله اين در شد، اشاره پيش تر که همان طور
شد. معرفي و ابداع [١٠] شابک و ميرزايي توسط ٢٠١۴ سال در روش، اين مي کنيم. استفاده (DMLPG) مستقيم موضعي پترو-گالرکين
استفاده تعميم يافته متحرک مربعات کم ترين تقريب از مجهول توابع تقريب براي و بوده ديفرانسيل معادله موضعي ضعيف فرم پايه بر روش اين
دامنه شبکه بندي به نيازي معادله حل و پياده سازي مراحل از هيچ کدام در زيرا است؛ بوده واقعي شبکه بندي بدون روش يک روش اين مي کند.
در موجود عددي انتگرال گيري هاي براي گالرکين آزاد المان روش مانند شبکه بندي بدون  روش هاي از بعضي در که درحالي ندارد وجود مسئله
استفاده مختلفي ديفرانسيل  معادلات حل براي تاکنون DMLPG روش از شود. شبکه بندي مسئله دامنه بايستي ديفرانسيل معادله ضعيف فرم
معادله ي جفت ،[٢٠] دو بعدي گينزبرگ-لاندو خطي غير معادله ،[١] دو بعدي تلگراف معادله عددي حل به مي توان مثال به عنوان است. شده
[۵] دو بعدي کلاين-گوردون معادله و [١٩] دو بعدي غيرخطي ساين-گودرون معادله ي جفت ،[۴] دو بعدي مگنتو-هيدرودايناميک غيرخطي

کرد. اشاره
متحرک مربعات کم ترين تقريب بيان به مقاله دوم بخش در اول، بخش در مقدمه بيان از پس است. اساسي بخش هفت شامل مقاله اين
بر DMLPG روش هاي پياده سازي و دوبعدي فيشر غيرخطي معادله ضعيف فرم آوردن به دست نحوه ي مي پردازيم. (GMLS) تعميم يافته
پايداري آناليز بررسي به مقاله پنجم بخش در شده اند. بيان چهارم بخش در DMLPG روش هاي انواع و مقاله سوم بخش در معادله اين روي

است. شده آورده مقاله هفتم بخش در کلي نتيجه گيري و ششم بخش در به دست آمده عددي نتايج مي پردازيم. زماني طرح

تعميم يافته متحرک مربعات کم ترين تقريب ٢
يک کنيم. معرفي را جديدي مفاهيم و تعاريف بايستي تعميم يافته متحرک مربعات کم ترين به مربوط مفاهيم به پرداختن از قبل و ابتدا در
کنيم فرض آورد. فراهم پراکنده نقاط در مجهول تابع يک مقادير برحسب را مسئله تقريبي جواب که است روشي شبکه بندي بدون روش
بدون روش يک پايه بر تقريب باشد. Ω يعني مسئله دامنه در پراکنده و دل خواه نقاط از مجموعه اي X = {xi}ni=١ ⊂ Ω ⊂ RN

نقاط مجموعه براي جدايي فاصله  و تراکم فاصله ي مفهوم دو بدين منظور دارد. بستگي نقاط اين توزيع به نحوه مستقيم به طور شبکه بندي
تعريف اند. قابل زير به صورت X متمايز و پراکنده

به شکل تراکم فاصله ،Ω ⊂ RN کران دار ناحيه يک در X = {xi}ni=١ پراکنده و متمايز نقاط مجموعه براي .٢. ١ تعريف

hX,Ω = sup
x∈Ω

min
١≤i≤n

∥x− xi∥٢, (٢. ١)
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به صورت جدايي فاصله ي و

qx =
١
٢
min
j ̸=i

∥xj − xi∥٢, (٢. ٢)

رابطه Cqu ثابت پارامتر به نسبت دامنه در پراکنده نقاط از X مجموعه براي اگر هم چنين مي شوند. تعريف

qx ≤ hX,Ω ≤ Cquqx (٢. ٣)

مي کند[١٢]. صدق شبه-يکنواخت شرط در مجموعه اين آن گاه باشد، صادق

مربعات کم ترين تقريب از تعميمي مي دهيم، نشان GMLS با به اختصار را آن پس اين از که تعميم يافته متحرک مربعات کم ترين تقريب
روش مي پردازيم. MLS تقريب مفاهيم بيان به خلاصه به طور ابتدا GMLS روش کار نحوه از بهتر درک براي است. (MLS) متحرک
مجهول توابع تقريب براي مناسب روش يک رو اين از و مي شود پياده سازي مسئله دامنه ي در پراکنده شده و دلخواه نقاط بر مبتني MLS
X = {xi}ni=١ ⊂ Ω ⊂ RN نقاط در u = {u(xi)}ni=١ مقادير کنيم فرض است. شبکه بندي بدون روش هاي در معادله يک
که است به ذکر لازم مي کند. حل موضعي وزن دار مربعات کم ترين مسئله ي يک x ∈ Ω نقطه ي هر براي MLS روش شده اند. داده
فرم به وزن تابع يک از نقطه هر تأثير ميزان تعيين براي و شده نوشته مجاور نقاط در تابع مقدار حسب بر x ∈ Ω نقطه هر در تابع تقريب
تابع تقريب محاسبه به منظور حال مي کند. ميل صفر به آن مقدار x نقطه ي از شدن دور با که مي شود Wاستفاده : Ω×Ω → R ≥ ٠
تقريب تعريف دامنه به عنوان دامنه زير اين مي کنيم. انتخاب Ωx مانند زيردامنه يک ابتدا است) شده داده Ω ناحيه در (که u(x) مجهول
باشد، x نقطه از همسايگي يک انتخاب شده زير دامنه ي اگر مي گيرد. قرار دامنه) (کل Ω داخل و است x نقطه در درون ياب تابع براي MLS

کرد. تعريف زير به صورت مي توان را متحرک مربعات کم ترين تقريب

به طوري که uh(x) = p⋆(x) با است برابر ، x ∈ Ω براي u(x) تابع از uh(x) متحرک مربعات کم ترين تقريب مقدار .٢. ٢ تعريف
مينيمم سازي مسئله جواب p⋆(x)

min
∑
i∈I(x)

(u(xi)− p(xi))
٢W (x,xi), p ∈ PN

m, (۴ .٢)

m مرتبه با -بعدي N چندجمله اي هاي فضاي PN
m و I(x) :=

{
i ∈ {١, · · · , n} : ∥x − xi∥٢ ≤ d

}
به طوري که است

.[١٨] Q = dim
(
PN
m

)
=

(
N +m

N

)
که است

از مجموعه اي {λi(u)}ni=١ کنيم فرض همچنين ، ٠ ≤ m براي u ∈ Cm(Ω) کنيم فرض MLS تقريب تعميم براي
يافتن مسئله φ ∈ Cm(Ω)∗ داده شده ي ثابت تابعک يک براي باشند. Cm(Ω)∗ يعني Cm(Ω) دوگان از پيوسته و خطي تابعک هاي

است[١٠]. {λi(u)}ni=١ مقادير کمک به φ(u) ثابت مقدار تقريب
شامل موضعي انتگرال هاي يا ، m مرتبه ي تا آن مشتقات يا u تابع نقطه اي ارزياب هاي مي توانند ١ ≤ i ≤ n براي λi و φ تابعک هاي
زير فرم به را آن بتوان بايد يعني باشد، خطي λi(u) داده هاي به نسبت بايستي φ(u) از φ̂(u) تقريب باشند. تابع اين مشتقات و u تابع

نوشت:

φ̂(u) =
n∑

i=١

ψi(φ)λi(u), (۵ .٢)

بعد با فضاي زير يک براي (۵ .٢) تقريبي معادله ي کنيد فرض ، MLS تقريب همانند باشند. خطي φ به نسبت بايد ψi ضرايب همچنين
متناهي

P = span {p١, p٢, ..., pQ} ⊂ Cm(Ω)

يعني باشد، دقيق
n∑

i=١

ψi(φ)λi(p) = φ(p), ∀p ∈ P . (۶ .٢)
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کردن کمينه با p⋆ ∈ P به طوري که مي کند فراهم را φ̂(u) = φ(p⋆) به صورت عددي تقريبي ، φ(u) تابعک براي GMLS تقريب
وزن دار مربعات کم ترين خطاي

n∑
i=١

(
λi(u)− λi(p)

)٢
wi, (٢. ٧)

به صورت وزن توابع بهينه سازي مسئله ي اين در مي شود. حاصل p ∈ P روي

wi = W (x,xi) = Wd(x− xi) = W (∥x− xi∥٢/d), ١ ≤ i ≤ n (٢. ٨)

همچنين مي شود. صفر است، بيش تر d از آن آرگومان هاي فاصله ي که حالتي براي W نامنفي تابع که به طوري که مي شوند گرفته نظر در
تقريب معادل رابطه اکنون است). لازم روش خطاي آناليز براي فرض (اين باشد. مثبت اکيدا B(٠, ١/٢) گوي روي تابع اين کنيد فرض
نظر در زير به صورت مي کند صدق (۶ .٢) شرط در که ψi(φ) ضرايب از تابعکي به عنوان را دوم درجه فرم کمينه سازي از MLS کلاسيک

مي گيريم

١
٢

n∑
i=١

ψ٢
i (φ)/wi (٢. ٩)

رابطه ي با (٢. ٩) و (٢. ٧) بهينه سازي مسئله هاي از ψ⋆(φ) = (ψ⋆
١(φ), ..., ψ

⋆
n(φ))

T و p⋆ بهينه جواب هاي بنابراين

φ̂(u) = φ(p∗) =
n∑

i=١

ψ⋆
i (φ)λi(u), (٢. ١٠)

تابعک به (٢. ٧) بهينه سازي مسئله ي از p⋆ بهينه جواب که کنيد توجه مي دهد. نشان را (۵ .٢) رابطه درستي موضوع اين که ارتباط اند در
آورد. به دست φ(p⋆) محاسبه ي با ها φ همه ي براي φ(u) از تقريبي مي توان λi(u) داده هاي از p⋆ محاسبه ي با نيست. وابسته φ
.[١١] داشت توجه φ تابعک از وزن توابع استقلال نقش به بايستي اما است؛ مهم بسيار MLS روش مشتقات تقريب در روش اين همچنين

تابعک کنيد فرض حال

λx,α(u) := δxD
αu (٢. ١١)

فرم به انديسه چند يک |α| ≤ m آن در که تعريف شود x ∈ Ω ثابت نقطه ي براي

Dα =
∂|α|

∂xα١
١ ∂x

α٢
٢ · · · ∂xαd

d

,

مشتقات فوق، تابعک GMLS تقريب نامنفي اند. صحيح اعداد αd, · · · , α٢, α١ و α = (α١, α٢, · · · , αd) به طوري که است
کلي تر به صورت را بالا تابعک مي توان مي زند. تقريب را u تابع مستقيم

λ(u) = λx,α,w(u) :=

∫
Ω

w(y)Lu(y)dy, Ω = Ωx or ∂Ωx, (٢. ١٢)

است. آن مرز ∂Ωx و است x ثابت نقطه شامل موضعي دامنه ي يک Ωx ⊆ Ω و خطي ديفرانسيل عمل گر يک L آن در که کرد تعريف
تابعک از خاصي حالت نيز (٢. ١١) تابعک بنابراين باشد. x مرکز به مکعب يا مربع يک يا B(x, σ) گوي مي تواند ∂Ωx مثال براي

.[١٢]L = Dα و x نقطه در ديراک دلتاي تابع w آن در که است (٢. ١٢)
حقيقت در است. برخوردار ويژه اي اهميت از GMLS و MLS تقريب هاي در وزن توابع انتخاب نحوه شد، اشاره پيش تر که همان گونه
براي مي شوند. گرفته به کار نيز استفاده شود کلي تر تابعک هاي از که حالتي در مي روند به کار کلاسيک MLS تقريب در که (٢. ٨) وزن هاي

به i ∈ {١, ..., n} انديس هاي ، x ثابت نقطه ي اطراف در موضعي تقريب يک آوردن به دست

I(x) := {i : ١ ≤ i ≤ n,w(x,xi) > ٠}

کرد: بازنويسي زير به صورت را (٢. ٧) مسئله مي توان P فضاي از {p١, ..., pQ} پايه  انتخاب با مي يابند. کاهش

min ∥
√
W (u− PΦ)∥٢

٢
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به طوري که

Φ = (ϕ١, · · · , ϕQ)
T ∈ RQ,

u = (u(xi) : i ∈ I(x))T ∈ R|I(x)|,

P =
[
p(x١),p(x٢), · · · ,p(xn)

]T
W =


w١(x) ٠ · · · ٠

٠ w٢(x) · · · ٠
... ... . . . ...

٠ ٠ · · · wn(x)


n×n

.

بهينه ي جواب مربعات، کم ترين بهينه سازي نظريه ي از استفاده با اکنون .p(x) = [p١(x), p٢(x), . . . , pQ(x)]
T اين جا در که

نرمال معادله ي در Φ⋆

AΦ⋆ = Bu (٢. ١٣)

تقريب در مهمي نقش داراي و است Q × Q مرتبه ي از A ماتريس .B = P TW و A = P TWP آن در که مي کند صدق
فرض يعني باشد، چنين کنيد فرض بود. خواهد يکتا بهينه جواب آن گاه باشد Q برابر A ستوني) (يا سطري رتبه ي اگر است. GMLS
(٢. ١٠) از ψ⋆(φ) تقريبي جواب بهترين صورت اين در کند. صدق يکتا حل کنندگي -P شرط در x = {xi}ni=١ نقاط مجموعه  کنيد

بود: خواهد زير به صورت
ψ⋆(φ) = WP T (PWP T )φ(p)

درايه هاي آوردن به دست براي است. φi(pk) داريه هاي با ماتريس يک Pn×Q wiو وزني درايه هاي با قطري ماتريس Wيک آن در که
وزن توابع کرد. اســتفاده گاوســي وزن تابع همچنين و نمايي وزن تابع اســـپلاين ها، نظير متفاوتي وزن توابع از Wمي توان وزني ماتريس
وزن تابع از مقاله اين در شوند. ساخته دل خواه همواري مرتبه هر با مي توانند توابع اين هستند. بسياري اهميت داراي همواري مرتبه ازنظر

است: شده استفاده مي شود، تعريف زير فرم به که گاوسي

W (x− xi) =


exp [−(r/c)٢]− exp [−(δ/c)٢]

١ − exp [−(δ/c)٢]
, ٠ ≤ r ≤ δ

٠, اين صورت غير در
. (١۴ .٢)

مي شود. شيب دارتر قله ي با تابعي به منجر c کوچک تر مقادير مي کند. کنترل را وزن تابع شکل و است ثابت عددي c پارامتر تابع اين در
و نيست دست در عدد اين براي بهينه اي مقدار است. مؤثر روش پايداري در اما مي دهد، نشان کم اثر ثابتي پارامتر اين اول نگاه در اگر چه

شود. گرفته نظر در آن براي مناسبي آزمايشي مقدار مسئله نوع به بسته که است اين بر سعي همواره

GMLS تقريب خطاي آناليز ٢. ١
که W : [٠,∞) −→ [٠,∞) پيوسته ي تابع تقريب، تابع وزن هاي دقيق تر بررسي براي

W (r) > ٠, ٠ ≤ r < ١,
W (r) = ٠, r ⩾ ١,

و انتخاب را

Wd(x− y) = W

(
∥x− y∥٢

d

)
, (١۵ .٢)

انديس مجموعه اکنون مي گيريم. در نظر وزن تابع به عنوان d > ٠ با را

I(x) := {i : ١ ≤ i ≤ n,w(x,xi) > ٠}

را يافته تعميم پايدار چندجمله اي موضعي توليد باز دستگاه يک بايد هم گرايي نرخ يافتن براي . P = PN
m مي کنيم فرض و کرده تعريف را

کرد. خواهيم ارائه GMLS روش خطاي براي کراني سپس و کنيم تعريف
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sα,i : Ω −→ به صورت توابع از خانواده اي X = {x}ni=١ ⊂ Ω يکتاحل کننده ي -PN
m مجموعه ي هر براي بتوان اگر .٢. ٣ تعريف

تقريبِ و کند صدق |α| ≤ m ويژگي در α انديسه چند به طوري که يافت R

φx,α(u) ≈
n∑

i=١

sα,i(x)u(xi) (١۶ .٢)

وجود Ω ناحيه روي m درجه از تعميم يافته پايدار چندجمله اي موضعي بازتوليد يک گوييم آن گاه باشد، موجود u ∈ Cm(Ω) تابع براي
روابط به طوري که باشند موجود C٢ و C١ ،h٠ مثبت ثابت هاي اگر دارد

١)
n∑

i=١

sα,i(x)p(xi) = φx,α(p), ∀p ∈ PN
m,

٢)
n∑

i=١

|sα,i(x)| ≤ C١h
−|α|
X,Ω , ∀x ∈ Ω,

٣)sα,i(x) = ٠ اگر ∥x− xi∥٢ > C٢hX,Ω,

باشند[١٢]. برقرار hX,Ω ≤ h٠ ويژگي با X هر و |α| ≤ m هر براي
رابطه به توجه با باشد.

⋃
x∈ΩB(x, C٢h٠) مجموعه بستار Ω⋆ و کران دار مجموعه يک Ω ⊆ RN کنيد فرض [١٢] .۴ .٢ قضيه

داشت: خواهيم (١۶ .٢)

φ̂x,α(u) =
n∑

i=١

sα,i(x)u(xi),

براي آن گاه ،u ∈ Cm+١(Ω⋆) اگر است. Ω ناحيه mروي درجه از تعميم يافته پايدار چندجمله اي موضعي بازتوليد يک {sα,i}ni=١ که
به طوري که است موجود C ثابت ،hX,Ω ≤ h٠ ويژگي با ها X −φ̂x,α(u)∣∣∣تمامي φx,α(u)
∣∣∣ ≤ Ch

m+١−|α|
X,Ω |u|Cm+١(Ω⋆). (٢. ١٧)

شود. مراجعه [١٢] به اثبات براي اثبات.

DMLPG روش پياده سازي و فيشر معادله موضعي ضعيف فرم ٣
نظر در Γ مرز و Ω دامنه ي در را X = {x١, x٢, · · · , xn} به صورت پراکنده نقاط از مجموعه اي DMLPG روش  پياده سازي براي
فضاي در زير دامنه ها اين مي کنيم. انتخاب Ωx ⊂ Ω = Ω ∪ Γ کوچک زيردامنه ي يک xk نقطه هر همسايگي در سپس مي گيريم.
انتگرال گيري با و v تست تابع در (١. ١) فيشر معادله ي طرفين ضرب با اکنون مي شوند. گرفته نظر در مستطيل يا و دايره به صورت بعدي دو

مي آيد: بدست زير به صورت فيشر معادله ي موضعي ضعيف فرم ،Ωx دامنه ي زير ∫روي
Ωx

(
∂u

∂t
− λ∇٢u− µF (u)

)
vdΩ = ٠, (٣. ١)

داريم: انتگرال  بودن خطي خاصيت و ديورژانس قضيه از استفاده با .F (u) = u(١ − u) اين جا در ∫که
Ωx

utvdΩ = λ

∫
∂Ωx

∂u

∂n
vdΓ− λ

∫
Ωx

∇u · ∇vdΩ + µ

∫
Ωx

F (u)vdΩ. (٣. ٢)

مي شوند: زده تقريب زير به صورت GMLS روش از استفاده با (٣. ٢) موضعي ضعيف فرم در انتگرال ها تمامي

φ١,k(u) :=

∫
Ωx

uvdΩ ≈ φ̂١,k(u) =
n∑

i=١

ψ١,i(xk)u(xi), (٣. ٣)

φ٢,k(u) :=

∫
∂Ωx

∂u

∂n
vdΓ ≈ φ̂٢,k(u) =

n∑
i=١

ψ٢,i(xk)u(xi), (۴ .٣)

φ٣,k(u) :=

∫
Ωx

∇u · ∇vdΩ ≈ φ̂٣,k(u) =
n∑

i=١

ψ٣,i(xk)u(xi). (۵ .٣)
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استفاده مي شود تعريف زير به صورت که کرانک-نيکلسون تقريب از مکاني، و زماني متغيرهاي به مربوط مشتقات گسسته سازي براي اکنون
مي کنيم:

u
k+ ١

٢
t ≃ u(k+١) − u(k)

dt
, uk+

١
٢ ≃ u(k+١) + u(k)

٢
. (۶ .٣)

مي شود: حاصل زير به صورت (٣. ٢) معادله ماتريسي فرم )بنابراين
٢A(١) − λdtB

)
u(k+١) =

(
٢A(١) + λdtB

)
u(k) + ٢µdtF (t), (٣. ٧)

،A(ℓ), ℓ = ١, ٢, ٣ ماتريس هاي سطر k-امين .B = A٢ + A٣ و راست سمت تابع انتگرال F (t) زمان، گام dt آن در که
است: زير به صورت

a
(ℓ)
k,: = WP T (PWP T )−١φℓ,k(p) (٣. ٨)

آن در که

φ١,k(p) =
[ ∫

Ωx

p١vdΩ,

∫
Ωx

p٢vdΩ, · · · ,
∫
Ωx

pQvdΩ
]T
, (٣. ٩)

φ٢,k(p) =
[ ∫

∂Ωx

∂p١

∂n
vdΓ,

∫
∂Ωx

∂p٢

∂n
vdΓ, · · · ,

∫
∂Ωx

∂pQ
∂n

vdΓ
]T
, (٣. ١٠)

φ٣,k(p) =
[ ∫

Ωx

∇p١ · ∇vdΩ,
∫
Ωx

∇p٢ · ∇vdΩ, · · · ,
∫
Ωx

∇pQ · ∇vdΩ
]T
. (٣. ١١)

DMLPG روش هاي انواع ۴
انتخاب يکديگر از متفاوت را تست توابع فضاي و آزمون فضاي مي توان که است اين DMLPG روش هاي در اساسي و مهم مسائل از يکي
GMLS تقريب از DMLPG روش در معمولاً که گرفت نظر در آزمون نقاط اساس بر را مختلفي تقريب توابع مي توان همچنين کرد.

کرد: دسته بندي زير به صورت را DMLPGروش هاي انواع مي توان متفاوت تست توابع انتخاب با مي شود. استفاده تقريب توابع به عنوان

. GMLS تقريب در موجود وزن توابع (١

ديراک. دلتاي تابع (٢

گسسته. مربعات کم ترين از استفاده با ديفرانسيل معادله ي در خطا تابع (٣

ديفرانسيل. معادلات شده ي اصلاح پايه اي جواب (۴

چهارم. مرتبه ي از معادلات براي خطي توابع و دوم مرتبه ي از معادلات براي هويسايد) توابع (مانند ثابت توابع (۵

تست. تابع عنوان به آزمون تابع (۶

مي پردازيم. فوق روش هاي انواع از مختصري بيان به ذيل در شود. مراجعه [٢] مقاله به DMLPG روش هاي از ديگري انواع از اطلاع براي

۶/۵/١DMLPG روش هاي ١ .۴
صفر ∂Ωx ∩Γ روي که Ωx دامنه زير روي پيوسته تابع هر روش ها اين در است. (٣. ٢) موضعي ضعيف فرم بر مبتني ١DMLPG روش

گرفت: نظر در زير به صورت را تست تابع مي توان مثال عنوان به شود. انتخاب تست تابع به عنوان مي تواند شود،

v = v(x;xk) = W
(∥x− xk∥٢

r٠

)



۵٨٧ -۵۶٧ صفحه ،۴ شماره ،١٢ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / شکري علي و بهمني عرفان ۵٧۴

مي شود. گرفته نظر در r٠ شعاع با مذکور وزن تابع ، Ωx موضعي دامنه ي در و بوده d شعاع با GMLS تقريب وزن تابع W به طوري که
بردار اين صورت در است. شده استفاده تست تابع عنوان به (١۴ .٢) گاوسي وزن تابع از ١DMLPG روش پياده سازي براي مقاله اين در

بود. خواهد صفر برابر (٣. ١٠)
مرتبه ي جزئي مشتقات با معادلات در ثابت توابع از روش ها اين در معمولاً است. (٣. ٢) موضعي ضعيف فرم بر مبتني نيز ۵DMLPG روش
هويسايد تابع از مي توان مثال به عنوان مي شود. استفاده تست توابع عنوان به چهارم مرتبه ي جزئي مشتقات با معادلات در خطي توابع از و دوم

فرم به

H(x) =

{
١, x ∈ Ωx

٠, x /∈ Ωx

(١ .۴)

بود. خواهد صفر برابر (٣. ١١) بردار اين صورت در کرد. استفاده دوم مرتبه ي جزئي مشتقات با معادلات در تست تابع به عنوان
موضعي ضعيف فرم پايه بر نيز روش ها اين مي شوند. انتخاب يکسان فضاي از تست توابع و آزمون نقاط در تقريب توابع ۶DMLPG روش در
که است واضح و گالرکين اند روش هاي نوع از ۶DMLPG روش هاي پس است يکسان تقريب توابع و تست توابع که آن جا از است. (٣. ٢)
روش ها اين در عددي انتگرال هاي محاسبه ي به وضوح باشند. آزمون فضاي در نقاط تعريف دامنه هاي براساس بايستي موضعي دامنه هاي زير
[٣] به ۶DMLPG روش هاي در راست سمت بردار و ضرايب ماتريس به دست آوردن نحوه ي به راجع اطلاع براي است. دشوارتر بسيار

شود. مراجعه

٣/٢DMLPG روش هاي ٢ .۴

در يعني شود؛ انتخاب v تست تابع به عنوان مي تواند ٢DMLPG روش در (٣. ١) رابطه ي در Ωx موضعي دامنه ي زير در ديراک دلتاي تابع
ناديده و حذف براي مناسب روش يک ٢DMLPG روش  دارد. وجود مرزي شرايط تمامي و PDE قوي شکل از مجموعه اي روش ها اين
روش اين اما است. DMLPG روش هاي تمامي بين در آسان و شبکه بندي بدون روش يک دليل بدين است. عددي انتگرال هاي  گرفتن
روش ٢DMLPG روش به اوقات گاهي مي يابد. کاهش مشتق مرتبه ي با هم گرايي مرتبه ي بنابراين و است بالاتر مراتب مشتق نيازمند

.[١٢] مي شود گفته مستقيم متحرک مربعات کم ترين مجموعه ي
موضعي دامنه زير هر در تست تابع به عنوان را (٣. ١) موضعي ضعيف فرم در تقريب توابع اعمال از آمده به وجود خطاي تابع ٣DMLPG روش
تست توابع و تقريب توابع ازاين رو، کرد. استفاده تست تابع به عنوان گسسته مربعات کم ترين از مي توان روش اين در همچنين مي گيرد. نظر در
است. شده آورده [٣] در ٣DMLPG روش در راست سمت بردار و ضرايب ماتريس به دست آوردن نحوه ي مي شوند. انتخاب يکسان فضاي از

۴DMLPG روش ٣ .۴

مي کند. استفاده تست تابع عنوان به فضايي بيضوي معادله ي يک اساسي جواب از و بوده (٣. ٢) موضعي ضعيف فرم پايه ي بر روش اين
مي شود: استفاده زير به فرم بعدي دو لاپلاس عملگر از منظور بدين مي شود. پياده سازي بعدي دو مسائل براي روش اين که است لازم به ذکر

v(x; y) =
١

٢π
ln
r٠

r
, r = ∥x− y∥٢,

روش اين در مي کند. ميل صفر سمت به r = r٠ براي اساسي جواب و بوده ∆v(x; y) + δ(r) = ٠ پواسون معادله ي با مطابق که
فرم در موجود انتگرال هاي تمامي تست توابع ساختار به توجه با ديگر سوي از نيست. ضرايب ماتريس توليد در شکل توابع مشتقات به نيازي

است. انتگرال ها حل براي خاص روش هاي از کردن استفاده مستلزم موضوع اين که بوده تکين موضعي ضعيف
اين پياده سازي زيرا شده اند. واقع پژوهشگران توجه مورد روش ها ساير از بيشتر ۵DMLPG و ١DMLPG روش هاي محاسباتي نظر از
١DMLPG روش دو از حاصل عددي نتايج ما مقاله، اين در بنابراين است. روش ها ساير از ساده تر تست توابع انتخاب نوع به توجه با روش ها

مي دهيم. گزارش بعد بخش هاي در و آورده به دست را بعدي دو فيشر معادله براي را ۵DMLPG و

زماني طرح براي پايداري آناليز ۵

مي کنيم. اثبات و بيان را زير قضيه منظور بدين مي پردازيم. گسسته سازي شده زماني طرح پايداري آناليز بررسي به بخش اين در
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به طوري که باشد (١. ١) معادله ي تقريبي جواب û ∈ H٢
٠ (Ω) کنيد فرض .١ .۵ قضيه

H٢
٠ (Ω) = {u ∈ L٢(Ω), Dαu ∈ L٢(Ω) ∀|α| ≤ ٢}.

گسسته نيمه زماني طرح اين صورت در

û
k+ ١

٢
t − λ∇٢ûk+

١
٢ = µF k+ ١

٢ (١ .۵)

است. پايدار نامشروط به صورت

مي نويسيم: زير به صورت را معادله ي(۵. ١) ضعيف فرم ديورژانس، قضيه از استفاده با گام، اولين در )اثبات.
û
k+ ١

٢
t , v

)
+ λ

(
∇ûk+

١
٢ ,∇v

)
= µ

(
F k+ ١

٢ , ϑ
)
. (٢ .۵)

داشت: خواهيم ،v = dtûk+
١
٢ دادن قرار با

dt
(
û
k+ ١

٢
t , ûk+

١
٢

)
+ λdt

(
∇ûk+

١
٢ ,∇ûk+

١
٢

)
= µdt

(
F k+ ١

٢ , ûk+
١
٢

)
. (٣ .۵)

مي گيريم: نظر در زير به صورت (٣ .۵) معادله ي براي را K − ١ تا ٠ از k براي مجموعي دوم، گام در

dt
K−١∑
k=٠

(
û
k+ ١

٢
t , ûk+

١
٢

)
+ λdt

K−١∑
k=٠

(
∇ûk+

١
٢ ,∇ûk+

١
٢

)
= µdt

K−١∑
k=٠

(
F k+ ١

٢ , ûk+
١
٢

)
. (۴ .۵)

يعني نوشت. ساده تر فرم به را (۴ .۵) معادله ي از جمله اولين مي توان ،û تقريبي جواب براي حال

dt
K−١∑
k=٠

(
ûk+١ − ûk

dt
,
ûk+١ + ûk

٢

)
=

١
٢

K−١∑
k=٠

(
ûk+١ − ûk, ûk+١ + ûk

)
=

١
٢

K−١∑
k=٠

[
∥ûk+٢∥١

L٢(Ω) − ∥ûk∥٢
L٢(Ω)

]
=

١
٢

[
∥ûK∥٢

L٢(Ω) − ∥û٢∥٠
L٢(Ω)

]
. (۵ .۵)

نوشت: زير به صورت را (۴ .۵) معادله ي مي توان اکنون

١
٢

[
∥ûK∥٢

L٢(Ω) − ∥û٢∥٠
L٢(Ω)

]
+ λdt

K−١∑
k=٠

∥ûk+
١
٢∥٢

L٢(Ω) = µdt

K−١∑
k=٠

(
F k+ ١

٢ , ûk+
١
٢

)
. (۶ .۵)

بود: خواهد زير به صورت (۶ .۵) رابطه بنابراين

١
٢

[
∥ûK∥٢

L٢(Ω) − ∥û٢∥٠
L٢(Ω)

]
+ λdt

K−١∑
k=٠

∥ûk+
١
٢∥٢

L٢(Ω) = µdt

K−١∑
k=٠

(
F k+ ١

٢ , ûk+
١
٢

)
≤ µdt

٢

K−١∑
k=٠

∥F k+ ١
٢∥٢

L٢(Ω) +
µdt

٢

K−١∑
k=٠

∥ûk+
١
٢∥٢

L٢(Ω) (٧ .۵)

داريم: حال

∥ûK∥٢
L٢(Ω) ≤ ∥û٢∥٠

L٢(Ω) + µdt
K−١∑
k=٠

∥F k+ ١
٢∥٢

L٢(Ω) + (µ− ٢λ)dt
K−١∑
k=٠

∥ûk+
١
٢∥٢

L٢(Ω) (٨ .۵)
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داشت: خواهيم K = k براي

∥ûk∥٢
L٢(Ω) ≤ ∥û٢∥٠

L٢(Ω) + µdt
k−١∑
n=٠

∥F n+ ١
٢∥٢

L٢(Ω) + C̃
k−١∑
n=٠

∥un+
١
٢∥٢

L٢(Ω),

≤ ∥û٢∥٠
L٢(Ω) + µdt

k−١∑
n=٠

∥F n+ ١
٢∥٢

L٢(Ω) +
C̃

٢

k−١∑
n=٠

(
∥ûn+

١
٢∥٢ + ∥ûn∥٢

)
≤ ∥û٢∥٠

L٢(Ω) + µdt

k−١∑
n=٠

∥F n+ ١
٢∥٢

L٢(Ω) + C̃

k∑
n=٠

∥ûn∥٢, (٩ .۵)

.C̃ = (µ− ٢λ)dt به طوري که
داشت: خواهيم [١۴] گرانوال لم از استفاده و (٩ .۵) معادله ساده سازي با اکنون

∥ûk∥٢
L٢(Ω) ≤

[
∥û٠∥L٢(Ω) + kµdt max

٠≤n≤k
∥F n+ ١

٢∥٢
L٢(Ω)

]
exp(C̃)

≤
[
∥û٠∥L٢(Ω) + ٢µT max

٠≤n≤k
∥F n+ ١

٢∥٢
L٢(Ω)

]
exp(C̃)

≤ C∥û٢∥٠
L٢(Ω). (١٠ .۵)

عددي نتايج ۶
خواهد گزارش بعدي دو فيشر خطي غير معادله روي بر ۵DMLPG و ١DMLPG روش دو پياده سازي از حاصل عددي نتايج بخش اين در
حافظه ٨ GB با Core i۵ ٣٫١ GHz مشخصات با کامپيوتري روي و شده نوشته Matlab نرم افزار از استفاده با برنامه ها تمامي شد.

عددي هم گرايي نرخ و شده گزارش L٢ دو نرم و L∞ بينهايت نرم دو از استفاده با عددي نتايج خطاي است. شده اجرا RAM

C− order =
log

(
L∞(∆١)
L∞(∆٢)

)
log

(
∆١
∆٢

) ,

پي براي همچنين است. مختلف مکاني يا و زماني گام هاي براي خطا حداکثر مقدار L∞(∆٢) و L∞(∆١) که است شده گزارش نيز
است. شده مقايسه [١٣] در موجک روش براي گزارش شده نتايج با به دست آمده نتايج تمامي DMLPG روش هاي دقت و کارايي به بردن

١ مثال ١ .۶
است: شده گرفته نظر در زير فرم به نامنظم) ناحيه دو و منظم ناحيه (دو متفاوت ناحيه چهار عددي، مثال اولين براي

Ωi = {(x, y) ∈ R٢ : ٠ ⩽ x, y ⩽ L}, i = ١, ٢
Ωi = {(x, y) ∈ R٢ : x = ri cos(α), y = ri sin(α)}, i = ٣, ۴,

Ωi مرز روي بر و داخل در نقاط توزيع .r٣ = r۴ =

(
cos(۴α) +

√
١٨
۵

− sin٢(۴α)
)١/٣

و ٠ ⩽ α ⩽ ٢π به طوري که
مي گيريم: نظر در زير تحليلي جواب و λ = µ = ١ با را (١. ١) بعدي دو فيشر خطي غير معادله حال است. شده داده نشان ١ شکل در ها

u(x, y, t) =

[
١ + exp

(
((x− y)/

√
٢)− (۵/

√
۶)t√

۶

)]−٢

, (x, y) ∈ Ω (١ .۶)

مي گيريم. نظر در را مختلف حالت ۴ مثال اين براي است. محاسبه قابل تحليلي جواب از به راحتي مرزي شرايط و اوليه شرايط به طوري که
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.١ مثال براي Ωi مختلف دامنه هاي در نامنظم و منظم نقاط توزيع :١ شکل

Ω١ منظم دامنه در منظم نقاط توزيع اول: حالت
ثانيه) (به اجراي زمان و خطا نرم دو خطا، حداکثر ١ جدول است. شده گرفته نظر در منظم به صورت Ω١ دامنه در نقاط توزيع حالت، اين در
۴١ × ۴١ منظم نقاط تعداد با dt = ٠٫٠١ زماني گام با متفاوت زمان هاي در را ۵DMLPG و ١DMLPG روش هاي از يک هر
مسائل حل براي مناسبي دقت از ۵DMLPG و ١DMLPG روش هاي که مي کند بيان جدول اين در گزارش شده نتايج مي دهد. نشان
١DMLPG روش به نسبت ۵DMLPG روش بالاتر زمان هاي در که کرد مشاهده مي توان همچنين، برخوردارند. منظم نقاط توزيع با
از متفاوتي تعداد و متفاوت زماني گام هاي براي عددي همگرايي مرتبه ي و خطا نرم دو خطا، حداکثر نشان دهنده ي ٢ جدول است. سريع تر
DMLPG روش دو هر محاسباتي خطاي زماني گام شدن کوچک تر و دامنه در توزيع شده نقاط تعداد شدن زياد با حالت اين در است. نقاط

است. شده رسم ٢ شکل در مطلق خطاي نمودار همچنين و عددي جواب و تحليلي جواب نمودار اين، علاوه بر مي يابد. کاهش

Ω٢ منظم دامنه در نقاط پراکنده توزيع دوم: حالت
و (ثانيه) اجرا زمان خطا، دو نرم خطاها، حداکثر ۴ و ٣ جداول مي گيريم. نظر در Ω٢ منظم دامنه در را نقاط از پراکنده اي توزيع حالت اين در
مي کند بيان جداول اين در گزارش شده نتايج مي دهند. نشان متفاوت شرايط با ۵DMLPG و ١DMLPG روش هاي براي را همگرايي مرتبه
جواب تحليلي، جواب نمودار ٣ شکل همچنين برخوردارند. پراکنده نقاط توزيع با مسائل حل براي مناسبي دقت از DMLPG روش هاي که
N = ١۶٨١ و dt = ٠٫٠١ زماني گام با t = ۴ زمان در ١DMLPG روش از استفاده با را مطلق خطاي نمودار همچنين و عددي

مي دهد. نشان

Ω٣ نامنظم ناحيه در منظم نقاط توزيع سوم: حالت
که است نامنظم نواحي روي بر روش ها اين پياده سازي DMLPG مانند شبکه بندي بدون روش هاي اصلي ويژگي مي دانيم که همان طور
١٢۶ و داخلي نقطه ٩۵٩ (شامل منظم نقطه ١٠٧۵ توزيع با را Ω٣ نامنظم ناحيه ما حالت، اين در رو اين از است. سخت آن ها شبکه بندي
١DMLPG روش هاي براي را همگرايي مرتبه و (ثانيه) اجرا زمان خطا، دو نرم خطاها، حداکثر ۶ و ۵ جداول مي گيريم. نظر در مرزي) نقطه
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ثابت زماني گام با مختلف زمان هاي موجک[١٣]در و ۵DMLPG روش هاي براي اجرا زمان و خطا دو نرم خطا، حداکثر :١ جدول
.Ω١ در ۴١ × ۴١ منظم نقاط تعداد و dt = ١/٢۵

Wavllet collocation method [١٣] ۵DMLPG
اجرا زمان L∞ اجرا زمان L∞ t

۵٫٢٢ ٣٫٣٩ × ١٠−۴ ۵٫٨١ ٢٫٢٣ × ١٠−۴ ١
١۴٫٢۶ ٧٫۶٢ × ١٠−۴ ۴٫٢۵ ۴٫٠٩ × ١٠−۴ ٣
٢٣٫٢٩ ١٫١٨ × ٣−١٠ ۵٫٧۴ ١٫٣٣ × ١٠−۴ ۵
٣٢٫٧۴ ٧٫۶۴ × ٣−١٠ ۵٫۶١ ٢٫٧٨ × ١٠−۵ ٧
۴١٫۴٨ ۴٫٧٧ × ٢−١٠ ٨٫٨۵ ٧٫٢٧ × ١٠−۶ ٩

زماني گام هاي با t = ١ زمان در ۵DMLPG و ١DMLPG روش هاي براي همگرايي مرتبه و خطا دو نرم خطا، حداکثر :٢ جدول
.Ω١ در نقاط متفاوت تعداد و متفاوت

۵DMLPG ١DMLPG
C-order L٢ L∞ C-order L٢ L∞ N dt

− ۶٫٠۶ × ١٠−۴ ٢٫٣۶ × ١٠−۴ − ۶٫۴۵ × ١٠−۴ ٢٫٧٠ × ١٠−۴ ٣۶ ٠٫٠١
١٫٨١ ۴٫٠٨ × ١٠−۴ ٩٫٨٨ × ١٠−۴ ١٫٢۵ ۶٫٧٧ × ١٠−۴ ١٫۴٨ × ١٠−۴ ١٢١ ٠٫٠١/٢
١٫٢۴ ۵٫٢٨ × ١٠−۴ ۶٫٣٢ × ١٠−۵ ١٫٣۶ ٧٫٠٢ × ١٠−۴ ٧٫۶٩ × ١٠−۵ ۴۴١ ٠٫٠١/۴
١٫٢٠ ۶٫٢٢ × ١٠−۴ ٣٫۵۴ × ١٠−۵ ١٫۴١ ٧٫١۵ × ١٠−۴ ٣٫٩٠ × ١٠−۵ ١۶٨١ ٠٫٠١/٨

ثابت زماني گام با متفاوت زمان هاي در ۵DMLPG و ١DMLPG روش هاي براي اجرا زمان و خطا دو نرم خطا، حداکثر :٣ جدول
.Ω٢ در ۴١ × ۴١ منظم نقاط تعداد و dt = ٠٫٠١

۵DMLPG ١DMLPG
اجرا زمان L٢ L∞ اجرا زمان L٢ L∞ t

۴٫٩٠ ۵٫٨٨ × ٣−١٠ ٣٫١٢ × ١٠−۴ ۵٫۵٢ ۵٫٩٨ × ٣−١٠ ٣٫١۶ × ١٠−۴ t = ١
۶٫۴٠ ٣٫٠٣ × ٣−١٠ ١٫۴۶ × ١٠−۴ ۶٫٣٩ ٢٫٩۶ × ٣−١٠ ١٫۴٣ × ١٠−۴ t = ٢
٧٫٧١ ۶٫٢٨ × ٣−١٠ ٢٫۶١ × ١٠−۴ ٧٫٩٧ ۶٫٢۶ × ٣−١٠ ٢٫۶٠ × ١٠−۴ t = ٣
٩٫٠٠ ٢٫١١ × ٣−١٠ ۴٫٨٨ × ٣−١٠ ٨٫٨۵ ۴٫٩١ × ٣−١٠ ٢٫١٢ × ١٠−۴ t = ۴

زماني گام هاي با t = ١ زمان در ۵DMLPG و ١DMLPG روش هاي براي همگرايي مرتبه و خطا دو نرم خطا، حداکثر :۴ جدول
.Ω٢ در نقاط متفاوت تعداد و متفاوت

۵DMLPG ١DMLPG
C-order L٢ L∞ C-order L٢ L∞ N dt

− ٧٫۵۵ × ١٠−۴ ٣٫۵٣ × ١٠−۴ − ٧٫٢١ × ١٠−۴ ٣٫٣٢ × ١٠−۴ ٣۶ ٠٫٠١
٢٫۶٠ ۴٫۴١ × ١٠−۴ ١٫٠٠ × ١٠−۴ ١٫۶۶ ٧٫۴۵ × ١٠−۴ ١٫۴٩ × ١٠−۴ ١٢١ ٠٫٠١/٢
٠٫٩٨ ۵٫۵۴ × ١٠−۴ ۶٫٢٨ × ١٠−۵ ١٫٣٧ ٧٫٣٨ × ١٠−۴ ٧٫٧٠ × ١٠−۵ ۴۴١ ٠٫٠١/۴
١٫١٩ ۶٫٣٨ × ١٠−۴ ٣٫۵۴ × ١٠−۵ ١٫۴١ ٧٫٣۴ × ١٠−۴ ٣٫٩٠ × ١٠−۵ ١۶٨١ ٠٫٠١/٨



۵٧٩ شبکه بدون روش يک با ژنتيکي جوامع رشد نسبت بررسي

در منظم نقطه N = ١۶٨١ و dt = ٠٫٠١ با ١ مثال از اول حالت براي مطلق خطاي و عددي جواب تحليلي، جواب نموار :٢ شکل
.t = ۴ نهايي زمان

در منظم نقطه N = ١۶٨١ و dt = ٠٫٠١ با ١ مثال از دوم حالت براي مطلق خطاي و عددي جواب تحليلي، جواب نموار :٣ شکل
.t = ۴ نهايي زمان

براي مناسبي دقت از DMLPG روش که مي کند بيان جداول اين در گزارش شده نتايج مي دهند. نشان متفاوت شرايط با ۵DMLPG و
براي را مطلق خطاي و عددي جواب تحليلي، جواب نمودار ۴ شکل است. برخوردار نامنظم نواحي در يکنواخت نقاط توزيع با مسائل حل
برد. پي نامنظم نواحي در DMLPG روش بالاي دقت به مي توان شکل اين مشاهده با مي دهد. نشان t = ۴ زمان در ١DMLPG روش

است. ١DMLPG روش مشابه نيز ۵DMLPG روش از حاصل نتايج که شويم متذکر بايستي

Ω۴ نامنظم ناحيه در پراکنده نقاط توزيع چهارم: حالت

و ٧ جداول است. شده گرفته نظر در مرزي) نقطه ١٢۶ و داخلي نقطه ٩٨٢ (شامل نامنظم توزيع با پراکنده نقطه ١١٠٨ حالت اين در
نشان متفاوت شرايط با ۵DMLPG و ١DMLPG روش هاي براي را همگرايي مرتبه و (ثانيه) اجرا زمان خطا، دو نرم خطاها، حداکثر ٨
در پراکنده نقاط توزيع با مسائل حل براي مناسبي دقت از DMLPG روش هاي که مي کند بيان جداول اين در گزارش شده نتايج مي دهند.
t = ۴ زمان در ١DMLPG روش با را u تابع مطلق خطاي و عددي جواب تحليلي، جواب نمودار ۵ شکل برخوردارند. نامنظم نواحي
نامنظم نقاط توزيع با نامنظم نواحي براي ١DMLPG روش بالاي دقت و توانايي نشان دهنده شکل اين در شده گزارش نتايج مي دهد. نشان

است. ١DMLPG روش مشابه نيز ۵DMLPG روش از حاصل نتايج که شويم متذکر بايستي است.
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ثابت زماني گام با متفاوت زمان هاي در ۵DMLPG و ١DMLPG روش هاي براي اجرا زمان و خطا دو نرم خطا، حداکثر :۵ جدول
.Ω٣ در ١٠٧۵ نامنظم نقاط تعداد و dt = ٠٫٠١

۵DMLPG ١DMLPG
اجرا زمان L٢ L∞ اجرا زمان L٢ L∞ t

٢٫٨٣ ٩٫١٧ × ١٠−۴ ۶٫٠٣ × ١٠−۵ ٢٫٨۵ ٩٫٣٣ × ١٠−۴ ۶٫١٢ × ١٠−۵ t = ١
٣٫۵۶ ١٫۶٢ × ٣−١٠ ٩٫٢١ × ١٠−۵ ٣٫٧٣ ١٫۶١ × ٣−١٠ ٩٫١۶ × ١٠−۵ t = ٢
۴٫٣٩ ١٫٨٧ × ٣−١٠ ١٫٠۶ × ١٠−۴ ۴٫٠٨ ١٫٨٧ × ٣−١٠ ١٫٠۶ × ١٠−۴ t = ٣
۵٫١٢ ١٫١٨ × ٣−١٠ ۶٫٧٩ × ١٠−۵ ۴٫٧٧ ١٫١٩ × ٣−١٠ ۶٫٨٢ × ١٠−۵ t = ۴

زماني گام هاي با t = ١ زمان در ۵DMLPG و ١DMLPG روش هاي براي همگرايي مرتبه و خطا دو نرم خطا، حداکثر :۶ جدول
.Ω٣ در يکنواخت نقطه ١٠٧۵ و متفاوت

۵DMLPG ١DMLPG
C-order L٢ L∞ C-order L٢ L∞ dt

− ٩٫١٧ × ١٠−۴ ۶٫٠٣ × ١٠−۵ − ٩٫٣٣ × ١٠−۴ ۶٫١٢ × ١٠−۵ ٠٫٠١
١٫۴٨ ۴٫۴٧ × ١٠−۴ ٢٫٩۵ × ١٠−۵ ١٫۴۵ ۴٫۶۴ × ١٠−۴ ٣٫٠۴ × ١٠−۵ ٠٫٠١/٢
١٫۵٢ ٢٫١۴ × ١٠−۴ ١٫۴٢ × ١٠−۵ ١٫۴۵ ٢٫٣٠ × ١٠−۴ ١٫۵١ × ١٠−۵ ٠٫٠١/۴
١٫۶٠ ٩٫٧٨ × ١٠−۵ ۶٫۵۶ × ١٠−۶ ١٫۴۶ ١٫١۴ × ١٠−۴ ٧٫۵٠ × ١٠−۶ ٠٫٠١/٨

ثابت زماني گام با متفاوت زمان هاي در ۵DMLPG و ١DMLPG روش هاي براي اجرا زمان و خطا دو نرم خطا، حداکثر :٧ جدول
.Ω۴ در ١١٠٨ نامنظم نقاط تعداد و dt = ٠٫٠١

۵DMLPG ١DMLPG
اجرا زمان L٢ L∞ اجرا زمان L٢ L∞ t

٣٫٨۴ ٩٫٣٢ × ١٠−۴ ۶٫٠٣ × ١٠−۵ ٢٫٩۵ ٩٫۴٩ × ١٠−۴ ۶٫١٣ × ١٠−۵ t = ١
٣٫۵۴ ١٫۶۵ × ٣−١٠ ٩٫٢٠ × ١٠−۵ ٣٫۴٧ ١٫۶۴ × ٣−١٠ ٩٫١۶ × ١٠−۵ t = ٢
۴٫١٩ ١٫٩٠ × ٣−١٠ ١٫٠۶ × ١٠−۴ ٣٫٩٩ ١٫٩٠ × ٣−١٠ ١٫٠۶ × ١٠−۴ t = ٣
۴٫٨٣ ١٫٢٠ × ٣−١٠ ۶٫٧٩ × ١٠−۵ ۴٫٨۵ ١٫٢١ × ٣−١٠ ۶٫٨١ × ١٠−۵ t = ۴

زماني گام هاي با t = ١ زمان در ۵DMLPG و ١DMLPG روش هاي براي همگرايي مرتبه و خطا دو نرم خطا، حداکثر :٨ جدول
.Ω۴ در پراکنده ١١٠٨نقطه و متفاوت

۵DMLPG ١DMLPG
C-order L٢ L∞ C-order L٢ L∞ dt

− ٩٫٣٢ × ١٠−۴ ۶٫٠٣ × ١٠−۵ − ٩٫۴٩ × ١٠−۴ ۶٫١٣ × ١٠−۵ ٠٫٠١
١٫۴٨ ۴٫۵۵ × ١٠−۴ ٢٫٩۵ × ١٠−۵ ١٫۴۵ ۴٫٧١ × ١٠−۴ ٣٫٠۵ × ١٠−۵ ٠٫٠١/٢
١٫۵٢ ٢٫١٧ × ١٠−۴ ١٫۴٢ × ١٠−۵ ١٫۴۵ ٢٫٣۴ × ١٠−۴ ١٫۵١ × ١٠−۵ ٠٫٠١/۴
١٫۶٠ ٩٫٩۴ × ١٠−۴ ۶٫۵٨ × ١٠−۶ ١٫۴۶ ١٫١۵ × ١٠−۴ ٧٫۵١ × ١٠−۶ ٠٫٠١/٨



۵٨١ شبکه بدون روش يک با ژنتيکي جوامع رشد نسبت بررسي

در منظم نقطه N = ١٠٧۵ و dt = ٠٫٠١ با ١ مثال از سوم حالت براي مطلق خطاي و عددي جواب تحليلي، جواب نموار :۴ شکل
.t = ۴ نهايي زمان

در پراکنده Nنقطه = ١٠٧۵ و dt = ٠٫٠١ با ١ مثال از چهارم حالت براي مطلق خطاي و عددي جواب تحليلي، جواب نموار :۵ شکل
.t = ۴ نهايي زمان

٢ مثال ٢ .۶

مي گيريم: نظر در را زير فرم به نامنظم) ناحيه دو و منظم ناحيه (دو متفاوت ناحيه چهار عددي، مثال دومين براي

Ωi = {(x, y) ∈ R٢ : ٠ ⩽ x, y ⩽ L}, i = ١, ٢
Ωi = {(x, y) ∈ R٢ : x = ri cos(α), y = ri sin(α)}, i = ٣, ۴,

روي بر و داخل در نقاط توزيع .r٣ = r۴ = ٠٫٧۵ (cos(α)٢ + cos(٢α)٢ + cos(۵α)٢)
١/٢ و ٠ ⩽ α ⩽ ٢π به طوري که

مي گيريم. نظر در µ = ٠٫١ و λ = ٠٫٠١ با را (١. ١) بعدي دو فيشر خطي غير معادله حال است. شده داده نشان ۶ شکل در ها Ωi مرز
مرزي شرايط همچنين .u(x, y, ٠) = e−١٠(x٢+۴y٢) با است برابر اوليه شرايط و نداشته وجود معادله براي تحليلي جواب حالت اين در

مي گيريم. نظر در را مختلف حالت چهار نيز مثال اين براي اول مثال مانند است. همگن ديريکله نوع از معادله اين براي

Ω١ منظم دامنه در منظم نقاط توزيع اول: حالت

ببينيد.). ۶ شکل از را Ω١ است(شکل شده گرفته نظر در [−۴, ۴]× [−۴, ۴] مستطيلي دامنه در منظم نقطه ۶۵۶١ تعداد حالت، اين در
لازم به ذکر است. شده رسم ۵DMLPG روش با dt = ٠٫٠١ زماني گام با t = ١ زمان در ٧ شکل در حالت اين براي تقريبي جواب نموار

است. ۵DMLPG روش به شبيه ١DMLPG روش از حاصل نتايج که است
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.٢ مثال براي Ωi مختلف دامنه هاي در نامنظم و منظم نقاط توزيع :۶ شکل

Ω٢ منظم دامنه در نقاط پراکنده توزيع دوم: حالت
در [−۴, ۴]× [−۴, ۴] مستطيلي منظم دامنه در را پراکنده نقطه ۶۵۶١ تعداد حالت اين در DMLPG، روش کارايي دادن نشان براي
dt = ٠٫٠١ زماني گام با t = ١ زمان در که بوده ۵DMLPG روش با عددي جواب نمودار نشان دهنده ي ٨ شکل .(Ω٢) مي گيريم نظر

است. ۵DMLPG روش مشابه نيز ١DMLPG روش از حاصل نتايج که شويم متذکر بايستي است. شده رسم

.t = ۴ نهايي زمان در منظم نقطه N = ۶٣١ و dt = ٠٫٠١ با ٢ مثال از اول حالت براي عددي جواب نمودار :٧ شکل

٣ مثال ٣ .۶
مي گيريم[٢٣] نظر در را زير بعدي دو فيشر معادله

∂u

∂t
= a

∂٢u

∂x٢ + a
∂٢u

∂y٢ + bu(١ − up)

جواب همچنين هستند. ثابت پارامترهاي p ⩾ ١ و b > ٠ نفوذ، ضريب a > ٠ جمعيت، تراکم نشان دهنده u فوق معادله در به طوري که
است: زير به صورت معادله اين تحليلي

u±(x, y, t) =

{
١
٢
tanh

(
± p

٢
√

٢p+ ۴
(x sinφ+ y cosφ) +

p(p+ ۴)
۴(p+ ٢)

t+ C

)
+

١
٢

} ٢
p

,



۵٨٣ شبکه بدون روش يک با ژنتيکي جوامع رشد نسبت بررسي

.T = ۴ نهايي زمان در پراکنده نقطه N = ۶٠٠ و dt = ٠٫٠١ با ١ مثال از دوم حالت براي عددي جواب نموار :٨ شکل

زماني گام با t = ٢۵ زمان در ۵DMLPG و ١DMLPG روش هاي براي u تابع همگرايي مرتبه و دو نرم خطا، حداکثر :٩ جدول
.Ω = [−٣٠, ٢[٣٠ منظم دامنه دامنه در منظم نقطه ٣٧٢١ با dt متفاوت

۵DMLPG ١DMLPG
C-order L٢ L∞ C-order L٢ L∞ dt

− ١٫٩٢ × ١٠−۶ ۶٫۶٩ × ٧−١٠ − ١٫٠٩ × ١٠−۵ ٣٫۶٠ × ١٠−۶ ١/۵٠
−٣٫۵ ٨٫۶۴ × ١٠−۶ ٢٫٩٠ × ١٠−۶ ١٫٩۴ ۴٫١۶ × ١٠−۶ ١٫۴١٨ × ١٠−۶ ١/١٠٠

−۶٫٨٩ × ١−١٠ ١٫٢٠ × ١٠−۵ ۴٫٠۴ × ١٠−۶ ٣٫٠٩ ٩٫٣٨ × ٧−١٠ ٣٫١٨ × ٧−١٠ ١/٢٠٠
−٢٫٧۵ × ١−١٠ ١٫٣٨ × ١٠−۵ ۴٫۶١ × ١٠−۶ −١٫۶٣ ١٫٣٠ × ١٠−۶ ۶٫٩٧ × ٧−١٠ ١/۴٠٠

فرم به شکل مستطيلي ناحيه يک مثال اين براي است. دلخواه حقيقي اعداد C و φ و بوده معادله اين از جواب دو u− و u+ به طوري که
همچنين مي گيريم. نظر در φ =

٢π
٣

و C = − ln
√

۵ ،p = ٢ ،a = b = ١ به صورت را ثابت ها و Ω = [−٣٠, ٢[٣٠

منظم نقطه ٣٧٢١ و dt = ٠٫٠٢ با عددي و تحليلي جواب نمودار است. شده گرفته نظر در تحليلي جواب عنوان به u+ مثال اين در
شکل مشاهده با و داشته موجي شکل رفتاري فيشر معادله جواب مي دانيم که همان طور است. شده  رسم ٩ شکل در متفاوت زمان هاي در
براي را عددي همگرايي مرتبه و دو نرم خطا، حداکثر ٩ جدول همچنين کرد. مشاهده نيز بالا زمان هاي براي را رفتار اين تداوم مي توان ٩

مي دهد. نشان منظم نقطه ۶١ × ۶١ با متفاوت زماني گام هاي به ازاي t = ٢۵ زمان در ۵DMLPG و ١DMLPG روش هاي

جواب براي عددي نتايج که است ذکر به لازم پي برد. مقاله اين در ارائه شده روش کارايي و دقت به مي توان جدول اين نتايج مشاهده با
کرديم. اجتناب آن ها گزارش از لذا و است u+ حالت براي به دست آمده نتايج مشابه نيز u− تحليلي

به توجه بدون مدل جواب آن در که است Fisher-KPP مدل حقيقت در پرداختيم آن بررسي به مقاله اين در ما که فيشري معادله مدل
که است Fisher-Stefan مدل است شده پيش نهاد دانشمندان توسط که ديگري مدل نمي شود. انقراض به منجر هرگز پارامترها انتخاب
کوچک جمعيت هاي از بسياري که است شده معلوم به خوبي زيرا کند؛ پيش بيني و ضبط است عملي توجه مورد که را بيش تري جزئيات مي  تواند
اوليه جمعيت هر که مي دهد نشان مدل اين زيرا است؛ Fisher-KPP مدل کاستي هاي از يکي اين شد. خواهند منقرض ابتدا در انتقال يافته،

مي شود. منجر موفق تهاجم به هميشه کوچک

مي روند. بين از به کندي زمان افزايش با اوليه، شرايط به توجه با که است شکل موجي جواب هاي داراي همچنين Fisher-KPP مدل
بيشتر اطلاعات براي مي کنند. حرکت موج سرعت حداقل با که علاقه منديم ساليتوني موج جواب هاي به ما عملي کاربردهاي اکثر در اگرچه

کرد. مراجعه آن در موجود مراجع و [٢۴] به مي توان فيشر معادلات جواب هاي انواع مورد در
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راست سمت بالا (شکل متفاوت. زمان هاي در منظم نقطه ٣٧٢١ و dt = ٠٫٠٢ با ٣ مثال براي عددي و تحليلي جواب نمودار :٩ شکل
در چپ سمت پايين شکل و T = ٢٠ زمان در راست سمت پايين شکل ،T = ١٠ زمان در چپ سمت بالا شکل ،T = ١ زمان در

. (T = ٣٠ زمان

گيري نتيجه ٧
معادله عددي حل براي مستقيم پترو-گالرکين شبکه بندي بدون روش از بعدي دو فيشر خطي غير معادله عددي حل براي ما مقاله، اين در
شبکه بندي بدون روش يک و بوده تعميم يافته متحرک مربعات کم ترين تقريب پايه بر روش اين کرديم. استفاده بعدي دو فيشر خطي غير
از GMLS تقريب همچنين نيست. نيازي دامنه شبکه بندي به انتگرال گيري) و مجهول تابع (تقريب مسئله حل فرايند در زيرا است؛ واقعي
اعمال فضا پايه اي چندجمله اي هاي روي بر فقط انتگرال ها و کرده استفاده شکل توابع گرفتن نظر در بدون جواب تقريب براي گره اي مقادير
دو عددي نتايج مشاهده با است. شده ارائه مقاله اين در نامنظم) ناحيه دو و منظم ناحيه (دو مختلف حالت چهار با عددي مثال دو مي شوند.
توزيع با نامنظم و منظم نواحي براي ۵DMLPG و ١DMLPG روش هاي بالاي دقت و کارايي به مي توان مقاله اين در ارائه شده مثال

پي برد. پراکنده يا يکنواخت نقاط
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Study of the growth ratio of genetic communities using a new truly
meshless method

Erfan Bahmani† , Ali Shokri

Department of Mathematics, Faculty of sciences, University of Zanjan, Zanjan, Iran

Communicated by: Jalil Rashidinia

Received: 2022/2/20 Accepted: 2023/1/10

Abstract: In recent decades researchers introduced many numerical methods for solving partial differen-
tial equations. Some of these methods have limitations in solving problems with complex domains because
of the need to construct meshes. Therefore, scientists developed a new set of numerical methods called
meshless methods. In this paper, we introduce the direct meshless local Petrov-Galerkin method to the
numerical study of the nonlinear two-dimensional Fisher equation. This method is based on the local weak
form of the equation and uses the generalized moving least square method to approximate the unknown
function. To show the efficiency and capability of the method, we report the numerical results in regular
and irregular domains with a uniform and scattered distribution of nodes. Comparison of the obtained
results with other methods indicates the accuracy and efficiency of this method.

Keywords: Direct meshless local Petrov-Galerkin (DMLPG) method, Generalized moving least square,
Local weak form, Nonlinear two-dimensional Fisher equation.
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