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غير ولتراي انتگرالي معادلات بر حاکم بهينه کنترل مسائل تقريبي جواب هاي يافتن براي روشي مقاله اين در چکيده:
گرفته نظر در شبه تخصيص مسئله يک به شکل مسئله گسسته سازي، از قالبي گرفتن نظر در با ابتدا است. شده ارائه خطي
گرفته به کار گسسته کنترل يک تخصيص با انتگرال معادلات جواب يافتن براي تلفيقي تکراري روش يک سپس و شده
تعيين و قبل گام در انتگرال معادله جواب از حاصل وضعيت و گسسته کنترل داشتن اختيار در با بعدي گام در است. شده
وضعيت و کنترل آن متناسب و بهينه معيار يافتن براي تکاملي روش يک از مقدار دو اين به کمک هدف تقريبي معيار تابع
حاصل نتايج هم چنين و شده ارائه تکراري روش هم گرايي براي تحليلي ادامه در است. شده استفاده تقريبي بهينه گسسته

است. شده  داده نمايش عددي مثال چند براي مقاله، اين در شده ارائه روش به کارگيري از

تقريب گسسته سازي، تکاملي، الگوريتم ولترا، انتگرالي معادله بهينه، کنترل کليدي: واژه هاي

49M99; 90C59; 93C23 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
يافتن براي وسيعي به طور روش ها اين از و شده اند مختلف علوم در مسائل از وسيعي طيف براي موثري ره يافت هاي تکاملي الگوريتم هاي اخيراً
روش هاي به کارگيري در کار شيوه معمولاً . [٧] ،[۶] ،[۵] ،[۴] ،[٣] ،[٢] ،[١] است. شده  استفاده بهينه کنترل مسائل تقريبي جواب هاي
حل در مؤثر ره يافت يک به کارگيري نهايت در و کنترل فضاي گسسته سازي از عبارت است که مي کند پيروي مشخص رويه يک از تکاملي
که است بديهي معيار. تابع بهترين با جوابي يافتن براي تکاملي فرايند يک از استفاده سپس و معيار تابع يافتن براي مسئله بر حاکم معادله
مي توان را روش ها اين بر مروري مي شوند. ابداع تحليلي روش هاي پيچيدگي هاي بر غلبه براي بهينه کنترل مسائل حل عددي روش هاي
عددي روش هاي برخي نيافته اند. توسعه غيرخطي انتگرالي معادلات به ويژه انتگرالي معادلات براي روش ها اين اغلب اگر چه يافت. [٨] در
بلباس توسط بهينه کنترل مسائل هسته روي متعدد محدوديت هاي گرفتن درنظر با بهينه کنترل مسائل از رده اي براي فراگير نه چندان البته
بهينه کنترل مسئله يک به نهايتاً که را انتگرالي معادله هسته تقريب بر مبتني روش هايي هم چنين است. شده ارائه [١١] و [١٠] ،[٩] در،
مسائل حل براي مناسب روش يک فقدان که گفت مي توان البته يافت. [١٣] و [١٢] در مي توان شود، مي تبديل ديفرانسيل معادله تحت
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انتگرالي معادلات تحت بهينه کنترل مسائل تقريبي جواب هاي يافتن براي کارآمد مستقيم روش يک ارائه چالش اصلي ترين ولترا بهينه کنترل
در که تکاملي روش هاي با فردهلم انتگرالي معادلات عددي حل در قابل توجه روش يک تلفيق است شده سعي مقاله اين در لذا است. ولترا
معادلات تحت بهينه کنترل مسائل حل به ولترا انتگرالي معادلات عددي جواب هاي يافتن موفق روش يک از بهره مندي با گرديده ارائه [١۴]

شود. داده   تعميم غيرخطي ولتراي انتگرالي
است: شده گرفته نظر در زير به شکل خطي غير ولتراي انتگرالي معادلات تحت بهينه کنترل مسائل از رده اي مقاله اين در

Minimize J(x, u) =

∫ T

٠
ζ(t, x(t), u(t))dt, (١. ١)

به صورت سيستم بر حاکم انتگرالي معادله گرفتن نظر در با و کنترل اند و وضعيت توابع به ترتيب u(.) و x(.) توابع آن در که

x(t) = y(t) +

∫ t

٠
κ(t, s, x(s), u(s))ds, a.e. on [٠, T ] (١. ٢)

شده  فرض اين جا در و κ, κx(=
∂κ
∂x
) ∈ C([٠, T ]× [٠, T ]× R× R) و ζ ∈ C([٠, T ]× R× R) درآن که است،

است. جواب داراي مسئله که است

کنترل فضاي گسسته سازي ٢
قرار بررسي مورد کنترل و وضعيت زوج هاي تمام مجموعه براي ممکن حالت هاي براي معيار تابع مي بايست مسئله بهينه جواب يافتن براي
داده نشان P به وسيله و شده ناميده مي کنند، صدق (١. ٢) شرايط در که (x, u) قابل قبول زوج هاي تمام مجموعه مجموعه، اين بگيرد.

به صورت متساوي الفاصله نقاط به [٠, T ] زماني بازه افراز با کنترل فضاي از گسسته سازي بخش اين در مي شود.
قرار نظر مورد i = ٠, ١, · · · , n − ١, h = ti+١ − ti ، گام طول با △n = {٠ = t٠, t١, · · · , tn−١, tn = T}
,u٠ تقسيم u١, · · · , um گره هاي با متساوي الفاصله بازه m به و شده فرض کراندار به صورت کنترل تابع مقادير مجموعه است. گرفته
با به عبارتي مي گردد. لحاظ قطعه اي خطي تابع يک به صورت کنترل تابع و شده سازي  گسسته زمان و کنترل فضاي ترتيب اين به است. شده

مشخصه تابع گرفتن درنظر

χ[tk−١,tk)(t) =

{
١ t ∈ [tk−١, tk),
٠ صورت اين غير ,در

به صورت مي تواند کنترل تابع

υ(t) =
n∑

k=١

νk(t)χ[tk−١,tk](t), (٢. ١)

(tk−١, uk−١) نقطه دو اتصال از که است [tk−١, tk] بازه روي υ(t) قطعه اي خطي تابع از قطعه اي νk(t) آن در که شود داده نمايش
است. شده  داده نمايش m = ۶ و n = ٧ با ١ شکل در گسسته سازي شيوه اين از نمايشي مي آيد. به دست (tk, uk) و

مقايسه و ممکن الگوهاي همه محاسبه از است عبارت (١. ٢)-(١. ١) مسئله براي بهينه تقريباً جواب هاي يافتن براي بديهي روش يک اکنون
خواهد را کنترل توابع تمامي براي ممکن حالت (m + ١)(n+١) ارزيابي به نياز بديهي روش اين بهينه. الگوي يافتن براي آن ها همه
بزرگي حجم چنين با مواجه عدم براي شد. خواهد مسئله براي زيادي بسيار پيچيدگي به منجر معيار، تابع يافتن فرايند محاسبه با که داشت
مي شويم. رهنمون بهينه به نزديک الگوي يک به دست يابي براي ژنتيک روش هم چون تکاملي روش يک به کارگيري سمت به محاسبات از
نياز کنترل الگوي هر براي اين رو از و است اصلي مسئله هدف تابع با متناسب معيار تابع يافتن به نياز تکاملي روش يک از استفاده به منظور
فضاي گسسته سازي از حاصل کنترلي الگوي يک با متناظر است بديهي است. مقدار دو اين نظير هدف تابع آن به تبع و وضعيت محاسبه به
کنترل و زمان فضاي گسسته سازي با متناسب اصلي مسئله از گسسته قالب يک لذا است. انتظار مورد گسسته وضعيت تابع يک زمان، و کنترل
کليت، از کاستن بدون باشد. هم گرا (١. ٢)-(١. ١) مسئله جواب به افراز تظريف با آن از حاصل جواب که بگيرد قرار مدنظر مي بايست به قسمي

.m = n که مي گيريم درنظر به نحوي را کنترل زمان فضاي گسسته سازي
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زمان. و کنترل فضاي گسسته سازي از حاصل قطعه اي خطي کنترل تابع از نمونه اي :١ شکل

داريم: [٠, T ] روي △n افراز براي آن گاه باشد، قابل قبول زوج يک (x, u) اگر اکنون

x(ti) = y(ti) +

∫ ti

٠
k(ti, s, x(s), u(s))ds, i = ٠, ١, · · · , n (٢. ٢)

لحاظ با لذا گردد. برآورد ذوزنقه قاعده چون توسيعي قابل روش به ويژه عددي انتگرال گيري روش يک با مي  تواند انتگرالي عبارت (٢. ٢) در
،wij , j = ٠, ١, · · · , i وزن هاي گرفتن درنظر با و شده گرفته درنظر بالا در زمان بازه براي که افرازي هم چون متساوي الفاصله افراز

زير به شکل مي تواند (٢. ٢) تساوي

xi = yi +
i∑

j=٠

wijk(ti, sj, xj, uj) +O(hν), i = ٠, ١, · · · , n (٢. ٣)

است. وابسته آن از توسيعي يا و ذوزنقه قاعده مرتبه به ν و xi = x(ti), yi = y(ti), i = ٠, ١, · · · , n آن در که شود نوشته
شود: گرفته به کار زير به صورت (١. ١) هدف تابع براي مي تواند يکسان افرازبندي با مشابه روش يک

J(x, u) =
n∑

j=٠

wjζ(tj, xj, uj) +O(hν). (۴ .٢)

کمينه سازي مسئله برشي، خطاي از کردن صرفنظر با و ،△n افراز براي

Minimize J△n =
n∑

j=٠

wjζ(tj, ξj, υj), (۵ .٢)

شرايط با

ξi = yi +
i∑

j=٠

wijk(ti, sj, ξj, υj), i = ٠, ١, · · · , n, (۶ .٢)

شود. گرفته نظر در مي تواند



۵٩١ ولترا انتگرالي معادلات تقريبي بهينه کنترل براي محاسباتي ره يافت

هم گرايي ٣

زوج هاي تمام مجموعه Pnاز زيرمجموعه هاي روي J(x, u)کمينه سازي مسئله از تقريبي ،(۶ .٢)-(۵ .٢) غير خطي بهينه سازي مسئله جواب
که υ٠, υ١, · · · , υn و ξ٠, ξ١, · · · ξn گره هاي با ،u(.) و x(.) قطعه اي خطي توابع تمام مجموعه از عبارت اند که را، P قابل قبول

. P١ ⊆ P٢ ⊆ P٣ · · · که مي دهيم نشان ابتدا منظور به اين مي دهد. نتيجه مي کنند، صدق (۶ .٢) در

مي نگارد. Pn+١ از زير مجموعه اي به را Pn مجموعه هر ،n = ١, ٢, · · · هر براي که است چنان جانشاني .٣. ١ لم

زوج بود. خواهد برقرار n > ٢ براي اثبات استقرا، به  و مشابه طور به مي کنيم ثابت n = ١ براي را حکم نمادگذاري در سادگي براي برهان.
به شکل را P٢ در (x̂, û) زوج داريم بنا مي گيريم. نظر در مي شود، داده نمايش ξ٠, ξ١, υ٠, υ١ به وسيله که را P١ در (x, u) دل خواه
داريم: انتگرال گيري براي ذوزنقه قاعده گرفتن درنظر فرض با و P١ به (x, u) تعلق از بيابيم. (x, u) با متناظر ξ̂٠, ξ̂١, ξ̂٢, υ̂٠, υ̂١, υ̂٢

x٠ = y٠ +
T

٢
(κ(t٠, s٠, ξ٠, υ٠)),

x١ = y١ +
T

٢
(κ(t١, s٠, ξ٠, υ٠) + κ(t١, s١, ξ١, υ١)).

مي کند: صدق زير تساوي هاي در ، P٢ در (x̂, û) هم چون دل خواهي عضو طرفي از

x̂٠ = y٠ +
T

۴
(κ(t̂٠, ŝ٠, ξ̂٠, υ̂٠)).

x̂١ = y١ +
T

۴
(κ(t̂١, ŝ٠, ξ̂٠, υ̂٠) + κ(t̂١, ŝ١, ξ̂١, υ̂١)).

x̂٢ = y٢ +
T

۴
(κ(t̂٢, ŝ٠, ξ̂٠, υ̂٠) + ٢κ(t̂٢, ŝ١, ξ̂١, υ̂١) + κ(t̂٢, ŝ٢, ξ̂٢, υ̂٢)).

ξ̂٠, ξ̂١, ξ̂٢, υ̂٠, υ̂١, υ̂٢ مولفه هاي مي توان κ تعريف از اکنون .t̂٢ = t١ و t̂٠ = t٠ ،ŝ٢ = s١ ،ŝ٠ = s٠ داريم اين جا در به وضوح
.j = ٠, ١ آن در که κ(t̂j, ŝi, ξ̂i, υ̂i) = ٢κ(tj, si, ξi, υi) باشيم داشته  i = ٠, · · · , j براي که نمود انتخاب به قسمي را

، داريم بنابراين
x̂j = xj, j = ٠, ١.

دارد. تعلق P٢ به (x, u) با متناظر (x̂, û) زوج که مي دهد نشان اين و
شود. مي زير قضيه به منجر خود اين و دارد پي در است، هدف تابع بهينه مقدار رفتار بودن نزولي نشان دهنده که را مهمي نتيجه بالا لم

.limn→∞ µn = µ∗ آن گاه ،µ∗ = infP J(x, u) و µn = infPn J△n ،n = ١, ٢, · · براي· اگر .٣. ٢ قضيه

کافي است. (µ٠ ≥ µ∗ (که µحد٠ به هم گرا و نزولي دنباله اين بنابراين .µ١ ≥ µ٢ ≥ · · · ≥ µ∗ داريم ٣. ١ لم از برهان.
کنترل و وضعيت زوج مي توان J(x, u) پيوستگي از و ϵ = µ٠ − µ∗ > ٠ آن گاه، µ٠ > µ∗ اگر .µ٠ = µ∗ دهيم نشان است
µn٠ < µ٠ بنابراين و J(xn٠ , un٠) < µ٠ آن گاه، ،|J(xn٠ , un٠) − µ∗| < ϵ که يافت چنان را (xn٠ , un٠) قطعه اي خطي

□.µ٠ = µ∗ درنتيجه و بوده نادرست نتيجه يک که

تلفيقي ره يافت ۴

انتگرالي معادله از جوابي يافتن براي يکي روش دو تلفيق لذا نيست. ساده اي کار (۶ .٢)-(۵ .٢) غيرخطي برنامه ريزي مسئله يافتن شک بدون
مؤفق تکراري ره يافت يک براي باشد. مسئله تقريبي جواب يافتن براي ارزشمندي نتايج به منجر است ممکن تکاملي الگوريتمي ديگري و
روش از الهام با خطي، معادلات دستگاه حل براي سايدل گوس روش مشابه متوالي، تکرار روش غيرخطي، ولتراي انتگرالي معادله حل در
لحاظ {ξ(k)} به صورت بردارها از دنباله اي توليد به منجر که تکراري فرايند منظور به اين است. گرفته قرار استفاده مورد ،[١۴] در شده ارائه
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تکراري فرمول در بردار هر مؤلفه هاي آن در که مي کنيم

ξ
(k+١)
i = yi +

i∑
j=٠

wijκ(ti, sj, ξ
(k)
j , υj), i = ٠, ١, · · · , n, k = ٠, ١, · · · (١ .۴)

با است. شده گرفته درنظر زمان بازه از △n افراز با زمان و کنترل فضاي از گسسته سازي نيز اين جا در گذشته بخش هم چون مي کنند. صدق
هم چون قطعه اي خطي کنترل تابع يک با متناظر (۶ .٢) از دقيق جواب يک به {ξ(k)} دنباله هم گرايي ،κ هسته روي شرايطي گرفتن درنظر

بود. خواهد تضمين قابل (٣)

کنيم فرض .١ .۴ گزاره
،κ(t, s, ξ(s), υ(s)) ∈ C([٠, T ]× [٠, T ]× R× R) (i)

آن در که ، γ < ١
T

و دارد وجود [٠, T ]× [٠, T ]× R× R روي κξ(t, s, ξ(s), υ(s)) (ii)

γ = sup
s,t∈[٠,T ]

|κξ(t, s, ξ(s), υ(s))|.

دراين  صورت

∥x∗ − ξ∗∥∞ ≤ |O(hν)|
١ − Tγ

(٢ .۴)

۶ .٢ و ٢. ٣ غيرخطي دستگاه هاي دقيق جواب هاي به ترتيب ξ∗ = (ξ∗٠ , ξ
∗
١ , · · · , ξ∗n)T و x∗ = (x∗

٠, x
∗
١, · · · , x∗

n)
T آن در که

اند.

برهان.
کنيم فرض

|x∗
p − ξ∗p | = ∥x∗ − ξ∗∥∞,

داريم: (۶ .٢) و (٢. ٣) از .٠ ≤ p ≤ n آن در که

x∗
p − ξ∗p =

p∑
j=٠

wpj(κ(tp, sj, x
∗
j , υj)− κ(tp, sj, ξ

∗
j , υj)) +O(hν).

داريم: (ii) از

κ(tp, sj, x
∗
j , υj)− κ(tp, sj, ξ

∗
j , υj) =

∂κ

∂ξ
(tp, sj, ηj, υj)(x

∗
j − ξ∗j ), j = ٠, ١, · · · , n

گرفت نتيجه مي توان بالا تساوي هاي و (ii) از دوباره است. ξ∗j و x∗
j بين حقيقي عدد يک ηj ،j = ٠, ١, · · · , n هر براي آن در که

|x∗
p − ξ∗p | ≤ γ

p∑
j=٠

wpj |x∗
j − ξ∗j |+ |O(hν)|

≤ γ|x∗
p − ξ∗p |

p∑
j=٠

wpj + |O(hν)|.

بنابراين ،
∑p

j=٠ wpj = T ذوزنقه قاعده در چون

|x∗
p − ξ∗p | ≤

|O(hν)|
١ − Tγ

.

بود. خواهد زير نتيجه به منجر (٢ .۴) تساوي
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.h → ٠ هرگاه است، هم گرا صفر ،به ∥x∗ − ξ∗∥∞ .٢ .۴ نتيجه

براي مي ناميم ξ∗ را آن  که (۶ .٢) دقيق جواب به ،(١ .۴) فرايند تکرارهاي از توليد شده ،{ξ(k)} دنباله ،١ .۴ گزاره فرض هاي با .٣ .۴ قضيه
است. هم گرا ξ(٠) شروع بردار هر

داريم: (١ .۴) و (۶ .٢) از برهان.

ξ
(k+١)
i − ξ∗i =

i∑
j=٠

wij(κ(ti, sj, ξ
(k)
j , υj)− κ(ti, sj, ξ

∗
j , υj)), i = ٠, ١, · · · , n,

داشت: خواهيم ١ .۴ گزاره از ،(ii) شرط اساس بر

ξ
(k+١)
i − ξ∗i =

i∑
j=٠

wij

∂κ

∂ξ
(ti, sj, η

(k)
j , υj)(ξ

(k)
j − ξ∗j ), i = ٠, ١, · · · , n,

مي توان ،i = ٠, ١, · · · , n هر براي بنابراين است. j = ٠, ١, · · · , n براي ξ∗j و ξ(k)j بين حقيقي عدد يک η(k)j آن در که
نامساوي

|ξ(k+١)
i − ξ∗i | ≤ ∥ξ(k) − ξ∗∥∞

i∑
j=٠

wij |
∂κ

∂ξ
(ti, sj, η

(k)
j , υj)|

≤ γ∥ξ(k) − ξ∗∥∞
i∑

j=٠

wij ,

گرفت نتيجه مي توان λ = Tγ لحاظ با آورد. به دست i = ٠, ١, · · · , n درآن که را

∥ξ(k+١) − ξ∗∥∞ ≤ λ∥ξ(k) − ξ∗∥∞.

داريم: k روي استقراي با
∥ξ(k+١) − ξ∗∥∞ ≤ λk∥ξ(٠) − ξ∗∥∞,

□. k → +∞ وقتي مي کند ميل صفر به ∥ξ(k+١) − ξ∗∥∞ پس ،٠ < λ < ١ چون . k = ٠, ١, · · · هر براي
و قطعه اي خطي کنترل تابع در برگيرنده که (ξ, υ) تقريبي زوج براي (٧) هدف تابع ملاحظه با ژنتيک هم چون تکاملي، الگوريتم يک اکنون
قضيه در (ii) شرط است ممکن که کنيم توجه شود. گرفته به کار مي تواند آمده، به دست (١ .۴) فرايند در و است آن متناظر تقريبي وضعيت
قابل قبول گام طول با زيربازه هاي به به نحوي مي توان را اصلي مسئله مشکل، اين با غلبه براي برسد. به نظر محدودکننده اي شرط (٣ .۴)
گردد. محسوب چالش يک است ممکن نيز شود متوقف الگوريتم فرايند مي بايست گامي چه در اين که و الگوريتم اختتام موضوع نمود. تقسيم

به صورت مي تواند توقف معيار يک باشد. شده حاصل فوق الگوريتم تکرار kامين در که باشد برداري ξ(k) کنيم فرض لذا

∥ξ(k+١) − ξ(k)∥
∥ξ(k)∥

< ϵ (٣ .۴)

است. R(n+١) روي نرمي ∥ · ∥ اين جا در گردد. لحاظ ،ϵ تعيين شده پيش از دل خواه مثبت عدد يک به ازاي

ره يافت الگوريتم ۵
طراحي اصلي گام هاي و فرعي گام هاي ابتدايي، گام مرحله سه در الگوريتم اين است. شده ارائه قبلي مباحث پايه بر الگوريتمي بخش اين در
آن در که زمان کنترل گسسته شده فضاي از (υ٠, · · · , υn) +n) تايي ١) براي برازش تابع ساخت فرايند فرعي گام هاي در است. شده
با را الگوريتم اصلي ساختار اصلي گام هاي است. شده مشخص کنترل اند، مقادير بازه روي متساوي الفاصله گره هاي υi, i = ١, · · · , n

مي شود. شامل فرعي و ابتدايي گام هاي گرفتن درنظر
ابتدايي: گام
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افراز n ،h = ti+١ − ti, i = ٠, ١, · · · , n − ١ با ،△n گام طول با [٠, T ] بازه روي متساوي الفاصله افراز دل خواه، ϵ > ٠
نظر در را ξ(٠) = (ξ(٠)

٠ , ξ
(٠)
١ , · · · , ξ(٠)

n )T ابتدايي بردار و {υ٠, · · · , υn} گره هاي با کنترل مقادير بازه روي متساوي الفاصله
مي گيريم.

فرعي: گام هاي
مي کنيم. محاسبه (١ .۴) از را ξ(k+١) .١ گام

مي کنيم. محاسبه را ∥ξ(k)∥ و ∥ξ(k+١) − ξ(k)∥ .٢ گام
مي رويم. ١ گام به و k = k + ١ مي دهيم قرار اين صورت غير در مي شويم. متوقف شد برقرار (٣ .۴) توقف معيار اگر .٣ گام

اصلي: گام هاي
افراز شده فضاي از (υ٠, · · · , υn) به صورت +n) تايي هاي ١) به عبارتي مي  کنيم. انتخاب تصادفي صورت به را افراد از جمعيتي .١ گام

کنترل. و زمان
مي آوريم. به دست را برازش مقدار فرعي گام هاي از انتخاب شده نسل افراد از يک هر براي .٢ گام

مي بنديم. به کار را استفاده مورد تکاملي الگوريتم با متناسب جديد جمعيت ايجاد قواعد .٣ گام
اين صورت غير در و توقف اختتام، شرط شدن برقرار درصورت مي کنيم. بررسي را اختتام شرط ٣ گام در ايجاد شده جديد جمعيت براي .۴ گام

مي رويم. ٣ گام به

عددي نتايج ۶
خطاي تابع روش، دقت نمايش براي است. گرفته  قرار بررسي مورد عددي مثال هاي برخي براي قبل بخش در ارائه شده الگوريتم بخش اين در

به صورت را مسير

e(t) = |x∗(t)− x(t)|

آمده اند، به دست نظير تقريبي و دقيق کنترل توابع از که تقريبي و دقيق مسير توابع به ترتيب x(t) و x∗(t) آن در که مي گيريم، درنظر
گرفته به کار مثال ها اين در IWO هرز علف هاي بهينه سازي و PSO ذرات ازدحام بهينه سازي ،GA ژنتيک تکاملي الگوريتم سه مي باشند.

شده اند.
بهينه کنترل مسئله .١ مثال

Minimize
∫ ١

٠
(x(t)− t)٢ + (u(t)− t٢(٢dt

به شرط

x(t) = y(t) +

∫ t

٠
x(s)(u(s) + ts)ds

u∗(t) = t٢ و x∗(t) = t از عبارت اند به ترتيب مسئله دقيق کنترل و وضعيت مقادير .y(t) = t− ٧
١٢t

۴ آن در که مي گيريم نظر در را
جمعيت و تکرار ١٠٠ تعداد با الگوريتم به کارگيري از حاصل نتايج است. گرديده  لحاظ گره ١٠ با [٠،١] بازه روي متساوي الفاصله افراز .
خطاي تابع است. شده  داده نمايش متناظر دقيق جواب با همراه روش، از حاصل کنترل و وضعيت توابع و ٣ و ٢ شکل هاي در ١٠ اندازه با

است. شده داده نشان ۴ شکل در وضعيت
هدف با بهينه کنترل مسئله مثال اين در .٢ مثال

Minimize
∫ ١

٠
(x(t)− cos(t))٢ + (u(t)− t)٢dt

شرايط تحت

x(t) = y(t) +

∫ t

٠
u٢(s)(x(s) + ts)ds

کنترل تابع و وضعيت تابع دقيق جواب .y(t) = (١ − ٢t)cos(t) + (٢ − t٢)sin(t) − ١
۴t

۵ آن در که مي گيريم درنظر را
وضعيت توابع گره، ١٠ با [٠،١] بازه روي متساوي الفاصله افراز گرفتن درنظر با .u∗(t) = t و x∗(t) = cos(t) از عبارت اند به ترتيب
نمايش ،۶ و ۵ شکل هاي در مسئله دقيق جواب با همراه ١٠ اندازه با جمعيت و تکرار ١٠٠ تعداد با الگوريتم به کارگيري از حاصل کنترل و
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١ مثال دقيق و تقريبي بهينه مسير تابع :٢ شکل
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١ مثال دقيق و تقريبي بهينه کنترل تابع :٣ شکل

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.005

0.01

0.015

E
rr

or

Time

 

 

Trajectory error (GA)
Trajectory error (PSO)
Trajectory error (IWO)

١ مثال مسير خطاي تابع :۴ شکل
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.٢ مثال دقيق و تقريبي بهينه کنترل تابع :۶ شکل

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

E
rr

or

Time

 

 

Trajectory error (GA)
Trajectory error (PSO)
Trajectory error (IWO)

.٢ مثال مسير خطاي تابع :٧ شکل

است. شده داده نشان شکل٧ در وضعيت خطاي تابع شده اند. داده
هدف با کمينه سازي مسئله .٣ مثال

Minimize
∫ ١

٠
(x(t)− et)٢ + (u(t)− et)٢dt,

شرايط با

x(t) = y(t) +

∫ t

٠
u(s)(x(s) + t)ds,

x∗(t) = et از عبارت اند به ترتيب مسئله بهينه وضعيت و کنترل تابع .y(t) = et(١−t− ١
٢e

t)+t+ ١
٢ آن در که مي گيريم درنظر را

الگوريتم به کارگيري از حاصل کنترل و وضعيت توابع است. گرديده لحاظ گره ١٠ با [٠،١] بازه روي متساوي الفاصله افراز .u∗(t) = et و
شکل در وضعيت خطاي تابع شده اند. داده نشان ،٩ و ٨ شکل هاي در مسئله دقيق جواب با همراه ١٠ اندازه با جمعيت و تکرار ١٠٠ تعداد با

است. شده  داده نشان ١٠
به صورت بيشينه سازي هدف با نامتناهي افق با مسئله يک مثال اين در .۴ مثال

Miximize
∫ +∞

٠
e−t(x(t)− u٢(t))dt, (١ .۶)

به شرط

x(t) = y(t) +

∫ t

٠
(

١
٢
e−te−sx(s)− u٢(s))ds,

توابع ،(١ .۶) انتگرال بودن ناسره فرض با کران دارند. واحد گوي در کنترل و وضعيت توابع و y(t) = e−t آن در که مي گيريم درنظر را
گرفت نتيجه مي توان (١ .۶) انتگرال بودن ناسره از اند. u∗(t) = ٠ و x∗(t) = e−te

١−e−٢t
۴ به ترتيب مسئله بهينه کنترل و وضعيت
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.٣ مثال دقيق و تقريبي بهينه مسير تابع :٨ شکل
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.٣ مثال دقيق و تقريبي بهينه کنترل تابع :٩ شکل
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.٣ مثال مسير خطاي تابع :١٠ شکل
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.۴ مثال دقيق و تقريبي بهينه مسير تابع :١١ شکل
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.۴ مثال دقيق و تقريبي بهينه کنترل تابع :١٢ شکل

که به قسمي دارد وجود M ∈ N ، ϵ > ٠ هر براي ∫که +∞

٠
e−t(x(t)− u٢(t))dt =

∫ M

٠
e−t(x(t)− u٢(t))dt+

∫ +∞

M

e−t(x(t)− u٢(t))dt

∫و +∞

M

e−t(x(t)− u٢(t))dt < ϵ. (٢ .۶)

داريم: (٢ .۶) از ∫اکنون +∞

M

٢e−tdt < ϵ. (٣ .۶)

.M > ln٢
ϵ

داريم (٣ .۶) از بنابراين و |x(t)− u٢(t)| < ٢ زيرا
گرفته درنظر ١٠ جمعيت اندازه و ۵٠٠ تکرارها تعداد ، ϵ = ٠٫٠١ فوق، مسئله براي ۵ بخش در شده ارائه الگوريتم به کارگيري به منظور
شده داده نمايش مسئله دقيق جواب با الگوريتم به کارگيري از حاصل کنترل و وضعيت توابع مقايسه ،١٢ و ١١ شکل هاي در است. شده

است. شده داده نشان ١٣ شکل در وضعيت خطاي تابع است.

نتيجه گيري ٧
شده، ارائه روش در است. شده  ارائه ولترا انتگرالي معادلات تحت بهينه کنترل مسائل تقريبي جواب يافتن براي تلفيقي روش يک مقاله اين در
تقريبي فرايندهاي با روش اين اگرچه ندارد. جواب استخراج فرايند روي مستقيمي تأثير انتگرالي معادله هسته و هدف تابع بودن غيرخطي
مي دهد. روش کارايي افزايش براي به خوبي را موازي سازي روش هاي از استفاده اجازه آن ساختار هم چنين و روش سادگي ولي است، هم راه زيادي
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