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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
١۶ -١ ص ،١ شماره ،١٣ دوره ،١۴٠٢ سال

تبديل روش ترکيب از استفاده با کسري ديفرانسيل معادلات عددي حل
کسري خطي چند گامي روش هاي با ديفرانسيل

درخشان محمدحسين جوجهي، سلطاني عبدالباقي ، مراثي١ حميدرضا سيد

ايران تبريز، تبريز، دانشگاه کامپيوتر، علوم و آمار رياضي، دانشکده کاربردي، رياضي گروه

رشيدينيا جليل مسئول: دبير

١۴٠١/١١/٩ پذيرش: تاريخ ١۴٠١/۴/٢٧ دريافت: تاريخ

معرفي جزئي کسري ديفرانسيل معادلات عددي جواب هاي آوردن به دست براي تکراري روش يک مقاله اين در چکيده:
روش است. شده بنا کسري خطي چند گامي روش هاي با ديفرانسيل تبديل روش ترکيب براساس روش اين است. شده
دستگاه يک به جزئي کسري ديفرانسيل معادلات آن از استفاده با که است کم بسيار محاسباتي هزينه داراي پيش نهاد  شده
خطي چند گامي روش هاي اعمال از استفاده با حاصل معادلات سپس مي شوند. تبديل معمولي ديفرانسيل معادلات از
ناحيه هاي در ديفرانسيل تبديل روش در به دست آمده جواب سري مي شوند. حل بالا دقت با کسري اويلر همانند کسري
نقيصه اين کسري خطي چند گامي روش هاي با شده ياد روش ترکيب با مقاله اين در دارد. کندي هم گرايي سرعت بزرگ
مطابقت کسري ديفرانسيل معادله دقيق جواب با به دست  آمده جواب هاي که مي دهند نشان عددي نتايج مي شود. برطرف

مي کنند. تاييد را روش اثبات شده دقت و پايداري حاصل شده نتايج دارند. خوبي

خطي چند گامي روش ديفرانسيل، تبديل روش پايداري، عددي، جواب کسري، ديفراسيل معادلات کليدي: واژه هاي
کسري.

35A15; 26A33; 65L06; 65L20 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
است. کرده جلب خود به را زيادي دانشمندان توجه اخيراً که است جديد حال عين در ولي قديمي موضوعي به عنوان کسري حسابان نظريه
است شده ثابت اوليه مقدار مسائل بررسي با اخير، دهه هاي در کرد. اشاره واقعي مسائل مدل سازي از بسياري به مي توان آن کاربردهاي از
معادلات از ديگري رويکرد بنابراين دهد. جواب پيچيده پديده هاي از برخي مدل سازي در نمي تواند ديفرانسيل معادلات کلاسيک رويکرد که
موارد به مي توان علوم از شاخه هايي در کسري ديفرانسيل معادلات کاربرد هاي از دارد. بهتري کارايي که شد بيان کسري به نام ديفرانسيل
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به کار زيادي متعدد روش هاي کسري ديفرانسيل معادلات حل براي .[٨–۴] کرد اشاره مهندسي و فيزيک شيمي، رياضيات، جمله از متعدد
تجزيه روش مانند تکراري روش هاي و ملين تبديل فوريه، تبديل لاپلاس، تبديل معروف روش هاي به مي توان آن ها بين از که شده اند گرفته
ديفرانسيل تبديل روش نمود. اشاره [٩–١٢ ،٢ ،١] در روش هايي و ديفرانسيل تبديل روش آدامز، روش هاي هوموتوپي، روش هاي آدوميان،
ژو توسط بار اولين ديفرانسيل تبديل روش دارد. مهندسي و علوم در زيادي کاربردهاي که است ديفرانسيل معادلات حل براي کارا روش يک
شواقفه و عبيدت هم چنين .[١۵ ،١۴] دادند تعميم را آن اوزکل و اوغلو آريک بعداً که شد معرفي کسري ديفرانسيل معادلات حل براي [١٣]
و کسکين کسري، جزئي مشتقات با ديفرانسيل معادلات زمينه در .[١۶] کردند معرفي تيلور يافته تعميم فرمول به عنوان را مشابهي روش
جواب سري مي توان به راحتي ديفرانسيل تبديل روش از استفاده با .[١٨ ،١٧] کردند معرفي را کاهش يافته ديفرانسيل تبديل روش اتورانک
است. تابع تيلور بسط همان سري اين اوقات گاهي مي شود. زده تقريب متناهي مرتبه از سري يک با جواب عمل در ولي کرد. محاسبه را
کندتر آن هم گرايي است ممکن بزرگ ناحيه هاي در ولي است، برخوردار بالايي هم گرايي ازسرعت کوچک ناحيه هاي در جواب سري  اين
ديفرانسيل تبديل روش دو ترکيب از استفاده با کسري جزئي ديفرانسيل معادلات حل براي مي دهيم نشان مقاله اين در .[٢٠ ،١٩] باشد
ديفرانسيل معادلات پيش نهادي روش کرد. حل بزرگ ناحيه هاي براي را هم گرايي مشکل اين مي توان کسري خطي چند گامي روش هاي با
دقت با کسري خطي چند گامي روش هاي از استفاده با معادلات اين سپس مي کند. تبديل معمولي ديفرانسيل معادلات به را کسري جزئي

مي شوند. حل بالايي
متغير به نسبت مشتق عمل گر يک L آن در که CDα

t u(x, t) = L[u(x, t)] + f(t, u(x, t)) معادله جواب حاضر روش در
مي شود: بيان زير به صورت دقيق جواب از تقريبي به عنوان چند جمله اي يک به شکل است، L = uxx مثل x

u(x, t) =U٠(t) +U١(t)x+U٢(t)x
٢ + · · ·

=
∞∑
j=٠

Uj(t)x
j,

(١. ١)

منوط مسئله صورت اين در است. t نقطه در u(x, t) ديفرانسيل تبديل k-اٌمين ،k = ٠, ١, ٢, ٣, · · · به ازاي Uk(t) آن در که
روش هاي به کمک نيز معادلات اين و مي کنند صدق t متغير به نسبت معمولي ديفرانسيل معادله در که ديفرانسيل تبديلات اين يافتن به مي شود

شد. خواهند حل کسري خطي چند گامي
مي آوريم. بعدي استفاده هاي براي را زير تعاريف

به صورت کاپوتو کسري مشتق [٢١] .١. ١ تعريف

CDα
t u(x, t) =

١
Γ(n− α)

∫ t

t٠

(t− s)n−α−١u(n)(x, s)ds, (١. ٢)

است. α صحيح قسمت نمايش [α] و n = [α] + ١ ،n− ١ ≤ α < n آن در که مي شود تعريف
،v(j)٠ و u(j)

٠ اوليه مقادير با پيش نهادي روش جواب هاي به ترتيب k = ١, ٢, · · ·, n به ازاي vk و uk که کنيم فرض .١. ٢ تعريف
به طوري که باشد، داشته وجود n و ∆t از مستقل C ثابت اگر باشند. j = ٠, ١, · · · , n− ١

|uk − vk| ≤ C
n−١∑
j=٠

|u(j)
٠ − v(j)٠ |, k = ١, ٢, · · · , n, t ∈ [t٠, T ], x ∈ [٠, ١],

است. پايدار روش آن گاه
است. معروف گرانوال نامساوي به زير لم

که کنيم فرض .j = ٠, ١, · · ·, n− ١ به ازاي ،bj,n = C٠

(
tn − tj

)α−١
و T > ٠ ،C٠ ،α که کنيم فرض [٢٢] .١. ٣ لم

در {φk} دنباله و باشد مثبت M٠ کنيم فرض ا ند. (۵ .٢) در تعريف شده ضرايب bj,n آن در که , bj,n = ٠ ،j ≥ n براي
φ٠ ≤ M٠,

φk ≤
k−١∑
j=٠

bj,kφj +M٠,
(١. ٣)

آن گاه .k = ١, ٢, · · ·, n آن در که کند صدق

φk ≤ CM٠, (۴ .١)

است. k از مستقل و مثبت ثابتي C آن در که
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روش ها بر مروري ٢

استفاده مورد ادامه در که شد خواهد بيان کسري خطي چند گامي روش هاي و ديفرانسيل تبديل روش مقدمات و تعاريف از برخي بخش اين در
مي گيرند. قرار

به صورت را [t٠, T ] زماني بازه ،T زمان و nT مثبت صحيح عدد براي .I = [t٠, T ] که f(t) ∈ C(I) کنيم فرض
∆t = T

nT
و tnT

= T ،t٠ = ٠ کنيم فرض مي کنيم. افراز t متغير به نسبت t٠ < t١ < · · · < tk < tk+١ < · · · < T
ديگر، طرف از تعريف شوند. tn = n∆t به صورت گرهي نقاط n = ٠, ١, · · · , nT به ازاي و nT ∈ N آن در که باشد گام طول
مکان گرهي نقاط صورت آن در که کرد تعريف ∆x = T

N
به صورت را مکان گام طول مي توان باشد. مثبت صحيح عدد N که کنيم فرض

بود. خواهند xi = i∆x به صورت i = ٠, ١, · · · , N به ازاي

کسري خطي چند گامي روش هاي ٢. ٠. ١

اوليه مقدار مسئله حل براي خطي چند گامي روش }يک
y′(t) = f(t, y(t)),
y(t٠) = y٠,

است: زير به صورت

k∑
j=٠

αjyn+j = h
k∑

j=٠

βjfn+j. (٢. ١)

مسئله حل براي فوق روش هاي کسري شده }شکل
CDα

t y(t) = f(t, y(t)),
y(t٠) = y٠,

(٢. ٢)

:[١٠ ،٩] است زير به صورت

yn = y٠ + hα

n∑
j=٠

ωjf(tn−j, yn−j) + hα

s∑
j=٠

wn,jf(tj, yj) +O(∆t)p, (٢. ٣)

تابع تيلور بسط ضرايب ωj-ها و است روش مرتبه p است، f(tj, yj) خطي معادلات s+١ شامل که آغازين اند وزن هاي wn,j آن در که
به عنوان اند.  (٢. ١) خطي چند گامي روش دوم و اول مشخصه چند جمله اي σ(ξ) و ρ(ξ) به طوري که اند ωα(ξ) =

(
σ( ١

ξ
)

ρ( ١
ξ
)

)α

مولد
بود: خواهد زير به صورت کسري اويلر روش مثال،

un+١ =
m−١∑
j=٠

tjn+١

j!
u(j)

٠ + (∆t)α
n∑

j=٠

bj,n+١f(tj, uj) +O(∆t)p, (۴ .٢)

و روش مرتبه p است، مثبت صحيح عدد m آن در که

m− ١ ≤ α < m, bj,n+١ =
١

Γ(α + ١)

[
(n− j + ١)α − (n− j)α

]
, (۵ .٢)

است. f تابع خطي درون يابي از به دست آمده ضرايب bj,n+١ و
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ديفرانسيل تبديل روش ٢. ٠. ٢

به صورت مشتق k-اٌمين ،(١. ١) در تعريف شده u(x, t) تابع براي

Uk(t) =
∂ku(x, t)

∂xk
, (۶ .٢)

به صورت Uk(t) وارون ديفرانسيل تبديل و مي شود ناميده u(x, t) تابع ديفرانسيل تبديل Uk(t) آن در که مي شود تعريف

u(x, t) =
∞∑
k=٠

Uk(t)x
k, (٢. ٧)

داريم: (٢. ٧) و (۶ .٢) ترکيب با مي شود. تعريف

u(x, t) =
∞∑
k=٠

∂k

∂xk
u(x, t)xk, (٢. ٨)

(براي برقرارند تابع ديفرانسيل تبديلات محاسبه در زير روابط است. تابع تيلور سري بسط مشابه ديفرانسيل تبديل روش مي دهد نشان که
شود) مراجعه [٣] به بيش تر جزئيات

.Uk(t) = cFk(t) آن گاه ،u(x, t) = cf(x, t) اگر الف)
به ازاي Uk(t) = (k + i)(k + i − ١) · · · (k + ٢)(k + ١)Fk+i(t) آن گاه ،u(x, t) = ∂if(x,t)

∂xi اگر ب)
.i = ١, ٢, · · ·, n

تبديل به ترتيب Fk(t) و Uk(t) آن در که ،Uk(t) =
Γ(α+١+ k

θ
)

Γ(١+ k
θ
)
F(k+αθ)(t) آن گاه ،u(x, t) = Dα

xf(x, t) اگر ج)
اند. f(x, t) و u(x, t) توابع ديفرانسيل

کسري خطي چند گامي روش هاي با ديفرانسيل تبديل روش ترکيب ٢. ١
بگيريم: نظر در را زير به صورت خطي ديفرانسيل معادله يک ابتدا

CDα
t u(x, t) +Ru(x, t) = f(x, t), n− ١ < α ≤ n, t ≥ ٠, (٢. ٩)

تبديل روش اعمال با است. معلومي تابع f(x, t) و x به نسبت خطي عمل گر R است، کاپوتو کسري مشتق CDα
t u(x, t) آن در که

داريم: (٢. ٩) طرفين به ديفرانسيل

DTM
[
CDα

t u(x, t)
]
+DTM

[
Ru(x, t)

]
= DTM

[
f(x, t)

]
. (٢. ١٠)

داريم: ،(٢. ١٠) رابطه کردن ساده با و ديفرانسيل تبديل روش ويژگي هاي از استفاده با

CDα
t Uk(t) = Fk(t)−DTM [Ru(x, t)]. (٢. ١١)

داشت: خواهيم (٢. ١١) طرفين از وارون ديفرانسيل تبديل اعمال با

u(x, t) = F (x, t)− (DTM)−١
[
DTM [Ru(x, t)]

]
, (٢. ١٢)

مي شود. ناشي منبع جمله از که دهد مي نشان را عبارتي F (x, t) آن در که
باشد: زير شکل به (٢. ١٢) جواب که مي کنيم فرض اکنون

u(x, t) =
∞∑

m=٠

Um(t)x
m. (٢. ١٣)



۵ ... از استفاده با کسري ديفرانسيل معادلات عددي حل

داشت: خواهيم (٢. ١٢) در (٢. ١٣) روابط جاي گذاري با

CDα
t

∞∑
m=٠

Um(t)x
m =

∞∑
m=٠

Fm(t)x
m − (DTM)−١

[
DTM

[
R
( ∞∑

m=٠

Um(t)x
m
)]]

. (١۴ .٢)

تبديلات براي خطي معمولي ديفرانسيل معادلات از سري يک مي توان ،x يکسان توان هاي شامل عبارت هاي دادن قرار برابر با اکنون
آورد: به دست زير به صورت مجهول تابع ديفرانسيل

CDα
t U٠(t) = F٠(t)− (DTM)−١

[
DTM [RU٠(t)]

]
CDα

t U١(t) = F١(t)− (DTM)−١
[
DTM [RU١(t)]

]
CDα

t U٢(t) = F٢(t)− (DTM)−١
[
DTM [RU٢(t)]

]
...

(١۵ .٢)

مي کنيم. استفاده کسري اويلر مثل کسري خطي چند گامي روش هاي از ،(١۵ .٢) فوق، معادلات حل براي
به صورت را u(x, t) تقريبي جواب مي توان ديفرانسيل تبديلات آوردن به دست از بعد در نهايت

u(x, t) = lim
k→∞

k∑
i=٠

Ui(t)x
i, (١۶ .٢)

آورد. به دست
مي گيريم: نظر در را زير ناهمگن غيرخطي کسري ديفرانسيل معادله کلي شکل اکنون

CDα
t u(x, t) +Ru(x, t) +Nu(x, t) = f(x, t), t ≥ ٠, n− ١ < α ≤ n, (٢. ١٧)

است. غيرخطي عمل گر N و تعريف شده اند (٢. ٩) در f(x, t) و CDα
t u(x, t), R آن در که

داشت: خواهيم (٢. ١٧) طرفين از ديفرانسيل تبديل روش اعمال با

DTM
[
CDα

t u(x, t)
]
+DTM

[
Ru(x, t) +Nu(x, t)

]
= DTM

[
f(x, t)

]
. (٢. ١٨)

در نتيجه:

CDα
t Uk(t) = Fk(t)−DTM

[
Ru(x, t) +Nu(x, t)

]
. (٢. ١٩)

داريم: (٢. ١٩) طرفين روي وارون ديفرانسيل تبديل روش اعمال با اکنون

u(x, t) = F (x, t)− (DTM)−١
[
DTM

[
Ru(x, t) +Nu(x, t)

]]
, (٢. ٢٠)

باشد: زير به صورت (٢. ٢٠) جواب که کنيم فرض است. منبع جمله از ناشي عبارت F (x, t) آن در که

u(x, t) =
∞∑

m=٠

Um(t)x
m. (٢. ٢١)

به صورت مي توان را (٢. ٢٠) در غيرخطي عبارت

Nu(x, t) =
∞∑

m=٠

Um(t)Am(t), (٢. ٢٢)
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مي شوند: تعريف زير به صورت که آدوميان اند چندجمله اي هاي Am-ها آن در که زد تقريب

Am =
١
m!

dm

dtm

[
N
( ∞∑

i=٠

Ui(t)x
i
)]

x=٠
, m = ١, ٢, · · · . (٢. ٢٣)

اگر که است واضح

f(u) =
∞∑

m=٠

Am, (٢۴ .٢)

به صورت آدوميان چندجمله اي هاي آن گاه

A٠ = f(u٠),

A١ = u١f
′(u٠),

A٢ = u٢f
′(u٠) +

١
٢!
u٢

١f
٢(u٠),

A٣ = u٣f
′(u٠) + u١u٢f

٢(u٠) +
١
٣!
u٣

١f
٣(u٠),

...

(٢۵ .٢)

مي رسيم: زير خطي معادلات به ،(٢. ٢٠) در (٢. ٢٣) و (٢. ٢١) روابط جاي گذاري با مي آيند. به دست
∞∑

m=٠

Um(t)x
m = Fm(t)−(DTM)−١

[
DTM

[
R
( ∞∑

m=٠

Um(t)x
m
)
+

∞∑
m=٠

Um(t)Am(t)
]]
. (٢۶ .٢)

تابع ديفرانسيل تبديلات براي زير به صورت را معمولي کسري خطي معادلات مي توان ،x يکسان توان هاي شامل عبارت هاي دادن قرار برابر با
آورد: به دست مجهول

CDα
t U٠(t) = F٠(t)− (DTM)−١

[
DTM [RU٠(t) + A٠]

]
CDα

t U١(t) = F١(t)− (DTM)−١
[
DTM [RU١(t) + A١]

]
CDα

t U٢(t) = F٢(t)− (DTM)−١
[
DTM [RU٢(t) + A٢]

]
CDα

t U٣(t) = F٣(t)− (DTM)−١
[
DTM [RU٣(t) + A٣]

]
...

(٢. ٢٧)

مي شوند. حل کسري خطي چند گامي روش هاي اعمال با که
برشي سري از استفاده با را u(x, t) تقريبي جواب مي توان در نهايت

u(x, t) = lim
k→∞

k∑
i=٠

Ui(t)x
i, (٢. ٢٨)

آورد. به دست

پايداري آناليز ٣
مي کنيم. بيان را پيش نهادي روش پايداري آناليز بخش اين در
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j = ١, · · ·, n ،Uj(t) مجهول تابع ديفرانسيل تبديلات براي پيش نهادي روش از حاصل جواب  u(x, t) که کنيم فرض .٣. ١ قضيه
است. پايدار روش آن گاه است)، ثابت يک t ) کند صدق ليپشيتز شرط در L ≥ ٠ ثابت با u دوم مؤلفه به نسبت f(t, u) تابع و باشد

و Ui(t٠) پريشيده هاي به ترتيب l = ١, ٢, · · ·, n ،j = ٠, ١, · · ·, i + ٢ به ازاي Ũj(tl) و Ũi(t٠) کنيم فرض اثبات.
داريم: باشند. Uj(tl)

Ui(tl) = Ui(t٠) +
l−١∑
j=٠

bj,lf(tj,Ui+٢(tj)),

Ui(tl) + Ũi(tl) =
(
Ui(t٠) + Ũi(t٠)

)
+

l−١∑
j=٠

bj,lf
(
tj,Ui+٢(tj) + Ũi+٢(tj)

)
,

بنابراين .l, i = ١, ٢, · · ·, n آن در که

Ũi(tl) = Ũi(t٠) +
l−١∑
j=٠

bj,l

(
f(tj,Ui+٢(tj) + Ũi+٢(tj))− f(tj,Ui+٢(tj))

)
.

داريم: ،U٠ = max
٠≤i≤n

(
Ũi(t٠)

)
انتخاب با

|Ũi(tl)| =
∣∣∣Ũi(t٠) +

l−١∑
j=٠

bj,l

(
f(tj,Ui+٢(tj) + Ũi+٢(tj))− f(tj,Ui+٢(tj))

)∣∣∣
≤max

٠≤i≤n

(
Ũi(t٠)

)
+

l−١∑
j=٠

bj,l

∣∣∣(f(tj,Ui+٢(tj) + Ũi+٢(t))− f(tj,Ui+٢(tj))
)∣∣∣

≤U٠ + L
l−١∑
j=٠

bj,l|Ũi+٢(tj)|

≤CU٠,

است. کامل اثبات در نتيجه کرده ايم. استفاده ١. ٣ گرانوال نامساوي از آن در که

خطا آناليز ۴

رابه صورت u′′(x, tk) و u′(x, tk) مي توان به سادگي ،t ∈ (tk, tk+١) به ازاي در ابتدا، پيش نهاد شده روش خطاي آناليز براي

u′(x, tk) ≃ U
(j)
١ (tk) +O(∆x), (١ .۴)

و

u′′(x, tk) ≃ ٢U(j)
٢ (tk) +O(∆x)٢, (٢ .۴)

 [t٠, T ] در مشتق دوم و اول مرتبه تقريب هاي به ترتيب U(j)
٢ (tk) و U(j)

١ (tk) آن در که زد تقريب j = ٠, ١, · · · , n−١ به ازاي
دارد وجود ξ ∈ [tk, tk+١] ،t ∈ (tk, tk+١) به ازاي اکنون مي شود. استفاده آن از روش خطاي ثابت آوردن به دست براي در ادامه که اند
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به طوري که

∣∣∣u′(x, t)−U
(k)
١ (t)

∣∣∣ ≃∣∣∣u′(x, tk) + (t− tk)
١
٢
u′′(x, ξ)−U

(k)
١ (t)

∣∣∣
≃
∣∣∣U(k)

١ (t) + (t− tk)U
(k)
٢ (t)−U

(k)
١ (t)

∣∣∣
≃
∣∣∣(t− tk)U

(k)
٢ (t)

∣∣∣
≤
∣∣∣t− tk

∣∣∣ max
٠⩽t⩽tn

(
U

(k)
٢ (t)

)
≤∆tU٢,

(٣ .۴)

و است O(∆x)٢ مرتبه از برشي خطاي آن در که

∣∣∣t− tk

∣∣∣ ≤ ∆t, U٢ = max
٠≤t≤tn

(
U

(k)
٢ (t)

)
.

که است روشن ،(٢ .۴) و (١ .۴) برشي خطاي گرفتن ناديده با

CDα
t u(x, t) =

١
Γ(١ − α)

∫ tn

t٠

(tn − s)−αu′(x, s)ds

=
١

Γ(١ − α)

n−١∑
k=٠

∫ tk+١

tk

(tn − s)−αu′(x, s)ds

≃ ١
Γ(١ − α)

n−١∑
k=٠

U
(k)
١ (t)

∫ tk+١

tk

(tn − s)−αds

≃
n−١∑
k=٠

bn−k−١U
(k)
١ (t),

(۴ .۴)

آن در که

t٠ = ٠, bn−k =
(∆t)١−α

Γ(٢ − α)

[
(n− k + ١(١−α − (n− k)١−α

]
.

آن گاه باشد. ثابت x با ،u(x, t) ∈ C٢[t٠, T ] و ٠ < α < ١ کنيم فرض .١ .۴ لم

∣∣∣ ١
Γ(١ − α)

∫ tn

t٠

(tn − s)−αu′(x, s)ds−
n−١∑
k=٠

bn−k−١U
(k)
١ (t)

∣∣∣ ≤ C(∆t)٢−α,

است. f و α از مستقل C ثابت آن در که
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آورد: به دست زير به صورت را خطا ثابت مي توان ،(٣ .۴) و (۴ .٢) ،(١. ٢) از استفاده با اثبات.

∣∣∣ ١
Γ(١ − α)

∫ tn

t٠

(tn − s)−αu′(x, s)ds−
n−١∑
k=٠

bn−k−١U
(k)
١ (t)

∣∣∣
=
∣∣∣ ١
Γ(١ − α)

n−١∑
k=٠

∫ tk+١

tk

(tn − s)−αu′(x, s)ds−
n−١∑
k=٠

bn−k−١U
(k)
١ (t)

∣∣∣
=
∣∣∣ ١
Γ(١ − α)

n−١∑
k=٠

∫ tk+١

tk

(tn − s)−αu′(x, s)ds− ١
Γ(١ − α)

n−١∑
k=٠

U
(k)
١ (t)

∫ tk+١

tk

(tn − s)−α
∣∣∣

=
∣∣∣ ١
Γ(١ − α)

n−١∑
k=٠

∫ tk+١

tk

(tn − s)−α
(
u′(x, s)−U

(k)
١ (t)

)∣∣∣ds
≤ ١
Γ(١ − α)

n−١∑
k=٠

∫ tk+١

tk

(tn − s)−α
∣∣∣u′(x, s)−U

(k)
١ (t)

∣∣∣ds
≤ ∆tU٢

Γ(٢ − α)

n−١∑
k=٠

[
(tn − tk)

١−α − (tn − tk+١)
١−α

]
=

∆tU٢

Γ(٢ − α)

[
(tn − t٠)

١−α − (tn − t١)
١−α + (tn − t١)

١−α − (tn − t٢)
١−α + · · ·

+(tn − tn−١)
١−α − (tn − tn)

١−α
]

=
∆tU٢

Γ(٢ − α)
(tn − t٠)

١−α

=
(∆t)٢−αU٢

Γ(٢ − α)
n١−α

=C(∆t)٢−α,

(۵ .۴)

آن در که
C =

U٢

Γ(٢ − α)
n١−α, U٢ = max

٠≤t≤tn

(
U

(k)
٢ (t)

)
.

است. کامل اثبات بنابراين

عددي نتايج ۵
خواهد قرار مطالعه مورد غيرخطي و خطي کسري  جزيي مشتقات با ديفرانسيل ازمعادلات عددي مثال چند پيش نهادي روش توضيح براي

به صورت L٢ نرم خطاي ماکسيمم از مثال ها اين در گرفت.

max
٠⩽n⩽nT

∥u− Un∥N = max
٠⩽n⩽nT

√√√√∆x

N−١∑
j=٠

(U(xj, tn)− u(xj, tn))٢, (١ .۵)

اند. (xj, tn) در روش از حاصل عددي و دقيق جواب هاي به ترتيب ،u(xj, tn) و U(xj, tn) آن در که مي کنيم استفاده
فرمول هاي از استفاده با t به نسبت حاضر روش عددي هم گرايي مرتبه

log٢
E(∆t, T )

E(∆t
٢ , T )

, (٢ .۵)
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و

log١٠(
E(∆ti,T )

E(∆ti+١,T )
)

log١٠(
nTi+١
nTi

)
, i = ١, ٢, · · · , (٣ .۵)

است. بيان شده بخش اين در روش محاسباتي هزينه .E(∆t, T ) =| U(x, T )− u(x, T
∆t

| آن در که مي آيد به دست

بگيريم: نظر در را زير انتشار معادله [٢٣] .١ .۵ مثال
CDα

t U(x, t) = Uxx + f(x, t), (x, t) ∈ (٠, ١)× (٠, ١], ٠ < α < ١,
U(x, ٠) = ٢ sin(π۶x), x ∈ [٠, ١],
U(٠, t) = U(١, t) = ٠, t ∈ [٠, ١].

(۴ .۵)

U(x, t) = (t٢+α + t + ٢) sin(π۶x) آن دقيق جواب که مي کنيم انتخاب طوري را فوق معادله از f(x, t) راست سمت تابع
داريم: به سادگي هم چنين باشد.

f(x, t) =
(Γ(٣ + α)

Γ(٣)
t٢ +

Γ(٢)
Γ(٢ − α)

t١−α +
π٢

٣۶
(t٢+α + t+ ٢)

)
sin(

π

۶
x).

داريم: ،x به نسبت (۴ .۵) طرفين به ديفرانسيل تبديل روش اعمال با مسئله، حل براي

DTM
[
CDα

t U(x, t)
]
= DTM

[
Uxx

]
+DTM

[
f(x, t)

]
. (۵ .۵)

داشت: خواهيم بنابراين

CDα
t Uk(t) = (k + ٢)(k + ١)Uk+٢(t) + Fk(t) (۶ .۵)

آن در که

Fk(t) =

{
٠, باشد زوج k,

(−١)
k−١

٢ B πk

۶kk!
, باشد فرد k, (٧ .۵)

و

B =
(Γ(٣ + α)

Γ(٣)
t٢ +

Γ(٢)
Γ(٢ − α)

t١−α +
π٢

٣۶
(t٢+α + t+ ٢)

)
.

داشت: خواهيم (۶ .۵) در (۵ .٢) و (۴ .٢) اعمال با يعني مي کنيم. حل را فوق معادله کسري اويلر روش از استفاده با اکنون

Uk(ti) = Uk(t٠) + (∆t)α
i−١∑
j=٠

bj,i

[
(k + ٢)(k + ١)Uk+٢(tj) + Fk(tj)

]
, (٨ .۵)

معلوم اند. k = ٠, ١, ٢, · · · , N ،Uk(t٠) مرزي، و اوليه شرايط به باتوجه .i = ١, ٢, · · ·, nT , k = ١, ٢, · · ·, N به ازاي
،k = ١, ٢, · · · , N ،Uk(ti) همه به طوري که کرد، محاسبه t١, t٢, · · · , tnT

نقاط در را k = ١, ٢, · · · , N ،Uk بايد اکنون
همه مشابه طور به و ،t٢ نقطه در سپس مي آيند، به دست t١ نقطه در Uk-ها همه ابتدا در آمد. خواهند به دست i = ١, ٢, · · · , nT

١ شکل هاي در عددي نتايج مي آيد. به دست u(x, t) ،(١. ١) در Uk(ti) جاي گذاري با آمد. خواهند به دست tnT
نقطه در Uk-ها

کند سرعت ايراد و مي دهند نشان بررسي مورد بازه طول در خوب پايداري عددي نتايج که ديد مي توان شده اند. نشان داده  ١ جدول و ٢ و
با عددي هم گرايي مرتبه که ديد مي توان ١ جدول به توجه با نمي شود. مشاهده بزرگ بازه هاي در ديفرانسيل تبديل روش براي هم گرايي

دارد. مطابقت روش تئوري هم گرايي مرتبه
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.T = ١ ،N = ١٠ با ١ .۵ مثال براي L٢ نرم خطاي ماکسيمم :١ جدول
EOC α = ٠٫٩ EOC α = ٠٫٧ EOC α = ٠٫۵ EOC α = ٠٫٢ NFE ١

∆t

٩٫۶٨e− ٢ ٨٫۵٨e− ٢ ٨٫٢۶e− ٢ ٩٫٢٨e− ٢ ١٠ ١٠
١٫٠٣ ٩٫٣٨e− ٣ ١٫٠٢ ٨٫٠٨e− ٣ ١٫٠۴ ٧٫۵۴e− ٣ ١٫٠۵ ٨٫٢٨e− ٣ ١٠٠ ١٠٠
١٫٠١ ١٫٨۴e− ٣ ١٫٠١ ١٫۵٨e− ٣ ١٫٠٢ ١٫۴۵e− ٣ ١٫٠۴ ١٫۵۵e− ٣ ۵٠٠ ۵٠٠
١٫٠١ ٩٫١٨e− ۴ ١٫٠٠ ٧٫٩٠e− ۴ ١٫٠١ ٧٫٢٨e− ۴ ١٫٠٣ ٧٫۵٨e− ۴ ١٠٠٠ ١٠٠٠

بگيريم: نظر در را زير غيرخطي کسري جزيي مشتقات با ديفرانسيل معادله [٢۴] .٢ .۵ مثال
CDα

t u(x, t) = Uxx + g(x, t) + U ٢, (x, t) ∈ (٠, ١)× [٠, ١], ٠ < α < ١,
U(x, ٠) = ٢ sin(π٨x), x ∈ [٠, ١],
U(٠, t) = U(١, t) = ٠, t ∈ [٠, ١],

(٩ .۵)

آن در که
(١٠ .۵)

g(x, t) =
[ Γ(٢)
Γ(٢ − α)

t١−α+
Γ(٣ + α)

Γ(٣)
t٢+

π٢

۶۴
(t٢+α+t+١)

]
sin(

π

٨
)x−(t٢+α+t+١)٢ sin٢(

π

٨
x).

است. U(x, t) = (t٢+α + t+ ١) sin(π٨x) آن دقيق جواب و
داريم: (٩ .۵) طرفين به ديفرانسيل تبديل اعمال با منظور،  اين براي مي بريم. به کار غيرخطي حالت براي را نظر مورد روش مثال اين در

DTM
[
CDα

t U(x, t)
]
= DTM

[
Uxx

]
+DTM

[
g(x, t)

]
+DTM

[
U ٢

]
. (١١ .۵)

داشت: خواهيم بنابراين

CDα
t Uk(t) = (k + ٢)(k + ١)Uk+٢(t) +

{
٠, باشد زوج k,

(−١)
k−١

٢ B πk

٨kk!
, باشد فرد k, + Ak−١(t), (١٢ .۵)

آن در که

B =
( Γ(٢)
Γ(٢ − α)

t١−α +
Γ(٣ + α)

Γ(٣)
t٢ +

π٢

۶۴
(t٢+α + t+ ١)

)
,

آدوميان چندجمله اي هاي از استفاده با غيرخطي عبارت و

An =
١
n!

[ dn

dλn
[f(

∞∑
i=٠

λiui)]
]
λ=٠

, (١٣ .۵)

(١٢ .۵) در (۵ .٢) و (۴ .٢) روابط اعمال با يعني مي شوند. حل حاصل معادلات کسري اويلر روش از استفاده با حال مي شود. زده تقريب
داشت: خواهيم

Uk(ti) = Uk(t٠) + (∆t)α
i−١∑
j=٠

bj,i

[
(k + ٢)(k + ١)Uk+٢(tj) +Hk−١(tj) + Ak−١(tj)

]
, (١۴ .۵)

که

Hk−١ =

{
٠, باشد زوج k,

(−١)
k−١

٢ B πk

٨kk!
, باشد فرد k, − Ak−١,

.i = ١, ٢, · · · , nT ،k = ١, ٢, · · · , N به ازاي
در Uk(ti) جاي گذاري با مي آيند. به دست t١, t٢, · · · , tnT

نقاط در k = ١, ٢, · · · , N به ازاي Uk-ها همه صورت اين در
خوب پايداري عددي نتايج که ديد مي توان شده اند. نشان داده ٢ جدول و ٣ و ٢ شکل هاي در عددي نتايج مي آيد. به دست u(x, t) ،(١. ١)
با نمي شود. مشاهده بزرگ بازه هاي در ديفرانسيل تبديل روش براي هم گرايي کند سرعت ايراد و مي دهند نشان بررسي مورد بازه طول در

دارد. مطابقت روش تئوري هم گرايي مرتبه با عددي هم گرايي مرتبه که ديد مي توان ٢ جدول به توجه
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دقيق جواب بالايي شکل  .nT = ١٠ و T = ١ ،N = ١٠ ،α = ٠٫٩ با ٢ .۵ مثال براي خطا با همراه عددي و دقيق جواب هاي رفتار :٣ شکل
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.T = ١ ،N = ١٠ با ٢ .۵ مثال براي L٢ نرم خطاي ماکسيمم :٢ جدول
EOC α = ٠٫٩ EOC α = ٠٫٧ EOC α = ٠٫۵ EOC α = ٠٫٢ NFE ١

∆t

٧٫٩١e− ٢ ٧٫٠٧e− ٢ ۶٫٨۵e− ٢ ٧٫٧٨e− ٢ ١٠ ١٠
١٫٠١ ٧٫٧٠e− ٣ ١٫٠٢ ۶٫۶٧e− ٣ ١٫٠۴ ۶٫٢٨e− ٣ ١٫٠۵ ۶٫٩٧e− ٣ ١٠٠ ١٠٠
١٫٠١ ١٫۵١e− ٣ ١٫٠١ ١٫٣٠e− ٣ ١٫٠٢ ١٫٢٢e− ٣ ١٫٠۴ ١٫٣١e− ٣ ۵٠٠ ۵٠٠
١٫٠٠ ٧٫۵٢e− ۴ ١٫٠٠ ۶٫۵١e− ۴ ١٫٠١ ۶٫٠۶e− ۴ ١٫٠٣ ۶٫٣٨e− ۴ ١٠٠٠ ١٠٠٠

نتيجه گيري ۶
ديفرانسيل معادلات حل براي کسري خطي چند گامي روش هاي و ديفرانسيل تبديل روش دو از ترکيبي براساس جديد روش يک مقاله اين در
کسري خطي معمولي ديفرانسيل معادلات از دستگاه يک x متغير به نسبت ديفرانسيل تبديل روش اعمال با شد. پيش نهاد کسري جزئي
آدوميان تجزيه روش از غيرخطي عبارت هاي براي شدند. حل کسري خطي چند گامي روش هاي از استفاده با که شد حاصل زمان متغير نسبت
تئوري به صورت هم بزرگ بازه هاي براي کند هم گرايي در ديفرانسيل تبديل روش ايراد نظر نقطه از به ويژه روش پايداري خاصيت شد. استفاده

شدند. نشان داده مثال ها با هم و
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Abstract: In this paper, an iterative method for obtaining the numerical solutions of fractional partial
differential equations is proposed. This method is based on the combination of the differential transform
method with fractional linear multistep methods. The proposed method has a very low computational
cost, with the help of which fractional partial differential equations are converted into a system of ordinary
differential equations. Then the resulting equations are solved with high accuracy by applying fractional
linear multi-step methods such as fractional Euler method. The obtained series of solutions in the differen-
tial transform method has a slow convergence in large regions. In this study, by combining the mentioned
method with linear multi-step methods, this shortcoming is solved. Numerical results show that the ob-
tained solutions are in good agreement with the exact solution. The results confirm the proven stability
and accuracy of the method.

Keywords: Fractional differential equations, Numerical method, Stability, Differential transform
method, Fractional linear multi-step method.
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