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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
٧٨ -۵٩ ص ،١ شماره ،١٣ دوره ،١۴٠٢ سال

انتگرال-ديفرانسيل معادلات براي ژاکوبي شبه طيفي روش هم گرايي تحليل
L٢
ωα,β

(I) فضاي در تأخيري کسري

اسکندري نوري هادي محمد ،* قوتمند مهدي پيک رايگان، نرگس

ايران شاهرود، شاهرود، صنعتي دانشگاه رياضي، علوم دانشکده

رازاني عبدالرحمن مسئول: دبير

١۴٠٢/٣/٣ پذيرش: تاريخ ١۴٠٠/١٠/١٩ دريافت: تاريخ

از بسياري حل براي دارند که بالايي هم گرايي سرعت و دقت به دليل اخير سال هاي در شبه طيفي روش هاي چکيده:
حل براي کارا ژاکوبي شبه طيفي روش يک مقاله، اين در شده اند. گرفته به کار انتگرال و ديفرانسيل معادلات رده هاي
را روش هم گرايي قضيه، و لم چندين ارائه با سپس مي کنيم. ارائه تأخيري کسري انتگرال-ديفرانسيل معادلات از رده اي

مي کنيم. مشخص را خطا کران هاي و کرده بررسي L٢
ωα,β(I) فضاي روي

معادله ژاکوبي-گاوس، نقاط لاگرانژ، درون ياب چندجمله اي هاي کاپوتو، و ريمان-ليوويل کسري مشتقات کليدي: واژه هاي
تأخيري. کسري انتگرال-ديفرانسيل

65R20,65L70,65L20,45J05,26A33 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
يک به علاوه و است کسري مرتبه از آن ها در ظاهرشده مشتق مرتبه که معادلاتي اند کسري، تأخيري انتگرال-ديفرانسيل و ديفرانسيل معادلات
شده ارائه تأخيري کسري ديفرانسيل معادلات حل براي اصلاح شده عملياتي ماتريس روش ،[١٨] در دارد. وجود معادلات اين در تأخير پارامتر
هم گرايي تحليل با و يافتند دست کارآمد الگوريتمي به و کردند استفاده خود روش ارائه براي کاپوتو کسري مشتق از همکاران، و سيام است.
ريمان- کسري انتگرال هاي و لژاندر موجک روش از همکاران و يوتانان دادند. نشان را خود کار بالاي توانايي مثال، چندين ارائه و خود کار
تا بردند بهره نيز معکوس لاپلاس تبديل از راه اين در آن ها .[٢١] کنند حل را کسري تأخيري ديفرانسيل معادلات تا کردند استفاده ليوويل
کسري مشتق از استفاده با مادوري و گاندي کردند. بررسي L٠]٢, ١] درفضاي را خطا کران هاي آن ها هم چنين يابند. دست جبري معادله به
مبتني تقريبي از آن ها .[۴] کردند ارائه کسري تأخيري ديفرانسيل معادلات حل براي را بالاتر مرتبه از عددي طرح دو ريمان-لپوويل، و کاپوتو
مبتني تقريب که دادند نشان و کرده استفاده کاپوتو کسري مشتق براي متناهي تفاضل بر مبتني تقريب از و ريمان-ليوويل کسري مشتق بر
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تاو روش از همکاران و شهمراد است. درون ياب بر مبتني تقريب به نسبت درصد ۵٠ حدود در کمتري محاسبات داراي متناهي، تفاضل بر
و کردند استفاده ريمان-ليوويل خطي انتگرال از آن ها .[١۶] کردند استفاده تأخيري کسري انتگرال-ديفرانسيل معادلات از رده اي حل براي
با که بود تأخيري کسري ولتراي انتگرال-ديفرانسيل معادلات حل آن ها هدف درواقع، پرداختند. تاو روش عملياتي ماتريس فرمول بيان به
کران هاي نهايت در و کنند تبديل غيرخطي معادلات دستگاه يک به کسري مشتق مفهوم در را معادلات اين توانستند ماتريس اين از استفاده

آوردند. به دست نيز را خود خطاي
شبه طيفي روش از تعميمي که اند کرده ارائِه تأخيري کسري ديفرانسيل معادلات حل براي شبه طيفي روش يک نويسندگان [٩] در اما
کسري انتگرال-ديفرانسيل معادلات براي شبه طيفي روش اين [١٠] در هم چنين است. کسري ديفرانسيل معادلات براي [٢٠] در ارائه شده
دوم بخش در است. زير به صورت مقاله اين ساختار است. گرفته صورت L∞

ωα,β(I) فضاي در خطا تحليل و است شده داده توسيع تأخيري
ما به که است لم چندين شامل چهار بخش مي کنيم. بيان را خود عددي رويکرد سوم، بخش در مي پردازيم. پايه اي مفاهيم از برخي بيان به
براي پيش نهادهايي و نتيجه گيري پنجم، بخش در کنيم. بررسي L٢

ωα,β(I) فضاي در را خود کار خطاي تحليل بتوانيم تا مي کنند کمک
شد. خواهد ارائه آينده کارهاي

پايه مفاهيم ٢
مي دهيم. ارائه را بعدي بخش هاي در نياز مورد مفاهيم و مقدمات از برخي بخش، اين در

کاپوتو کسري انتگرال و مشتق ٢. ١
مي شود: تعريف زير به صورت n مثبت صحيح عدد يک براي n− ١ < γ < n مرتبه از Ψ(·) کاپوتوي کسري مشتق .٢. ١ تعريف

C
a D

γ
t Ψ(t) =


١

Γ(n− γ)

∫ t

a

Ψ(n)(τ)

(t− τ)(γ−n+١)dτ, n− ١ < γ < n,

Ψ(n)(t), γ = n, t ∈ (a, b],
(٢. ١)

شده اند. تعريف [a, b] بازه روي Γ(·) گاماي تابع و Ψ(·) تابع آن در که

مي شود: تعريف زير به صورت γ ≥ ٠ مرتبه از Ψ(·) ريمان-ليوويل کسري انتگرال .٢. ٢ تعريف

C
a I

γ
t Ψ(t) =


١

Γ(γ)

∫ t

a
(t− τ)γ−١Ψ(τ)dτ, γ > ٠,

Ψ(t), γ = ٠.
(٢. ٢)

که باشيم داشته توجه .٢. ٣ تذکر

C
a I

γ
t

(
C
a D

γ
t Ψ(t)

)
= Ψ(t)−

n−١∑
j=٠

Ψ(j)(a)
tj

j!
. (٢. ٣)

شود. مراجعه [١۵ ،١۴ ،١١ ،٢] به کسري مشتقات و انتگرال ها مهم ويژگي هاي ساير مشاهده براي

سوبولوف فضاهاي و ژاکوبي چندجمله اي هاي ٢. ٢
توابع و ژاکوبي چندجمله اي هاي γ, η > −١ آن در که ωγ,η(t) = (١ − t)γ(١ + t)η, و J γ,η

n (t) کنيم فرض .۴ .٢ تعريف
مي کنند صدق زير رابطه در که اند I = [−١, ١] بازه روي متعامد چندجمله اي هايي چندجمله اي ها، اين باشد. متناظر }وزن 

J γ,η
n+١ = (Aγ,η

n t−Bγ,η
n )J γ,η

n (t)− Cγ,η
n J γ,η

n−١, n ≥ ١,
J γ,η
٠ (t) = ١, J γ,η

١ (t) = ١
٢(γ + η + ٢)t+ ١

٢(γ − η),
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آن در که

Aγ,η
n =

(٢n+ γ + η + ٢)(١n+ γ + η + ٢)
٢(n+ ١)(n+ γ + η + ١)

,

Bγ,η
n =

(η٢ − γ٢)(٢n+ γ + η + ١)
٢(n+ ١)(n+ γ + η + ٢)(١n+ γ + η)

,

Cγ,η
n =

(n+ γ)(n+ η)(٢n+ γ + η + ٢)
(n+ ١)(n+ γ + η + ٢)(١n+ γ + η)

. (۴ .٢)

کنيم فرض ، ١ ≤ p ≤ ∞ براي .۵ .٢ تعريف

Lp
ωγ,η(I) = {v : v است اندازه پذير و ||v||Lp

ωγ,η
< ∞},

١ ≤ p < ∞ براي آن در که

||v||Lp
ωγ,η (I) =

(∫ ١

−١
|v(t)|pωγ,η(t)dt

) ١
p

. (۵ .٢)

داريم ، p = ∞ براي
||v||L∞

ωγ,η (I) = ess sup
t∈I

|v(t)|.

ضرب که مي دهند تشکيل را کامل -متعامد L٢
ωγ,η(I) فضاي يک {J γ,η

n (t)}∞n=٠ ژاکوبي چندجمله اي هاي مجموعه .۶ .٢ تعريف
مي شود: بيان زير به صورت فضا اين در داخلي

(Ψ,Φ)L٢
ωγ,η (I)

=

∫ ١

−١
Ψ(t)Φ(t)ωγ,η(t)dt, Ψ,Φ ∈ L٢

ωγ,η(I).

فرمول بگيريم. نظر در N مثبت صحيح عدد يک براي را {ωγ,η
j }Nj=٠ متناظر وزن هاي و {sγ,ηj }Nj=٠ ژاکوبي-گاوس نقاط .٢. ٧ تعريف

است زير به صورت ژاکوبي-گاوس انتگرال  ∫تقريبي ١

−١
Ψ(t)ωγ,η(t)dt ≃

N∑
j=٠

Ψ(sγ,ηj )ωγ,η
j . (۶ .٢)

مي شود: تعريف زير به صورت Iγ,ηN Ψ ∈ PN لاگرانژ درون ياب چندجمله اي .٢. ٨ تعريف

Iγ,ηN Ψ(t) =
N∑
j=٠

Ψ(sγ,ηj )Lj(t), (٢. ٧)

فضاي PN و هستند آن ها متناظر نقاط و لاگرانژ درون ياب پايه اي توابع {sγ,ηj }Nj=٠ و Lj(t), j = ٠, ١, . . . , N آن در که
مي کنند. صدق Iγ,ηN Ψ(sγ,ηj ) = Ψ(sγ,ηj ), ٠ ≤ j ≤ N رابطه در توابع اين است. N درجه از حداکثر چندجمله اي هاي

وجود m مرتبه تا آن ها مشتقات به طوري که است Φ ∈ L٢(I) توابع تمام فضاي ،m ∈ N که Hm(I) سوبولوف فضاي .٢. ٩ تعريف
هستند L٢(I) فضاي در مشتقات اين و دارند

Hm(I) =
{
Φ : Φ(k) ∈ L٢(I), k = ٠, ١, . . . ,m

}
. (٢. ٨)

مي شوند: تعريف زير به صورت فضا اين در شبه نرم و نرم

||Φ||m,I =

(
m∑
k=٠

||Φ(k)(·)||٢L٢(I)

) ١
٢

, |Φ|m,I = ||Φ(m)(·)||L٢(I). (٢. ٩)
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باشد: زير داخلي ضرب به مجهز هرگاه مي شود، ناميده  هيلبرت فضاي يک Hm(I) فضاي .٢. ١٠ تعريف

(Ψ,Φ)m,I =
m∑
j=٠

∫
I

Ψ(j)(t)Φ(j)(t)dt. (٢. ١٠)

مي شود: تعريف زير به صورت وزن دار ژاکوبي سوبولوف فضاي

Hm,N
ωγ,η (I) :=

{
Ψ : Ψ(p)(·) ∈ L٢

ωγ+p,α+p(I), p = ٠, ١, . . . ,m
}
, m ∈ N, (٢. ١١)

از است عبارت آن نرم و

|Ψ|Hm,N
ωγ,η (I)

=

 m∑
i=min(m,N+١)

∥ Ψ(i) ∥٢
L٢
ωγ,η (I)

 ١
٢

. (٢. ١٢)

تأخيري کسري انتگرال-ديفرانسيل معادلات براي ژاکوبي شبه طيفي روش ٣

بگيريم. نظر در را زير تأخيري کسري انتگرال-ديفرانسيل معادله
(٣. ١)

C
٠ D

γ
t Ψ(t) = q١(t)Ψ(t) + q٢(t)Ψ(t− µ) + λ١

∫ t

٠ K١(t, τ)Ψ(τ)dτ + λ٢
∫ t

t−µ
K٢(t, τ)Ψ(τ)dτ

+f(t), ٠ ≤ t ≤ T,
Ψ(t) = χ(t), − µ ≤ t ≤ ٠,

پيوسته به طور که است تأخير تابع χ : [٠, T ] → Rn معلوم اند، توابعي Ki, i = ١, ٢ هسته توابع و q٢(t) ،q١(t) ،f آن در که
معين تأخير پارامتر يک ٠ < µ < T و (λ١, λ٢) ̸= (٠, ٠) ،٠ < γ ≤ ١ مجهول، تابع Ψ : [٠, T ] → Rn است، مشتق پذير

مي کنيم بازنويسي زير معادل شکل به تأخير تابع جايگزيني با را (٣. ١) ابتدا، است.
(٣. ٢)

C
٠ D

γ
t Ψ(t) =


q١(t)Ψ(t) + q٢(t)χ(t− µ) + λ١

∫ t

٠ K١(t, τ)Ψ(τ)dτ

+λ٢
∫ ٠
t−µ

K٢(t, τ)χ(τ)dτ + λ٢
∫ t

٠ K٢(t, τ)Ψ(τ)dτ + f(t), ٠ ≤ t ≤ µ,

q١(t)Ψ(q) + q٢(t)Ψ(t− µ) + λ١
∫ t

٠ K١(t, τ)Ψ(τ)dτ

+λ٢
∫ t

t−µ
K٢(t, τ)Ψ(τ)dτ + f(t), µ < t ≤ T,

Ψ(٠) = χ(٠).

مي گيريم به کار را زير متغيرهاي تغيير ژاکوبي، چندجمله اي هاي از استفاده براي

t =
T

٢
(١+ z), z =

٢t
T

− ١, τ =
T

٢
(١+ ϑ), ϑ =

٢τ
T

− ١. (٣. ٣)

هم چنين .U(z − µ̄− ١) = Ψ(t− µ) بنابراين، .U(z) = Ψ(T٢ (١+ z)) مي کنيم تعريف
(۴ .٣)

q̄١(z) = q١(
T
٢ (١+ z)), q̄٢(z) = q٢(

T
٢ (١+ z)), χ̄(z − µ̄) = χ(t− µ) = χ(T٢ (z − µ̄)),

K̄١(z, ϑ) = K١

(
T

٢
(١+ z),

T

٢
(١+ ϑ)

)
, K̄٢(z, ϑ) = K٢

(
T

٢
(١+ z),

T

٢
(١+ ϑ)

)
,

f̄(z) = f(T٢ (١+ z)).
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z ∈ که C
٠ D

γ
t Ψ(t) =

(
٢
T

)γ
C
−١D

γ
zU(z) رابطه و (۴ .٣) ،(٣. ٣) ،(٢. ٣) روابط از استفاده با را (٣. ٢) سيستم مي توانيم حال

( V (z) = C
−١D

γ
zU(z) کنيم (فرض کنيم. تبديل زير معادل سيستم به (−١, ١]

(۵ .٣)

V (z) =



(
T

٢

)γ

q̄١(z)U(z) +

(
T

٢

)γ

q̄٢(z)χ̄(z − µ̄) +

(
T

٢

)γ+١

λ١
∫ z

−١ K̄١(z, ϑ)U(ϑ)dϑ

+

(
T

٢

)γ+١

λ٢
∫ z

−١ K̄٢(z, ϑ)U(ϑ)dϑ+

(
T

٢

)γ

f̂(z), − ١ ≤ z ≤ µ̄,(
T

٢

)γ

q̄١(z)U(z) +

(
T

٢

)γ

q̄٢(z)U(z − µ̄− ١) +
(
T

٢

)γ+١

λ١
∫ z

−١ K̄١(z, ϑ)U(ϑ)dϑ

+

(
T

٢

)γ+١

λ٢
∫ z

z−µ̄−١ K̄٢(z, ϑ)U(ϑ)dϑ+

(
T

٢

)γ

f̄(z), µ̄ < z ≤ ١,

U(z) =
١

Γ(γ)

∫ z

−١(z − ϑ)γ−١V (ϑ)dϑ+ χ̄(−١),

و ϑ١(z, s) = ١+z
٢ s + z−١

٢ متغيرهاي تغيير از .f̂(z) =

(
T

٢

)
λ٢
∫ −١
z−µ̄−١ K̄٢(z, ϑ)χ̄(ϑ)dϑ + f̄(t) آن در که

انتگرال ها و دهيم انتقال [−١, ١] بازه به را فوق انتگرال هاي کران هاي تا مي کنيم استفاده ،ϑ(z, s) = µ̄+ ١
٢

s+
٢z − µ̄− ١

٢
داريم بنابراين، بزنيم. تقريب ژاکوبي-گاوس فرمول از استفاده با (۵ .٣) در را

V (z) =



(
T

٢

)γ

q̄١(z)U(z) +

(
T

٢

)γ

q̄٢(z)χ̄(z − µ̄)

+

(
z + ١
٢

)(
T

٢

)γ+١

λ١
∫ ١
−١ K̄١ (z, ϑ١(z, s))U (ϑ١(z, s)) ds

+

(
z + ١
٢

)(
T

٢

)γ+١

λ٢
∫ ١
−١ K̄٢ (z, ϑ١(z, s))U (ϑ١(z, s)) ds

+

(
T

٢

)γ

f̂(z), − ١ ≤ z ≤ µ̄,(
T

٢

)γ

q̄١(z)U(z) +

(
T

٢

)γ

q̄٢(z)U(z − µ̄− ١)

+

(
z + ١
٢

)(
T

٢

)γ+١

λ١
∫ ١
−١ K̄١ (z, ϑ١(z, s))U (ϑ١(z, s)) ds

+

(
µ̄+ ١
٢

)(
T

٢

)γ+١

λ٢
∫ ١
−١ K̄٢ (z, ϑ (z, s))U (ϑ (z, s)) ds

+

(
T

٢

)γ

f̄(z), µ̄ < z ≤ ١,

U(z) =
١

Γ(γ)

(
١+ z

٢

)γ ∫ ١
−١)١− s)γ−١V (ϑ١(z, s)) ds+ χ̄(−١),

(۶ .٣)

در متناظر وزن توابع و ژاکوبي-گاوس نقاط به صورت را ω−β,−β وزن هاي و {z−β,−β
i }Ni=٠ هم محلي نقاط .β = ١− γ کنيم فرض

مي کنيم تعريف بگيريم. نظر

Ui = UN(z
−β,−β
i ), Vi = VN(z

−β,−β
i ), UN(z) =

N∑
j=٠

UjLj(z), VN(z) =
N∑
j=٠

VjLj(z). (٣. ٧)
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نتيجه در

UN(z − µ̄− ١) =
N∑
j=٠

UjLj(z − µ̄− ١). (٣. ٨)

مي يابيم دست زير خطي جبري معادلات دستگاه به ژاکوبي-گاوس انتگرال فرمول هاي از استفاده با و فوق روابط کمک با حال
(٣. ٩)

Vi =



(
T

٢

)γ

q̄١(z
−β,−β
i )Ui +

(
T

٢

)γ

q̄٢(z
−β,−β
i )χ̄(z−β,−β

i − µ̄)

+

(
z−β,−β
i + ١

٢

)(
T

٢

)α+١∑N
j=٠ uj

∑N
k=٠

(
λ١K̄١

(
z−β,−β
i , ϑ١(z

−β,−β
i , sk)

)
+λ٢K̄٢

(
z−β,−β
i , ϑ١(z

−β,−β
i , sk)

))
Lj

(
ϑ١(z

−β,−β
i , sk)

)
ω٠,٠
k

+

(
T

٢

)γ

f̂(z−β,−β
i ), i = ١, ٢, . . . , lµ̄,(

T

٢

)γ

q̄١(z
−β,−β
i )Ui +

(
T

٢

)γ

q̄٢(z
−β,−β
i )

∑N
j=٠ UjLj(z

−β,−β
i − µ̄− ١)

+

(
z−β,−β
i + ١

٢

)(
T

٢

)γ+١

λ١

·
∑N

j=٠ Uj

∑N
k=٠ K̄١

(
z−β,−β
i , ϑ١(z

−β,−β
i , sk)

)
Lj

(
ϑ١(z

−β,−β
i , sk)

)
ω٠,٠
k

+

(
µ̄+ ١
٢

)(
T

٢

)γ+١

λ٢

·
∑N

j=٠ Uj

∑N
k=٠ K̄٢

(
z−β,−β
i , ϑ٢

(
z−β,−β
i , sk

))
Lj

(
ϑ٢

(
z−β,−β
i , sk

))
ω٠,٠
k

+

(
T

٢

)α

f̄(z−β,−β
i ), i = lµ̄ + ١, . . . , N,

Ui =
١

Γ(γ)

(
z−β,−β
i + ١

٢

)γ∑N
k=٠
∑N

j=٠ VjLj

(
ϑ١(z

−β,−β
i , ŝk)

)
ω−β,٠
k + χ̄(−١), i = ١, ٢, . . . , N,

(U٠, U١, . . . , UN) و {ŝk}Nk=٠ و {sk}Nk=٠ ژاکوبي-گاوس نقاط با متناظر وزن توابع ٠,ω−β}به ترتيب،
k }Nk=٠ و {ω٠,٠

k }Nk=٠ آن در که
،(٣. ٩) حل با مي کند. صدق zlµ̄ ≤ µ̄ < zlµ̄+١ < T رابطه در نيز lµ̄ انديس مسئله اند. مجهول پارامترهاي (V٠, V١, . . . , VN) و

آوريم. به دست هم زمان به صورت آن کسري مشتق و (٣. ١) براي تقريبي جواب يک مي توانيم

L٢
ωα,β

(I) فضاي در خطا تحليل و هم گرايي ۴

کرد. خواهيم اثبات مفيد لم چندين ارائه با L٢
ωγ,η(I) فضاي در را پيشنهادي روش هم گرايي بخش، اين در

مفيد لم چندين ١ .۴
(N+١) به مربوط Ψ درون ياب چندجمله اي I−α,−α

N Ψ که کنيم فرض بگيريم. نظر در را Ψ ∈ Hm,N

L٢
ω−α,−α (I)

([١٩ ،٣]) .١ .۴ لم

برقرار زير روابط اين صورت، در .I−α,−α
N Ψ(x) =

∑N
j=٠Ψ(xj)Lj(x) يعني مي دهد، نشان را {xj}Nj=٠ ژاکوبي-گاوس نقطه

هستند

||I−α,−α
N Ψ−Ψ||L٢

ω−α,−α (I) ≤ c٢N
−m|Ψ|Hm,N

ωγ,η (I)
, (١ .۴)
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||I−α,−α
N Ψ−Ψ||L∞(I) ≤


c٢N

١−α−m|Ψ|Hm,N

ω
− ١

٢ ,−
١
٢
(I), ٠ ≤ α < ١

٢ ,

c٢N
١
٢−m logN |Ψ|Hm,N

ω
− ١

٢ ,−
١
٢
(I),

١
٢ ≤ α < ١,

(٢ .۴)

است. چبيشف وزن تابع ω− ١
٢ ,−

١
٢ آن در که

نامنفي موضعي انتگرال پذير توابعي Φ و Ψ کنيم فرض و بگيريم نظر در را ٠ < α < ١ و M ≥ ٠ گرونوال) [۶])(نامساوي ) .٢ .۴ لم
مي کنند صدق زير رابطه در و شده اند تعريف [−١, ١] بازه روي که هستند

Ψ(x) ≤ Φ(x) +M

∫ x

−١
(x− τ)−αΨ(τ)dτ.

به طوري که دارد وجود c̄٣ ثابت اين صورت، در

Ψ(x) ≤ Φ(x) + c̄٣M

∫ x

−١
(x− τ)−αΦ(τ)dτ, − ١ ≤ x < ١.

کند صدق زير رابطه در g(x) نامنفي انتگرال پذير تابع اگر به علاوه

g(x) ≤ E(x) +M

∫ x

−١
g(s)ds, − ١ < x ≤ ١,

به طوري که دارد وجود c٣ ثابت آن گاه است، انتگرال پذير تابع يک E(x) آن در که
||g||L∞(−١,١) ≤ c٣||E||L∞(−١,١),

||g||Lp

ω−γ,η (−١,١) ≤ c٣||E||Lp

ω−γ,η (−١,١), p ≥ ١. (٣ .۴)

تابع يک و cκ,ζ > ٠ ثابت يک اين صورت، در باشد. نامنفي صحيح عدد يک κ و ζ ∈ (٠, ١) کنيم فرض ([١٣ ،١٢]) .٣ .۴ لم
به طوري که دارد، وجود Ψ ∈ Cκ,ζ(I) تابع هر براي FNΨ ∈ PN چندجمله اي

||Ψ−FNΨ||L∞(I) ≤ cκ,ζN
−(κ+ζ)||Ψ||Cκ,ζ , (۴ .۴)

است. Cκ,ζ(I) فضاي در استاندارد نرم || · ||κ,ζ و خطي عمل گر يک FN : Cκ,ζ(I) → PN آن در که
زير رابطه با Ψ ∈ C(I) هر به ازاي η ∈ (٠, ١) ثابت و K(·, ·) مفروض تابع يک براي M تبديل که کنيم فرض ([١٧]) .۴ .۴ لم

باشد شده تعريف

MΨ(x) =

∫ x

−١
(x− τ)−ηK(x, τ)Ψ(τ)dτ. (۵ .۴)

آن در که باشد ||K||L∞(D) و ||K||C٠,ζ به وابسته است ممکن c۴) دارد وجود c۴ ثابت اين صورت در
به طوري که ،(D = [−١, ٢[١

|MΨ(x′)−MΨ(x′′)|
|x′ − x′′|ζ

≤ c۴max
x∈I

|Ψ(x)|,

.x′ ̸= x′′ و x′, x′′ ∈ I هر براي ،٠ < ζ < ١− η فرض با
که مي دهد نتيجه اين

∥ MΨ ∥C٠,ζ≤ c۴max
x∈I

|Ψ(x)|, ٠ < ζ < ١− η.

پايه اي چندجمله اي هاي به ترتيب {xj}Nj=٠ و j = ٠, ١, . . . , N براي Lj(t) و باشد ثابت يک c۴ کنيم فرض ([٨]) .۵ .۴ لم
داريم Ψ(·) کراندار تابع هر براي را زير رابطه اين صورت، در باشند. متناظر ژاکوبي-گاوس نقاط و لاگرانژ درون ياب

sup
N

∥
N∑
j=٠

Ψ(xj)Lj(x) ∥L٢
ωγ,η (I)

≤ c۴max
x∈I

|Ψ(x)|,

است. Ψ(·) تابع از مستقل ثابتي c۴ آن در که
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هم گرايي تحليل ٢ .۴
کنيم فرض همچنين باشد. (۵ .٣) معادله دقيق و هموار جواب U(·) به علاوه و باشد ثابت تابع يک q̄١(z) = q١ کنيم فرض .۶ .۴ قضيه
٠ < γ < ١ ،U ∈ Hm+١

ω−β,−β(I) اگر باشند. (٣. ٧) رابطه متناظر و (٣. ٩) سيستم حل از حاصل تقريبي جواب هاي VN(·) (·)UNو
آن گاه ،β = ١− γ و

||EN(·)||L٢
ω−β,−β (I)

≤


A′

N ||U ||L٢
ω−β,−β (I)

+B′
N |V |Hm,N

ω
− ١

٢ ,−
١
٢
(I) + C ′

N |U |Hm,N

ω
− ١

٢ ,−
١
٢
(I),

١
٢
≤ γ < ١,

D′
N ||U ||L٢

ω−β,−β (I)
+ F ′

N |V |Hm,N

ω
− ١

٢ ,−
١
٢
(I) +M ′

N |U |Hm,N

ω
− ١

٢ ,−
١
٢
(I), ٠ ≤ γ <

١
٢
,

(۶ .۴)

||eN(·)||L٢
ω−β,−β (I)

≤


G′

N ||U ||L٢
ω−β,−β (I)

+H ′
N |V |Hm,N

ω
− ١

٢ ,−
١
٢
(I) +K ′

N |U |Hm,N

ω
− ١

٢ ,−
١
٢
(I),

١
٢
≤ γ < ١,

Q′
N ||U ||L٢

ω−β,−β (I)
+R′

N |V |Hm,N

ω
− ١

٢ ,−
١
٢
(I) + S ′

N |U |Hm,N

ω
− ١

٢ ,−
١
٢
(I), ٠ ≤ γ <

١
٢
,

(٧ .۴)
آن در که

K∗
١ = max

z∈[−١,١]
|K١(z, ϑ١(z, s))|Hm,N

ω
− ١

٢ ,−
١
٢
(I), (٨ .۴)

K∗
٢ = max

{
max

z∈[−١,١]
|K٢(z, ϑ١(z, s))|Hm,N

ω
− ١

٢ ,−
١
٢
(I), max

z∈[−١,١]
|K٢(z, ϑ٢(z, s))|Hm,N

ω
− ١

٢ ,−
١
٢
(I)

}
, (٩ .۴)

EN(z) = VN(z)− V (z), eN(z) = UN(z)− U(z), (١٠ .۴)

A′
N =

[
c١c۴N

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)

+


c١c۴c̄c٠,ζN

γ− ١
٢−m−ρ

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I)K

∗
١ + ||λ٢||L∞(I)K

∗
٢
)

A١N


·

(
c١c۴N

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٢N

−١
(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

)]
· ١
A٣N

,

(١١ .۴)

B′
N =

[
c٢N

−m +

(
c١c۴N

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٢N

−١
(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+

(
c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

))
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·
(
c٢c۴c̄c٠,ρN

γ−m−ζ

A١N

)]
· ١
A٣N

, (١٢ .۴)

C ′
N =

[
c١c٢c۴N

−٢m
(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٢c٢N

−١−m

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٢N

−m

(
c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ ٢

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

)

+

(
c١c۴N

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٢N

−١
(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

)

· c′N

]
· ١
A٣N

, (١٣ .۴)

D′
N =

[
c١c۴N

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)

+
(c١c۴c̄c٠,ζN−m−ζ logN

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I)K

∗
١ + ||λ٢||L∞(I)K

∗
٢
)

A٢N

)
·
(
c١c۴N

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٢N

−١
(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

)]
· ١
A٣N

,

(١۴ .۴)

F ′
N =

[
c٢N

−m +

(
c١c۴N

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٢N

−١
(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+

(
c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

))
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·

(
c٢c۴c̄c٠,ζN

١
٢−m−ζ logN

A٢N

)]
· ١
A٢N

, (١۵ .۴)

M ′
N =

[
c١c٢c۴N

−٢m
(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٢c٢N

−١−m

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٢N

−m

(
c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ ٢

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

)

+

(
c١c۴N

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٢N

−١
(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

)

·m′
N

]
· ١
A٣N

, (١۶ .۴)

G′
N =

[
c١c۴N

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
(١+ A′

N)

+


c١c۴c̄c٠,ζN

γ− ١
٢−m−ζ

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I)K

∗
١ + ||λ٢||L∞(I)K

∗
٢
)

A١N


·

(
١+ c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c١c۴N

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

))]
· ١
A۴N

,

(١٧ .۴)

H ′
N =

[
c٢N

−m + c١c۴B
′
NN

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+

(
c٢c۴c̄c٠,ζN

γ−m−ζ

A١N

)(
١+ c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c١c۴N

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

))]
· ١
A۴N

, (١٨ .۴)
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K ′
N =

[
c٢N

−m

(
١+ c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

)

+ c١c۴N
−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

) (
c٢N

−m + C ′
N

)
+

(
١+ c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c١c۴N

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

))
c′N

]
· ١
A۴N

,

(١٩ .۴)

Q′
N =

[
c١c۴N

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
(١+D′

N)

+


c١c۴c̄c٠,ζN

−m−ζ logN

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I)K

∗
١ + ||λ٢||L∞(I)K

∗
٢
)

A٢N


·

(
١+ c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c١c۴N

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

))]
· ١
A۴N

,

(٢٠ .۴)

R′
N =

[
c٢N

−m + c١c۴F
′
NN

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+

(
c٢c۴c̄c٠,ζN

١
٢−m−ζ logN

A٢N

)(
١+ c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c١c۴N

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

))]
· ١
A۴N

, (٢١ .۴)

S ′
N =

[
c٢N

−m

(
١+ c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

)

+ c١c۴N
−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

) (
c٢N

−m +M ′
N

)
+

(
١+ c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c١c۴N

−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

))
m′

N

]
· ١
A۴N

,

(٢٢ .۴)
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c′N =

c٢c۴c̄c٠,ζN
γ−m−ζ

(
c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I) + ||λ٢||L∞(I)

)
+ ٢

(
T

٢

)γ

||q||L∞(I)

)
A١N

+

c٢N
γ−m

(
c١N

γ− ١
٢−m

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I)K

∗
١ + ||λ٢||L∞(I)K

∗
٢
))

A١N

+

c٢N
γ−m

(
c٢N

γ−m

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I) + ||λ٢||L∞(I)

))
AN١

, (٢٣ .۴)

m′
N =

c٢c۴c̄c٠,ζN
١
٢−m−ζ logN

(
c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I) + ||λ٢||L∞(I)

)
+ ٢

(
T

٢

)γ

||q||L∞(I)

)
A٢N

+

c٢N
١
٢−m

(
c١N

−m logN

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I)K

∗
١ + ||λ٢||L∞(I)K

∗
٢
))

A٢N

+

c٢N
١
٢−m

(
c٢N

١
٢−m

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I) + ||λ٢||L∞(I)

))
A٢N

, (٢۴ .۴)

A١N = ١−
(
T

٢

)γ

||q||L∞(I) − c١N
γ− ١

٢−m

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I)K

∗
١ + ||λ٢||L∞(I)K

∗
٢
)

− c٢N
γ−m

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I) + ||λ٢||L∞(I)

)
− c٢c۴c٠,ζN

γ− ١
٢−m(c١N

γ− ١
٢−m

(
T

٢

)γ+١

)

·

(
||λ١||L∞(I)K

∗
١ + ||λ٢||L∞(I)K

∗
٢ + c٢N

γ−m

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I) + ||λ٢||L∞(I)

)
+ c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I) + ||λ٢||L∞(I)

)
+

(
T

٢

)γ

||q||L∞(I)

)
, (٢۵ .۴)

A٢N = ١−
(
T

٢

)γ

||q||L∞(I) − c١N
−m logN

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I)K

∗
١ + ||λ٢||L∞(I)K

∗
٢
)

·
(
١+ c٢c۴c٠,ζN

−ζ logN
)
− c٢N

١
٢−m logN

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I) + ||λ٢||L∞(I)

)
·
(
١+ c٢c۴c٠,ζN

−ζ logN
)
− c٢c۴c٠,ζN

−m logN

·

(
c٣

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I) + ||λ٢||L∞(I)

)
+

(
T

٢

)γ

||q||L∞(I)

)
, (٢۶ .۴)

A٣N = ١−
(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

− c١c۴N
−m

(
T

٢

)γ+١ (
K∗

١ ||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+K∗
٢ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
− c٢N

−١
(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
, (٢٧ .۴)
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A۴N = ١−
(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

− c٢N
−١
(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||λ٢||L٢

ω−β,−β (I)

)
,

(٢٨ .۴)

وابسته اند. K٢(z, ϑ) و K١(z, ϑ) توابع کران به اما هستند، N از مستقل ثابت هايي c٠,ζ و c١ − c۴ روابط اين در که

که: مي شود نتيجه [١٠] در (۵٨) و (۵٧) روابط از ،٢ .۴ لم اساس بر و مثلثي نامساوي تعميم با اثبات.

||EN(·)||L٢
ω−β,−β (I)

≤ max{M١,M٢}, (٢٩ .۴)

آن در که

M١ =

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

(
||EN(z)||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||J۵(ϑ)||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||J٩(ϑ)||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

(
||J۵(ϑ)||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||J٩(ϑ)||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

(
||J۵(ϑ)||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||J٩(ϑ)||L٢

ω−β,−β (I)

)
+

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

||J١(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

||J٢(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+ ||J۴(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

||J۵(z)||L٢
ω−β,−β (I)

(٣٠ .۴)

+

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

||J۶(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

||J٧(z)||L٢
ω−β,−β (I)

,

M٢ =

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

(
||EN(z)||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||J۵(ϑ)||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||J٩(ϑ)||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

(
||J۵(ϑ)||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||J٩(ϑ)||L٢

ω−β,−β (I)

)
+ c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

(
||J۵(ϑ(z, θ))||L٢

ω−β,−β (I)
+ ||J٩(ϑ(z, θ))||L٢

ω−β,−β (I)

)
+

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

||J١(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

||J٣(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+ ||J۴(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

||J۵(z)||L٢
ω−β,−β (I)

(٣١ .۴)

+

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

||J۶(z)||L٢
ω−β,−β (I)
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+

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

||J٨(z)||L٢
ω−β,−β (I)

, (٣٢ .۴)

و

||eN(·)||L٢
ω−β,−β (I)

≤ ||EN(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+ ||J۵(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+ ||J٩(z)||L٢
ω−β,−β (I)

, (٣٣ .۴)

مي شود: تعريف زير به صورت i = ١, ٢, . . . , ٩ براي Ji(z) آن در که

J١(z) =
N∑
j=٠

Ij,١Li(z), (٣۴ .۴)

J٢(z) =
N∑
j=٠

Ij,٢Lj(z), (٣۵ .۴)

J٣(z) =
N∑
j=٠

µ̄+ ١
zj + ١

Ij,٣Lj(z), (٣۶ .۴)

J۴(z) = I−β,−β
N V (z)− V (z), (٣٧ .۴)

J۵(z) = I−β,−β
N U(z)− U(z), (٣٨ .۴)

J۶(z) = I−β,−β
N

(∫ z

−١
K̄١(z, ϑ)eN(ϑ)dϑ

)
−
∫ z

−١
K̄١(z, ϑ)eN(ϑ)dϑ, (٣٩ .۴)

J٧(z) = I−β,−β
N

(∫ z

−١
K̄٢(z, ϑ)eN(ϑ)dϑ

)
−
∫ z

−١
K̄٢(z, ϑ)eN(ϑ)dϑ, (۴٠ .۴)

J٨(z) = I−β,−β
N

(
µ̄+ ١
z + ١

∫ z

−١
K̄٢(z, ϑ(z, θ))eN(ϑ(s, θ))dθ

)
− µ̄+ ١

z + ١

∫ z

−١
K̄٢(z, ϑ(z, θ))eN(ϑ(z, θ))dθ, (۴١ .۴)

J٩(z) =
١

Γ(γ)

(
I−β,−β
N

∫ z

−١
(z − ϑ)−βEN(ϑ)dϑ−

∫ z

−١
(z − ϑ)−βEN(ϑ)dϑ

)
. (۴٢ .۴)

داريم اين صورت در

||EN(·)||L٢
ω−β,−β (I)

≤ max{M̄١, M̄٢}, (۴٣ .۴)

آن در که

M̄١ =
١

١−
(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

((
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

||J١(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

||J٢(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+ ||J۴(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+ c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

+ ٢
(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

)

· ||J۵(ϑ)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

||J۶(z)||L٢
ω−β,−β (I)
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+

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

||J٧(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+ c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

)

· ||J٩(ϑ)||L٢
ω−β,−β (I)

)
, (۴۴ .۴)

M̄٢ =
١

١−
(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

((
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

||J١(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

||J٣(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+ ||J۴(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+ c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

+ ٢
(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

)

· ||J۵(ϑ)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

||J۶(z)||L∞(I)

+

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

||J٨(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+ c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

)

· ||J٩(ϑ)||L٢
ω−β,−β (I)

)
, (۴۵ .۴)

و

||eN(·)||L٢
ω−β,−β (I)

≤ max{F١, F٢}, (۴۶ .۴)

آن در که

F١ =
١

١−
(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

((
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

||J١(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

||J٢(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+ ||J۴(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
١+ c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+ c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

)

· ||J۵(ϑ)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

||J۶(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

||J٧(z)||L٢
ω−β,−β (I)

(۴٧ .۴)
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+

(
١+ c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+ c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

)
(۴٨ .۴)

· ||J٩(ϑ)||L٢
ω−β,−β (I)

)
, (۴٩ .۴)

F٢ =
١

١−
(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

((
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

||J١(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

||J٣(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+ ||J۴(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
١+ c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+ c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ

||q||L٢
ω−β,−β (I)

)

· ||J۵(ϑ)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

||J۶(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

||J٨(z)||L٢
ω−β,−β (I)

+

(
١+ c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ١||L٢
ω−β,−β (I)

+ c٣

(
T

٢

)γ+١

||λ٢||L٢
ω−β,−β (I)

)

· ||J٩(ϑ)||L٢
ω−β,−β (I)

)
. (۵٠ .۴)

داريم c١ ثابت يک براي [٣] در (۵ .۵ .٢٩) رابطه و [١٠] در (۵٣) رابطه ،(٣۶ .۴)-(٣۴ .۴) معادلات ،۵ .۴ لم از استفاده با

||J١(z)||L٢
ω−β,−β (I)

≤ c۴ max
−١≤z≤١

|Ij,١| ≤ c١c۴N
−m max

[−١,١]
|K̄١(z, ϑ)|Hm,N

ω٠,٠
(||U ||L٢(I) + ||EN(z)||L٢

ω−β,−β (I)

+ ||J۵(ϑ)||L٢
ω−β,−β (I)

+ ||J٩(ϑ)||L٢
ω−β,−β (I)

), (۵١ .۴)

||J٢(z)||L٢
ω−β,−β (I)

≤ c۴ max
١≤z≤١

|Ij,٢| ≤ c١c۴N
−m max

[−١,١]
|K̄٢(z, ϑ)|Hm,N

ω٠,٠
(||U ||L٢(I) + ||EN(z)||L٢

ω−β,−β (I)

+ ||J۵(ϑ)||L٢
ω−β,−β (I)

+ ||J٩(ϑ)||L٢
ω−β,−β (I)

), (۵٢ .۴)

||J٣(z)||L٢
ω−β,−β (I)

≤ c۴ max
٠≤j≤N

|Ij,٣| ≤ c١c۴N
−m max

[−١,١]
|K̄٢(z, ϑ(z, θ))|Hm,N

ω٠,٠
(||U ||L٢(I) + ||EN(z)||L٢

ω−β,−β (I)

+ ||J۵(ϑ)||L٢
ω−β,−β (I)

+ ||J٩(ϑ)||L٢
ω−β,−β (I)

). (۵٣ .۴)

داريم ١ .۴ لم از استفاده با هم چنين

||J۴(z)||L٢
ω−β,−β (I)

≤ c٢N
−m|V |Hm,N

ωγ,η (I)
,

||J۵(z)||L∞(I) ≤ c٢N
−m|U |Hm,N

ωγ,η (I)
. (۵۴ .۴)

داريم m = ١ با (۴١ .۴)-(٣٩ .۴) و ١ .۴ لم از به علاوه

||J۶(z)||L٢
ω−β,−β (I)

≤ c٢N
−١|
∫ x

−١
K̄١(z, ϑ)eN(ϑ)dϑ|H١,N

ω−β,−β (I)
≤ c٢N

−١||eN(z)||L٢
ω−β,−β (I)

,

||J٧(z)||L٢
ω−β,−β (I)

≤ c٢N
−١|
∫ x

−١
K̄٢(z, ϑ)eN(ϑ)dϑ|H١,N

ω−β,−β (I)
≤ c٢N

−١||eN(z)||L٢
ω−β,−β (I)

,
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||J٨(z)||L٢
ω−β,−β (I)

≤ c٢N
−١|
∫ x

−١
K̄٢(z, ϑ(z, θ))eN(ϑ(z, θ))dθ|H١,N

ω−β,−β (I)
≤ c٢N

−١||eN(z)||L٢
ω−β,−β (I)

.

(۵۵ .۴)

که مي گيريم نتيجه ۴ .۴ و ٣ .۴ ،١ .۴ لم هاي از اين رو، از

||J٩(z)||L٢
ω−β,−β (I)

= ||
(
I−β,−β
N − ١

)
MEN(z)||L٢

ω−β,−β (I)

= ||
(
I−β,−β
N − ١

)
(MEN(z)−FNMEN(z)) ||L٢

ω−β,−β (I)

≤ ||I−β,−β
N (MEN(z)−FMEN(z))||L٢

ω−β,−β (I)

+ ||(MEN(z)−FMEN(z))||L٢
ω−β,−β (I)

≤ c̄||MEN(z)−FNMEN(z)||L∞(I)

≤ c̄c٠,ζN
−ζ ||MEN(z)||C٠,ζ

≤ c۴c̄c٠,ζN
−ζ ||EN(z)||L∞(I), (۵۶ .۴)

اثبات با مشابه روندي با است. شده محاسبه [١٠] در ||EN(z)||L∞(I) کران و هستند N از مستقل ثابت هايي c٠,ζ و c̄ ،c۴ آن در که
داريم [١٠] در ١ قضيه

(۵٧ .۴)

||J٩(z)||L٢
ω−β,−β (I)

≤


a′N ||U ||L٢(I) + b′N |V |Hm,N

ω
− ١

٢ ,−
١
٢
(I) + c′N |U |Hm,N

ω
− ١

٢ ,−
١
٢
(I),

١
٢
≤ γ < ١,

d′N ||U ||L٢(I) + f ′
N |V |Hm,N

ω
− ١

٢ ,−
١
٢
(I) +m′

N |U |Hm,N

ω
− ١

٢ ,−
١
٢
(I), ٠ ≤ γ <

١
٢
,

و شده اند تعريف (٢۶ .۴) و (٢۵ .۴) ،(٢۴ .۴) ،(٢٣ .۴) توسط به ترتيب A٢N و A١N ،m′
N ،c′N آن در که

a′N =

c١c۴c̄c٠,ζN
γ− ١

٢−m−ζ

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I)K

∗
١ + ||λ٢||L∞(I)K

∗
٢
)

A١N
,

b′N =
c٢c۴c̄c٠,ζN

γ−m−ζ

A١N
,

d′N =

c١c۴c̄c٠,ζN
−m−ζ logN

(
T

٢

)γ+١ (
||λ١||L∞(I)K

∗
١ + ||λ٢||L∞(I)K

∗
٢
)

A٢N
,

f ′
N =

c٢c۴c̄c٠,ζN
١
٢−m−ζ logN

A٢N
.

مي کنيم فرض ١
٢ ≤ β < ١ اگر به علاوه .١٢ − β < ζ < ١ − β مي کنيم فرض آن گاه ٠ ≤ β < ١

٢ اگر اينجا، در
مي شود. کامل (۵٧ .۴) و (۵۵ .۴)-(۵١ .۴) از استفاده با اثبات .٠ < ζ < ١− β

پيش نهادها و گيري نتيجه ۵
L٢
ωα,β(I)فضاي در روش اين هم گرايي است. تأخيري کسري انتگرال-ديفرانسيل معادلات حل براي کارا روش يک ژاکوبي شبه طيفي روش

پيشنهادي روش آينده کارهاي در آورديم. به دست تقريبات خطاي براي کران هايي و شد اثبات قضيه و لم چندين و خفيف شرايطي به کارگيري با
بهينه کنترل مسائل براي را روش هم چنين، داد. خواهيم توسيع کسري و تأخيري جزئي مشتقات با ديفرانسيل معادلات براي را آن هم گرايي و

برد. خواهيم به کار کسري تأخيري انتگرال-ديفرانسيل معادلات تحت
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Convergence analysis of Jacobi pseudospectral method for delay
fractional integral-differential equations in L2

ωα,β
(I) space
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Abstract: In recent years, pseudospectral methods have been used for solving many classes of differential
and integral equations due to their high accuracy and rate of convergence. In this paper, we present an
efficient Jacobi pseudospectral method for solving a class of fractional delay integral-differential equations.
Then, by presenting several lemmas and theorems, we investigate the convergence of the method on space
L2
ωα,β(I) and identify the error boundaries.
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