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مورد دوم مرتبه هذلولوي معادله متن در زمان به وابسته تابع تقريب جهت خطي معکوس مسئله مقاله، اين در چکيده:
موج تابع وضعيت هم چنين و انتگرالي شرط يک به همراه نيومان مرزي شرايط مسئله، حل جهت مي گيرد. قرار مطالعه
يکتا جواب داراي مسئله اين که شده داده نشان نخست، گام در است. شده فرض معلوم پاياني و آغازين لحظه هاي در
طيفي تقريب يک و شده جاي گزين جديدي مسئله با اوليه معکوس مسئله مناسب، تبديلاتي از استفاده با سپس است.
ارائه شده، ره يافت از استفاده با مسئله گسسته سازي است. گرديده ارائه مجهول توابع بازيابي جهت ريتز روش اساس بر
نتايج است. شده استفاده آن حل جهت تيخونوف منظم سازي روش از که مي شود منتهي خطي معادلات دستگاه يک به

تقريبي اند. جواب پايداري و بالا دقت مويد است، عددي مثال چند حل از حاصل که عددي شبيه سازي

گسسته سازي. طيفي، روش تيخونوف، منظم سازي جواب، يکتايي و وجود تلگراف، معکوس مسئله کليدي: واژه هاي

45M32; 65N59; 65F22 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
مطالعه در دليل به همين مي باشد. واکنش-انتشار فرآيندهاي توصيف و مدل سازي در شناخته شده معادله هاي مناسب ترين از يکي تلگراف معادله
الکتريکي، سيگنال هاي انتشار و انتقال امواج، انتشار پديده به مي توان آن ها جمله از که مي شود ديده علوم و مهندسي مهم معادلات از بسياري
فيزيکي پديده هاي از برخي مطالعه در . [۲] ،[۳] ،[۴] ،[۱۱] ،[۱] ،[۹] کرد اشاره هيدروديناميک و ترموديناميک ديجيتال، تصوير پردازش
شکل از متفاوت قالبي که کنيم برخورد جزئي مشتفات با ديفرانسيل معادلات با بايد آن ها تعيين براي که دارند وجود ناشناخته اي پارامترهاي
هدايت مانند پديده هايي به مي توان مثال به عنوان مي شوند. ظاهر مرزي شرايط يا و حاکم معادله متن در مجهول پارامترهاي اين زيرا دارند، سنتي
موج جبهه ي سرعت يا انتشار ضريب گرمايي، ويژه ظرفيت مانند رسانا، محيط يک ويژگي هاي برخي آن طي در که کرد اشاره موج انتشار و گرما
مجهولات، اين بازيابي براي صحيح روي کرد بنابراين، است. هزينه بردار نظرمحاسباتي از آ ن ها تعيين چرا که کرد، تعيين مستقيماً نمي توان را
موج معکوس معادله راستا، در اين است. مورد نظر مجهولات تقريب جهت دسترس تر قابل داده هاي از استفاده و معکوس رياضي مدل يک ايجاد
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۹۳ يک   بعدي تلگراف معکوس مسئله در زمان به وابسته مجهول تابع تقريب

محوريت با زمينه دراين متنوعي پژوهش هاي و است مهندسي علوم و رياضي-فيزيک در معادلات اساسي ترين و پرکاربرد ترين از دوم مرتبه
. [۷] ،[۸] ،[۱۰] ،[۱۵] ،[۱۷] است شده انجام مرزي شرايط تقريب و موج منبع بازيابي مجهول، پارامتر يا ضريب تعيين براي موج معکوس معادله

شده گرفته در نظر زير معادلات دستگاه در يک  بعدي تلگراف خطي معادله در
(
u(x, t), G(t)

)
توابع بازيابي مسئله مقاله، اين در

است:

utt(x, t) + 2αut(x, t)− uxx(x, t) + β2u(x, t) = G(t), (x, t) ∈ (0, L)× (0, T ), (۱ .۱)

u(x, 0) = u0(x), u(x, T ) = u1(x), x ∈ [0, L], (۲ .۱)

ux(0, t) = b1(t), ux(L, t) = b2(t), t ∈ [0, T ], (۳ .۱)

∫ L

0

γ(x, t)u(x, t)dx = E(t), t ∈ [0, T ]. (۴ .۱)

باشد: برقرار مسئله داده هاي براي زير شرايط مي کنيم فرض درآن که
(۵ .۱)

u′0(x), u
′
1(x) ∈ C2[0, L], b1(t), b2(t) ∈ C2[0, T ], z(t) :=

∫ L

0

γ(x, t)dx ̸= 0, ∀ t ∈ [0, T ],

u′0(0) = b1(0), u′0(L) = b2(0), u′1(0) = b1(T ), u′1(L) = b2(T ), (۶ .۱)

∫ l

0

γ(x, 0)u0(x)dx = E(0),

∫ L

0

γ(x, T )u1(x)dx = E(T ). (۷ .۱)

(۴ .۱)-(۱ .۱) معادله هاي در شده بيان معکوس مسئله براي جواب يکتايي مسئله، فرض هاي به کارگيري و فوريه روش از استفاده با ادامه در
کاربرد از حاصل عددي شبيه سازي نتايج پايان در و شده ارائه مسئله مجهول توابع بازيابي براي دقيقي عددي ره يافت سپس مي گردد. اثبات

شد. خواهد ارائه عددي مثال چندين حل در روش،

جواب يکتايي ۲
است. يکتا جواب داراي (۴ .۱)-(۱ .۱) معادلات در داده شده معکوس مسئله مناسب، شرايطي تحت مي شود داده نشان بخش اين در

باشيم: داشته به علاوه و باشند برقرار (۷ .۱)-(۵ .۱) معادله هاي در موجود شرايط کنيم فرض .۱ .۲ قضيه

α2 − β2 ≤ π2

L2
, ∀ n ∈ N,

√
λ2n − α2T /∈ {kπ, k ∈ N}, s.t λ2n := (

nπ

L
)2 + β2, (۱ .۲)

است. C2,2([0, L]× [0, T ]) در يکتا جواب داراي (۴ .۱)-(۱ .۱) معکوس مسئله اين صورت در

تبديل معرفي با نخست گام در اثبات.

v(x, t) = ux(x, t), (۲ .۲)

مي يابيم: دست زير به صورت جزيي مشتق هاي با ديفرانسيل معادلات از جديدي مسئله به ،(۴ .۱)-(۱ .۱) معادلات در آن از استفاده و

vtt(x, t) + 2αvt(x, t)− vxx(x, t) + β2v(x, t) = 0, (x, t) ∈ (0, L)× (0, T ), (۳ .۲)
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v(x, 0) = u′0(x), v(x, T ) = u′1(x), 0 ≤ x ≤ L, (۴ .۲)

v(0, t) = b1(t), v(L, t) = b2(t), t ∈ [0, T ]. (۵ .۲)

که به قسمي باشد (v1(x, t), v2(x, t)) شکل به جواب دسته دو داراي (۵ .۲)-(۳ .۲) معادلات دستگاه کنيم فرض اکنون

∀ (x, t) ∈ [0, L]× [0, T ], v1(x, t) ̸= v2(x, t),

داريم: (۵ .۲)-(۳ .۲) معادلات در آن از استفاده و w(x, t) = v1(x, t)− v2(x, t) تعريف با سپس

wtt(x, t) + 2αwt(x, t)− wxx(x, t) + β2w(x, t) = 0, (x, t) ∈ (0, L)× (0, T ), (۶ .۲)

w(x, 0) = w(x, T ) = 0, 0 ≤ x ≤ L, (۷ .۲)

w(0, t) = w(L, t) = 0, t ∈ [0, T ]. (۸ .۲)

مي کنيم: پيش نهاد زير به صورت را (۸ .۲)-(۶ .۲) معادلات دستگاه براي فوريه جواب

w(x, t) =
∞∑
n=1

Xn(x)Yn(t), (۹ .۲)

زيراند: همگن مرزي شرايط با ديفرانسيل معادله غير بديهي جواب هاي Xn(x) توابع که }به قسمي
X ′′(x) + (λ2 − β2)X(x) = 0, 0 ≤ x ≤ L,
X(0) = X(L) = 0,

(۱۰ .۲)

زيراند: ويژه مقادير و ويژه توابع داري (۱۰ .۲) معادله که داد نشان مي توان مختصر محاسباتي انجام با

λ2n = (
nπ

L
)2 + β2, Xn(x) = sin(λnx). (۱۱ .۲)

معادله در Yn(t) توابع که مي رسيم نتيجه اين به ،(۱۱ .۲)-(۱۰ .۲) و (۷ .۲) معادلات از استفاده و (۶ .۲) معادله در (۹ .۲) رابطه جاي گذاري از
مي کنند: صدق زير مرزي شرايط با }ديفرانسيل

Y ′′
n (t) + 2αY ′

n(t) + λ2nYn(t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,
Yn(0) = Yn(T ) = 0.

(۱۲ .۲)

از: است عبارت α2 − β2 ≤ π2

L2 که به شرطي (۱۲ .۲) ديفرانسيل معادله نابديهي جواب

Yn(t) = e−αt

{
An cos(

√
λ2n − α2t) +Bn sin(

√
λ2n − α2t)

}
,

n طبيعي عدد هر به ازاي
√
λ2n − α2T عبارت که فرض اين با هم چنين و (۱۲ .۲) معادله در موجود همگن مرزي شرايط اعمال با که

با است برابر (۶ .۲) مسئله يکتاي جواب امر، اين احتساب با .An = Bn = 0 داريم نباشد، π از صحيح مضربي

w(x, t) = 0. (۱۳ .۲)

اين جا از و مي رسد اثبات به (۵ .۲)-(۳ .۲) مسئله براي جواب يکتايي اکنون .v1(x, t) = v2(x, t) داشت خواهيم (۱۳ .۲) از بنابر اين
داريم: (۲ .۲) معادله از انتگرال گيري و (۵ .۲)-(۳ .۲) يکتاي جواب به عنوان v(x, t) گرفتن درنظر با

u(x, t) =

∫ x

0

v(y, t)dy +H(t), (۱۴ .۲)
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تعريف با (۴ .۱) شرط از بهره گيري با ∫که x

0

v(y, t)dy := Γ(x, t),

داريم:

H(t) =
E(t)−

∫ L

0
γ(x, t)Γ(x, t)dx

z(t)
.

مي شود: حاصل زير رابطه ي از يکتا به صورت u(x, t) تابع بنابراين

u(x, t) = Γ(x, t) +
E(t)−

∫ L

0
γ(x, t)Γ(x, t)dx

z(t)
. (۱۵ .۲)

اين به (۴ .۱) و (۱ .۱) شرايط ترکيب و (۴ .۱)-(۱ .۱) مسئله يکتاي جواب به عنوان (۱۵ .۲) رابطه از حاصل u(x, t) گرفتن در نظر با درنهايت
مي گردد: حاصل زير رابطه ي از يکتا به صورت G(t) تابع که مي رسيم نتيجه

(۱۶ .۲)

G(t) =

∫ L

0
γ(x, t)utt(x, t)dx+ 2α

∫ L

0
γ(x, t)ut(x, t)dx−

∫ L

0
γ(x, t)uxx(x, t)dx+ β2E(t)

z(t)
.

عددي ره يافت ۳
و [0, L] بازه هاي بر به ترتيب تعريف شده يکا-متعامد پايه هاي از مجموعه هايي {ψj(t)}∞j=0 و {ϕi(x)}∞i=0 کنيم فرض نخست،

کنند: صدق زير به صورت کرونکر دلتاي خاصيت در که باشند [0, T ]∫ L

0

ϕi(x)ϕj(x)dx = δij,

∫ T

0

ψi(t)ψj(t)dt = δij. (۱ .۳)

باشند: شده تعريف زير به صورت مذکور، يکا-متعامد توابع شامل زير برداري توابع کنيم فرض هم چنين

Φ(x) := [ϕ0(x), ..., ϕm(x)]
tr, Ψ(t) := [ψ0(t), ..., ψn(t)]

tr. (۲ .۳)

کرد: تعيين زير به صورت مشتق عملياتي ماتريس هاي از استفاده با مي توان را برداري توابع اين مشتق اين صورت در

d

dx
Φ(x) = Dm,LΦ(x),

d

dx
Ψ(t) = Dn,TΨ(x). (۳ .۳)

داريم: Dij
n,T و Dij

m,L نمادهاي با به ترتيب Dn,T و Dm,L ماتريس هاي درايه گرفتن درنظر با

Dij
m,L =

∫ L

0

∆i(x)ϕj(x)dx, ∆i(x) =
d

dx
ϕi(x), i, j = 0,m,

Dij
n,T =

∫ T

0

∆∗
i (t)ψj(t)dt, ∆

∗
i (t) =

d

dt
ψi(t), i, j = 0, n.

با [۲۱ ،۱۴ ،۱۲] ريتز تقريب راستا در اين گردد. ارائه (۵ .۲)-(۳ .۲) معادلات در موجود v(x, t) مجهول تابع تقريبي حل است کافي حال
مي شود: گرفته در نظر زير به صورت يکا-متعامد پايه هاي از استفاده

vm,n(x, t) = x(x− L)t(t− T )Φtr(x)CΨ(t) + S(x, t), (۴ .۳)
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است: زير به صورت مجهول درايه هاي شامل ماتريس C آن در که

C =

 c00 · · · c0n
... ...

cm0 · · · cmn

 (۵ .۳)

مي گردد: محاسبه زير به صورت که است (۵ .۲)-(۴ .۲) شرايط [۲۱ ،۱۵] برآورنده تابع S(x, t) و

S(x, t) = g1(x, t) + g2(x, t)−
(
g2(0, t) +

x

L
(g2(L, t)− g2(0, t))

)
, (۶ .۳)

g1(x, t) = b1(t) +
x

L
(b2(t)− b1(t)), g2(x, t) = u′0(x) +

t

T
(u′1(x)− u′0(x)). (۷ .۳)

عملياتي ماتريس هاي به کارگيري و (۴ .۳) رابطه از استفاده با را vt(x, t), vtt(x, t), vxx(x, t) مجهول توابع تقريب بعدي گام در
مي دهيم: ارائه زير به صورت مشتق

vtt(x, t) ≃ x(x− L)Φtr(x)C

(
2Ψ(t) + (4t− 2T )Dn,TΨ(t) + t(t− T )D2

n,TΨ(t)

)

+ b
′′

2(t) +
x

L
(b

′′

2(t)− b
′′

1(t)), (۸ .۳)

vxx(x, t) ≃ t(t− T )

(
2Φtr(x) + (4x− 2L)ϕtr(x)Dtr

m,L + x(x− L)Φtr(x)(Dtr
m,L)

2

)
CΨ(t)

+ u
′′′

0 (x) +
t

T
(u

′′′

1 (x)− u
′′′

0 (x)), (۹ .۳)

vt(x, t) ≃ x(x− L)Φtr(x)C

(
(2t− T )Ψ(t) + t(t− T )Dn,TΨ(t)

)
+
u′1(x)− u′0(x)

T

+ b
′

2(t) +
x

L
(b

′

2(t)− b
′

1(t))−
{
1− x

L

T
(u′1(0)− u′0(0)) +

x

TL
(u′1(L)− u′0(L))

}
. (۱۰ .۳)

و شده جاي گذاري (۳ .۲) معادله در تقريب اين است کافي بنابراين مي کند. برآورده دقيقا را (۵ .۲)-(۴ .۲) شرايط (۴ .۳) تقريب که است قابل ذکر
مي کنيم: تعريف زير به صورت را R(x, t) باقي مانده تابع راستا در اين گردد. برآورده تقريبي به صورت معادله اين

R(x, t, v(x, t)) := vtt(x, t) + 2αvt(x, t)− vxx(x, t) + β2v(x, t) (۱۱ .۳)

داريم: (۱۱ .۳) تابع در (۱۰ .۳)-(۸ .۳) تقريب هاي هم چنين و v(x, t) به جاي vm,n(x, t) جاي گذاري از و

R(x, t, vm,n(x, t)) = x(x− L)Φtr(x)C

(
2Ψ(t) + (4t− 2T )Dn,TΨ(t) + t(t− T )D2

n,TΨ(t)

)

+b
′′

2(t)+
x

L
(b

′′

2(t)−b
′′

1(t))−
{
u

′′′

0 (x)+
t

T
(u

′′′

1 (x)−u
′′′

0 (x))

}
+β2

{
x(x−L)t(t−T )Φtr(x)CΨ(t)

}
−t(t− T )

(
2Φtr(x) + (4x− 2L)ϕtr(x)Dtr

m,L + x(x− L)Φtr(x)(Dtr
m,L)

2

)
CΨ(t) + β2S(x, t)
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+2α

{
x(x− L)Φtr(x)C

(
(2t− T )Ψ(t) + t(t− T )Dn,TΨ(t)

)
+
u′1(x)− u′0(x)

T

+ b
′

2(t) +
x

L
(b

′

2(t)− b
′

1(t))− {
1− x

L

T
(u′1(0)− u′0(0)) +

x

TL
(u′1(L)− u′0(L))}

}
≃ 0. (۱۲ .۳)

زير هم مکاني نقاط جاي گذاري با

xi =
iL

m+ 2
, tj =

jT

n+ 2
, i = 1,m+ 1, j = 1, n+ 1, (۱۳ .۳)

داريم: (۱۲ .۳) تابع در

R(xi, tj, vm,n(xi, tj)) = 0, i = 1,m+ 1, j = 1, n+ 1, (۱۴ .۳)

است: زير به صورت خطي جبري معادلات از دستگاهي با هم ارز اين که

Ac = g, c = [c00, ...c0n, c10, ...c1n, ..., cm0, ...cmn]
tr. (۱۵ .۳)

مي شود: ارائه زير به صورت (۱۵ .۳) دستگاه جواب ،[۱۹ ،۱۶ ،۶ ،۵] تيخونوف منظم سازي روش از استفاده با

c = (AtrA+ µI)−1Atrg,

رابطه گرفتن درنظر و (۱۶ .۲)-(۱۵ .۲) روابط از استفاده با سپس مي شود. ناميده منظم سازي پارامتر µ > 0 آن در که

Γ(x, t) ≃ Γm,n(x, t) =

∫ x

0

vm,n(y, t)dy,

داشت: خواهيم

um,n(x, t) = Γm,n(x, t) +
E(t)−

∫ L

0
γ(x, t)Γm,n(x, t)dx

z(t)
. (۱۶ .۳)

(۱۷ .۳)

Gm,n(t) =

∫ L

0
γ(x, t)∂

2um,n(x,t)

∂t2
dx+ 2α

∫ L

0
γ(x, t)∂um,n(x,t)

∂t
dx−

∫ L

0
γ(x, t)∂

2um,n(x,t)

∂x2 dx+ β2E(t)

z(t)
.

از استفاده نيازمند باشد، هم راه نويز با E(t) تابع اگر به ويژه ،E ′(t), E ′′(t) توابع براي پايدار تقريب محاسبه ،(۱۷ .۳) فرمول بر تمرکز با
طوري که ،[۲۰] باشد نويز به آغشته تابع Eσ(t) تابع کنيم فرض راستا اين در است. پايدار عددي مشتق محاسبه براي مناسب روشي

1

M

M∑
k=1

(E(tk)− Eσ(tk))
2 ≤ σ2, tk ∈ [0, T ], M ∈ N.

زير: بهينه سازي مسئله جواب ،[۱۸] در ارائه شده نتايج از استفاده با
(۱۸ .۳)

min
E∈Γk

Ω(E) =
1

M

M∑
r=1

(E(tr)−Eσ(tr))
2+µ∗∥d

kE

dtk
∥L2(R), s.tΓk = {E|E ∈ Ck−1(R), E(k) ∈ L2(R)},

از است عبارت

Eµ∗(t) =
M∑
j=1

Θj|t− tj|2k−1 +
k∑

j=1

djt
j−1. (۱۹ .۳)
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مختلف پارامترهاي به ازاي که است G(t), u(x, t), R(x, t, v(x, t) توابع مطلق خطاي نرم- ۲ به مربوط زير جدول :۱ جدول
است. گرفته قرار بررسي مورد ،۱ مثال در نويز) از (عاري دقيق مرزي داده هاي احتساب با و m, n

µ ∥R(x, t, vm,n(x, t))∥2 ∥E(u)∥2 ∥E(G)∥2 (m,n)

10−6 0.05 0.0018 0.0048 (3, 3)

10−6 0.00012 7.39× 10−8 1.52× 10−7 (5, 5)

10−8 6.68× 10−7 2.42× 10−10 8.35× 10−9 (7, 7)

مي  کنند: صدق زير معادلات دستگاه در {dj}kj=1 و {Θj}Mj=1 ضرايب ،(۱۹ .۳) رابطه در

Eµ∗(ti) + 2(2k − 1)!(−1)kµ∗MΘi − Eσ(ti) = 0, i = 1,M, (۲۰ .۳)

k∑
j=1

djt
i
j = 0, i = 0, k − 1, (۲۱ .۳)

تقريب محاسبه براي بنابراين است. شده معرفي µ∗ = σ2 پارامتر اين براي مناسب انتخاب يک و است منظم سازي پارامتر µ∗ آن در که
Eµ∗(t)خواهيم محاسبه از پس پايان، در .k = 3 و k = 2 دهيم قرار به ترتيب (۲۱ .۳)-(۱۹ .۳) روابط در است Eکافي ′′(t) Eو ′(t)

داشت:
E ′(t) ≃ dEµ∗(t)

dt
, E ′′(t) ≃ d2Eµ∗(t)

dt2
.

عددي نتايج ۴
توابع مقاله اين در استفاده مورد پايه هاي است. گرفته  قرار استفاده مورد عددي مثال سه حل براي قبلي بخش در ارائه  شده روش بخش اين در
دقت نمايش براي است. گرفته قرار بررسي مورد [۱۴ ،۱۳] مراجع در مفصل به طور آنها آوردن به دست نحوه که يکا-متعامداند برنشتاين پايه اي

زير به صورت نسبي خطاي هم چنين و مطلق خطاي توابع ارائه شده، تقريب هاي

E(G) = |G(t)−Gm,n(t)|, E(u) = |u(x, t)− um,n(x, t)|,

δ(G) =
E(G)

|G(t)|
, δ(u) =

E(u)

|u(x, t)|
,

حل براي LinearSolve دستور از ضمنا است. شده انجام 12.3 نسخه متماتيکا افزار نرم از استفاده با محاسبات مي شوند. گرفته در نظر
است. شده استفاده خطي معادلات دستگاه

مي گيريم: در نظر را زير معکوس مسئله .۱ مثال

utt(x, t) + ut(x, t) + u(x, t)− uxx(x, t) = G(t), (x, t) ∈ (0, 1)× (0, 1),

ux(0, t) = 0, ux(1, t) = sinh(1)e−t, t ∈ [0, 1],

u(x, 0) = cosh(x) + 1, u(x, 1) = e−1(e2 + cosh(x)), x ∈ [0, 1],∫ 1

0

e−xu(x, t)dx = et
2−1(e− 1) +

3e2 − 1

4
e−t−2, t ∈ [0, 1].
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است. گرفته قرار بحث مورد ،۱ مثال در m = n = 3 پارامترهاي به ازاي که است u(x, t) تابع مطلق خطاي به مربوط نمودار اين :۱ شکل
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است. گرفته قرار بحث مورد ،۱ مثال در m = n = 3 پارامترهاي به ازاي که است G(t) تابع مطلق خطاي به مربوط نمودار اين :۲ شکل

از است عبارت مسئله دقيق جواب

u(x, t) = e−t cosh(x) + et
2

, G(t) = (4t2 + 2t+ 3)et
2

.

حاصل نتايج و کرده حل m = n = 3, µ = 10−6 پارامترهاي به کارگيري و ۳ بخش در ارائه شده روش از استفاده با را فوق مسئله
نتايج و کرده تکرار تقريب ها در استفاده شده پايه هاي تعداد افزايش بر تاکيد با را عددي محاسبات سپس مي دهيم. ارائه ۴-۱ شکل هاي در را
تقريب هاي در دقت ،m,n پارامترهاي افزايش با هم زمان که مي شود مشاهده نتايج، مقايسه از مي دهيم. نمايش ۱ جدول در نيز را حاصل

مي يابد. بهبود نيز عددي

مي گيريم: در نظر را زير معکوس مسئله .۲ مثال

utt(x, t) + 4ut(x, t) + 2u(x, t)− uxx(x, t) = G(t), (x, t) ∈ (0, 1)× (0, 1),

ux(0, t) = e−t, ux(1, t) = e−t cos(1), t ∈ [0, 1],

u(x, 0) = sin(x), u(x, 1) =
sin(x) + sin(1)

e
, x ∈ [0, 1],∫ 1

0

(x2+t2)u(x, t)dx = e−t

(
−2+cos(1)+2(t sin(

1

2
))2+2 sin(1)+(t2+

1

3
) sin(t)

)
, t ∈ [0, 1].



۱۰۵ -۹۲ صفحه ،۱ شماره ،۱۳ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و راشدي کمال ۱۰۰

است. گرفته قرار بحث مورد ،۱ مثال در m = n = 3 پارامترهاي به ازاي که است u(x, t) تابع نسبي خطاي به مربوط نمودار اين :۳ شکل
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است. گرفته قرار بحث مورد ،۱ مثال در m = n = 3 پارامترهاي به ازاي که است G(t) تابع نسبي خطاي به مربوط نمودار اين :۴ شکل

است: زير به صورت مسئله دقيق جواب هاي تقريب هدف آن در که مي گيريم در نظر را

u(x, t) = e−t

(
sin(x) + sin(t)

)
, G(t) = 2e−t

(
cos(t)− sin(t)

)
.

در داده شده نمايش عددي نتابج ،m = n = 3, µ = 10−6 پارامترهاي از استفاده و ۳ بخش در پيشنهاد  شده روش به کارگيري با
را پيش نهاد شده روش کارکرد بعدي، گام در مجهول اند. توابع براي مناسب دقت هاي به رسيدن مويد که است آمده به دست ۶-۵ شکل هاي
خطا) با (همراه غير دقيق مرزي شرايط راستا، اين در مي دهيم. قرار بررسي مورد داشته باشند، قرار نويز معرض در مرزي داده هاي حالتي که در

مي شوند: گرفته در نظر زير به صورت

Eσ(ti) = E(ti) + σRandomReal[{−1, 1}], ti =
i− 1

19
, i = 1, 19, (۱ .۴)

توليد را [−1, 1] بازه در تصادفي حقيقي عدد يک RandomReal[{−1, 1}] تابع و مي شود ناميده اختلال ضريب σ آن در که
۷ شکل در مطالعه اين از حاصل نتايج مي کنيم. حل σ ∈ {10−3, 3× 10−3, 6× 10−3} مختلف مقادير به ازاي را مسئله مي کند.
و ورودي داده هاي در خطا ميزان زيرا است، قابل قبول کوچک نسبتا مقادير اين با تعامل در روش کارکرد مي دهد نشان که است شده گزارش

متناسب اند. تقريبا خروجي

مي گيريم: در نظر را زير معکوس مسئله مثال، آخرين به عنوان .۳ مثال

utt(x, t) + 6ut(x, t) + 4u(x, t)− uxx(x, t) = G(t), (x, t) ∈ (0, 1)× (0, 1),
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است. گرفته قرار بحث مورد ،۲ مثال در m = n = 3 پارامترهاي به ازاي که است u(x, t) تابع مطلق خطاي به مربوط نمودار اين :۵ شکل
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است. گرفته قرار بحث مورد ،۲ مثال در m = n = 3 پارامترهاي به ازاي که است G(t) تابع مطلق خطاي به مربوط نمودار اين :۶ شکل
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قرار بحث مورد مختلف اختلال ضرايب به ازاي ،۲ مثال در که مي دهد نمايش را G(t) مجهول تابع براي بدست آمده تقريب هاي نمودار اين :۷ شکل
است؛ σ = 3 × 10−3 که است حالتي به مربوط ◦ ◦ ◦ است؛ σ = 10−3 که است حالتي به مربوط مجهول تابع نمايان گر � � � است: گرفته

. σ = 6× 10−3 که است که است حالتي به مربوط مجهول تابع نمايان گر +++
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بحث مورد ،۳ مثال در دقيق مرزي داده هاي و m = n = 3 پارامترهاي به ازاي که است u(x, t) تابع تقريبي جواب به مربوط نمودار اين :۸ شکل
است. گرفته قرار
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t

-5

-4

-3

-2
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لازم است. گرفته قرار بحث مورد ،۳ مثال در m = n = 3 پارامترهاي به ازاي که است G(t) تابع تقريبي جواب هاي به مربوط نمودار اين :۹ شکل
دقيق مرزي شرايط به مربوط ديگري و باشند نويز معرض در مرزي داده هاي که است حالتي به مربوط ... علامت با شده مشخص نمودار که است  به ذکر 

است.

ux(0, t) = ux(1, t) = 0, t ∈ [0, 1],

u(x, 0) = 1, u(x, 1) = x2(x− 1)2, x ∈ [0, 1],

∫ 1

0

u(x, t)dx = 1− 29t

30
, t ∈ [0, 1]. (۲ .۴)

در هم و باشد خطا هرگونه از عاري که حالتي در هم را (۲ .۴) شرط نيست. دسترس در مسئله اين براي دقيق جواب قبلي مثال هاي بر خلاف
با مي دهيم. قرار بررسي مورد باشد، گرفته قرار σ = 4 × 10−3 اختلال ضريب با (۱ .۴) رابطه در شده تعريف نويز معرض در که حالتي
عددي نتابج به و کرده حل را مسئله ،m = n = 3, µ = 10−5 پارامترهاي از استفاده و ۳ بخش در شده پيشنهاد روش از استفاده

مي يابيم. دست ۹-۸ شکل هاي در شده داده نمايش

نتيجه گيري ۵
گام در است. گرفته قرار مطالعه مورد دوم مرتبه هذلولوي معادله متن در زمان به وابسته تابع تقريب جهت خطي معکوس مسئله مقاله، دراين
تبديل جديد مسئله يک به مناسب تبديلاتي از استفاده با اوليه مسئله سپس است. رسيده اثبات به معکوس مسئله براي جواب يکتايي نخست،
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روش از استفاده با مسئله گسسته سازي است. ارائه شده مجهول توابع بازيابي براي ريتز روش اساس بر طيفي تقريب يک بعدي، گام در و شده
شبيه سازي نتيجه است. شده استفاده تيخونوف منظم سازي روش از آن حل براي که مي شود منتهي خطي معادلات دستگاه يک به ارائه شده

تقريبي اند. جواب پايداري و قابل قبول دقت مويد حل شده مثال سه براي عددي
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Approximation of a timewise dependent function in the inverse
one-dimensional telegraph equation

Kamal Rashedi, Ali Tahmasbi, Akbar Hashemi Borzabadi †,

Department of Mathematics, University of Science and Technology of Mazandaran, Behshahr, Iran

Communicated by: Jalil Rashidinia

Received: 2023/3/12 Accepted: 2023/6/19

Abstract: In this article, we study the linear inverse problem for approximating a timewise-dependent
function in the second-order hyperbolic equation. To solve the problem, information such as Neumann
boundary conditions along with an integral condition and the situation of the wave function at the initial
and the final instants have been provided. In the first step, we show that this problem has a unique solution.
Then, we change the main problem into a new one and then we present the spectral approximation based
on the Ritz method to recover the unknown functions. Discretization of the problem by using the presented
technique leads to a linear system of algebraic equations, which Tikhonov’s regularization method is used
to obtain stable solutions. The results of the numerical simulation confirm the high accuracy and stability
of the approximate solution.

Keywords: Inverse telegraph problem; Existence and uniqueness of solution; Tikhonov regularization;
Spectral method; Discretization.
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