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نرم  دار فضا هاي روي شبه انقباضي نگاشت  هاي نقطه ثابت مهم قضيه دو براي را نقطه ثابت خطاهاي تخمين ما چکيده:
,ε)-يکنواخت λ) موضعي به طور و انقباضي λ−توسعه يافته نگاشت  هاي ما منظور، اين براي مي  کنيم. بررسي فازي
نگاشتهاي اين تعميم تعاريف اين که ميدهيم نشان و کرده تعريف فازي متري فضاهاي روي را توسعه يافته انقباضي
براي پيکارد تکرار از که هنگامي هم چنين، سيآيريکاند. توسط تعريفشده کلاسيک متري فضاهاي روي انقباضي
سي آيريک، نقطه ثابت قضاياي براي را کاملي عبارت  هاي مي  شود، استفاده فازي نرم دار فضاهاي در نقاط ثابت تقريب

مي  آوريم. به  دست فازي خطاي به مربوط تخمين  هايي شامل

سي آيريک نقطه ثابت فازي، نقطه ثابت فازي، نرم دار فضاي کليدي: واژه هاي

46A32; 46M05 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
طرق به فازي نرم  دار فضاي مفهوم آن از پس نمودند. ارائه را فازي نرم از تعريفي [٧] (Chitra and Mordeson) موردسون و چيترا
نوع اين در نقطه ثابت نظريه اين، بر علاوه است. شده داده تعميم و معرفي ،[٣ ،٢] در (Bag and Samanta) سامانتا و بگ توسط مختلف
کرد مراجعه هم کاران و محسني الحسيني ،[۴] سامانتا و بگ به مي توان جزئيات براي است. شده گرفته به کار و مطالعه مورد بهشدت فضاها

.[١٧ ،١۶ ،١۴ ،١٢ ،١١]
تئوري ديفرانسيل، معادلات رياضي، فيزيک در به ويژه آن کاربردهاي و رياضيات مختلف حوزه  هاي در مهمي نقش نقاط ثابت امروزه
مداوم بهطور کلاسيک رياضيات با همراه فازي رياضيات که ازآنجايي .[١٣ ،٨ ،١] به شود (مراجعه مي  کنند ايفا پويا برنامه نويسي و بازي  ها

باشد. داشته فازي نظريه در مهمي نقش مي  تواند نيز فازي نقطه ثابت توسعهاند، حال در
رودس طبقه بندي در شناختهشده معروف انقباضي نگاشتهاي از برخي ،[۶] (Ciric) سي آيريک مقاله از شروع با مقاله، اين در
مي  دهيم. ارائه را نگاشت ها اين  گونه فازي تقريبي نقاط ثابت از برخي و مي  کنيم مطالعه [٩] فازي متري فضاي روي بر را [١۵] (Rhoades)
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مقدماتي قضاياي و تعاريف ٢
گسترشيافته فازي متري فضاي مفهوم ما ابتدا، پرداخت. خواهيم بعدي بخش  هاي در نياز مورد قضاياي و تعاريف و مفاهيم مرور به بخش اين در

کرد. خواهيم مرور را [٩]

سهتايي باشد. پيوسته t-نرم ∗ و X٢ × [٠,+∞) روي فازي مجموعه M٠ نا تهي، مجموعه X کنيم فرض [٩] .٢. ١ تعريف
کند: صدق زير روابط در t, s ≥ ٠ هر و x, y, z ∈ X هر بهازاي هرگاه گوييم، توسعهيافته متري فازي را (X,M٠, ∗)

،M٠(x, y, t) > ٠ : (FN١)
،x = y تنها اگر اگر و ،t > ٠ هر بهازاي M٠(x, y, t) = ١ : (FN٢)

،M٠(x, y, t) =M٠(y, x, t) : (FN٣)
است، پيوسته M٠(x, y, .) : [٠[→−]∞+,٠, ١] تابع : (FN۴)

.M٠(x, y, t) ∗M٠(y, z, s) ≤M٠(x, z, t+ s) : (FN۵)

مي  شود: زير شرط به نياز اوقات گاهي
.x, y ∈ X هر بهازاي limt→∞M(x, y, t) = ١ : (FN۶)

×X٢بهصورت [٠,+∞) روي M٠را فازي مجموعه ×X٢باشد. (٠,+∞) روي فازي Mمجموعه کنيم فرض [٩] .٢. ٢ قضيه
مي  کنيم: تعريف زير

M٠(x, y, t) =

{
M(x, y, t) x, y ∈ X, t > ٠,
inft>٠M(x, y, t) x, y ∈ X, t = ٠.

بهازاي inft>٠M(x, y, t) > ٠ که باشد متريي فازي فضاي M اگر و تنها اگر است توسعهيافته متري فازي (X,M٠, ∗) آنگاه
.x, y ∈ X هر

باشد. توسعهيافته متري فازي (X,M, ∗) کنيم فرض [٩] .٢. ٣ تعريف

بهطوريکه باشد داشته وجود x ∈ X هرگاه گوييم همگرا را X در {xn} دنباله  ي (الف)

lim
n→∞

M (xn, x, t) = ١, ∀t > ٠.

که باشد داشته وجود N طبيعي عدد t > ٠ و ϵ ∈ (٠, ١) هر براي صورتيکه در گوييم کشي را X در {xn} دنباله  ي (ب)
.m > n ≥ N هر براي M (xn, xm, t) > ١− ϵ

مي  کنيم. بيان توسعهيافته فازي متري فضاي براي را زير خواص فازي متري فضاي مشابه حال

غير نزولي M(x, y, .) تابع ،x, y ∈ X هر بهازاي صورت اين در باشد. توسعهيافته متري فازي (X,M, ∗) کنيم فرض .۴ .٢ لم
است.

اگر باشند. X در دنباله  هايي {yn} و {xn} باشد، توسعهيافته متري فازي (X,M, ∗) کنيم فرض .۵ .٢ لم

lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

yn = y.

آنگاه

lim
n→∞

M (xn, yn, t) =M(x, y, t), ∀t > ٠.

تکراري دنباله ،n ≥ ١ هر بهازاي باشد. نگاشت f : X −→ X و x٠ ∈ X مجموعه، X کنيم فرض [۵] .۶ .٢ تعريف
مي  ناميم. x٠ اوليه مقدار با پيکارد تکراري دنباله  ي را ،xn = f (xn−١)
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سي آيريک ثابت نقاط قضاياي براي فازي هاي تخمين ٣

سي آيريک الي١٩٩٠، ١٩٧١ در مي  دهيم. ارائه فازي نرم  دار فضاهاي در نقطه ثابت مهم قضيه دو براي را خطا تخمين  هاي بخش، اين در
برآورده را کنان شرط که است نگاشت هايي و (Banach) باناخ انقباضات شامل که کرد بررسي را تعميميافته انقباضات از دسته  اي ،[۶]
انقباضات آن آوريم. بهدست را باناخ انقباض اصل خوب ويژگي سه هر مي  توانيم که است بهگونه  اي نگاشت  ها اين از دسته هر .[١٠] مي  کند

مي  کنيم. اعمال تقريبي ثابت نقاط براي فازي نرم  دار فضاي در را تعميميافته

orbitally − f فضاي را X باشد. تابع f : X −→ X و توسعهيافته متري فازي (X,M,min) کنيم فرض .٣. ١ تعريف
باشد. همگرا X در {fni(x)}i∈N کشي دنباله هر ،x ∈ X هر براي هرگاه گوييم کامل

λ−توسعهيافته را f : X −→ X الحاق خود نگاشت باشد. توسعهيافته متري فازي (X,M,min) کنيم فرض .٣. ٢ تعريف
وجود wα(x, y) و sα(x, y) ،rα(x, y) ،qα(x, y) نامنفي اعداد ،α ∈ (٠, ١) و x, y ∈ X هر براي هرگاه گوييم انقباضي

که باشند داشته

sup{qα(x, y) + rα(x, y) + sα(x, y) + ٢wα(x, y)} = λα < ١,

،t١, . . . , t۵ ≥ ٠ هر براي و

M (f(x), f(y), qα(x, y)t١ + rα(x, y)t٢ + sα(x, y)t٣ + wα(x, y)(t۴ + t۵)) ≥ α,

که زماني

M (x, y, t١) ≥ α, M (x, f(x), t٢) ≥ α, M (f(y), y, t٣) ≥ α,

M (f(x), y, t۴) ≥ α, M (f(y), x, t۵) ≥ α.

متري فضاهاي از بعضي روي (کلاسيک) متري فضاهاي روي انقباضي λ−توسعهيافته نگاشت  هاي که مي  دهيم نشان زير مثال در
تعريفλ−توسعهيافته تعميم ٣. ٢ تعريف ديگر بهعبارتي مي  باشند؛ انقباضي توسعهيافته تعريف يعني مي  باشند؛ انقباضي λ−توسعهيافته فازي

است. (کلاسيک) متري فضاهاي روي انقباضي

،q(x, y) نامنفي اعداد ،x, y ∈ X هر بهازاي که باشد تابعي f : X −→ X متري، فضاي (X, d) کنيم فرض .٣. ٣ مثال
مي  کنند: صدق زير روابط در که دارند وجود w(x, y) و s(x, y) ،r(x, y)

sup{q(x, y) + r(x, y) + s(x, y) + ٢w(x, y)} = λ < ١,

و

d (f(x), f(y)) ≤q(x, y)d(x, y) + r(x, y)d (f(x), x) + s(x, y)d (y, f(y))

+ w(x, y) (d (x, f(y)) + d (f(x), y)) .

مي  کنيم: تعريف زير بهصورت X روي را M توسعهيافته متري فضاي حال

M(x, y, t) =

{
t

٢d(x,y) +
١
٢ , t < d (x, y) ,

١, d (x, y) ≤ t,

.t ≥ ٠ و x, y ∈ X هر براي
و t١, . . . , t۵ ≥ ٠ ،x, y ∈ X ،α ∈ (٠, ١) کنيم فرض است. انقباضي λ-توسعهيافته نگاشت يک f مي  دهيم نشان حال

M(x, y, t١) ≥ α, M (x, f(x), t٢) ≥ α, M (f(y), y, t٣) ≥ α,

M (f(x), y, t۴) ≥ α, M (f(y), x, t۵) ≥ α.
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آنگاه ،α ∈
(١
٢ , ١
)

اگر

t١
٢d (x, y)

+
١
٢
≥ α,

t٢
٢d (f(x), x))

+
١
٢
≥ α,

t٣
٢d (f(y), y)

+
١
٢
≥ α,

t۴
٢d (f(x), y)

+
١
٢
≥ α,

t۵
٢d (x, f(y))

+
١
٢
≥ α.

صورت اين در

t١
٢α− ١

≥ d (x, y) ,
t٢

٢α− ١
≥ d (f(x), x) ,

t٣
٢α− ١

≥ d (f(y), y) ,

t۴
٢α− ١

≥ d (f(x), y) ,
t۵

٢α− ١
≥ d (x, f(y)) .

لذا

d (f(x), f(y)) ≤q(x, y)d(x, y) + r(x, y)d(f(x), x) + s(x, y)d(y, f(y))

+ w(x, y)(d(x, f(y)) + d(f(x), y))

≤q(x, y)t١ + r(x, y)t٢ + s(x, y)t٣ + w(x, y)(t۴ + t۵)

٢α− ١
.

بنابراين

q(x, y)t١ + r(x, y)t٢ + s(x, y)t٣ + w(x, y)(t۴ + t۵)

d (f(x), f(y))
≥ ٢α− ١.

مي  دهد: نتيجه اين لذا و

M (f(x), f(y), q(x, y)t١ + r(x, y)t٢ + s(x, y)t٣ + w(x, y)(t۴ + t۵)) ≥ α.

آنگاه ،α ∈ (٠, ١٢ ] اگر حال

M (f(x), f(y), q(x, y)t١ + r(x, y)t٢ + s(x, y)t٣ + w(x, y)(t۴ + t۵)) ≥
١
٢
≥ α.

است. انقباضي λ−توسعهيافته نگاشت يک f : X −→ X بنابراين

مي دهيم. قرار بررسي مورد انقباضي λ−توسعهيافته توابع براي را نقطه ثابت قضيه حال

صدق (FN۶) خاصيت در که بوده کامل orbitally − f توسعهيافته متري فازي فضاي (X,M,min) کنيم فرض .۴ .٣ قضيه
بهعلاوه است، X در منحصربهفرد نقطه ثابت يک داراي f صورت اين در باشد. انقباضي λ−توسعهيافته نگاشت f : X −→ X و کند

است. همگرا f از u نقطه ثابت به x٠ آغازين نقطه با {xn} پيکارد تکراري دنباله X در x٠ هر بهازاي

.n ∈ N هر براي xn = f(xn−١) و x٠ ∈ X انقباضي، λ−توسعهيافته نگاشت f : X −→ X کنيم فرض اثبات.
و M (xn−١, xn, t) ≥ α ،α ∈ (٠, ١) ،s > ٠ کنيم فرض است. کشي دنباله {xn} که داد خواهيم نشان ابتدا

t′ = inf{t ≥ ٠ :M (xn, xn+١, t) ≥ α}.

داريم: (FN۵) به بنا .M (xn, xn+١, t
′) ≥ α ،(FN۴) به بنا آنگاه

M (xn−١, xn+١, t+ t′) ≥ min{M (xn, xn+١, t
′) ,M (xn−١, xn, t)} ≥ α.
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،(FN٢) به بنا طرفي از

M (xn, xn, ϵ) = ١ ≥ α, ∀ϵ > ٠.

است، انقباضي λ−توسعهيافته يک f چون

M(xn, xn+١,qα(xn−١, xn)t+ rα(xn−١, xn)t+ sα(xn−١, xn)t
′ + wα(xn−١, xn)(ϵ+ t+ t′)) ≥ α,

بنابراين، .ϵ > ٠ هر براي

t′ ≤ qα(xn−١, xn)t+ rα(xn−١, xn)t+sα(xn−١, xn)t
′ + wα(xn−١, xn)(ϵ+ t+ t′), ∀ϵ > ٠.

داشت: خواهيم ϵ −→ ٠ وقتي

t′ ≤ qα(xn−١, xn)t+ rα(xn−١, xn)t+sα(xn−١, xn)t
′ + wα(xn−١, xn)(t+ t′).

درنتيجه

t′ ≤
[
qα(xn−١, xn) + rα(xn−١, xn) + wα(xn−١, xn)

١− sα(xn−١, xn)− wα(xn−١, xn)

]
t.

چون

qα(xn−١, xn) + rα(xn−١, xn) + wα(xn−١, xn)

١− sα(xn−١, xn)− wα(xn−١, xn)
≤ λα,

داشت: خواهيم ،۴ .٢ لم به بنا .t′ ≤ λαt که گرفت نتيجه مي  توان

M (xn, xn+١, λαt) ≥ α.

با بنابراين .M (x١, x٢, λαt٠) ≥ α درنتيجه .M (x٠, x١, t٠) ≥ α بهطوريکه دارد وجود t٠ > ٠ ،(FN۶) به بنا حال
که گرفت نتيجه مي توان استقرا از استفاده

M (xn, xn+١, λ
n
αt٠) ≥ α, ∀n ∈ N.

پس

M

(
xn, xm,

m−١∑
k=n

λkαt٠

)
≥ min{M (xn, xn+١, λ

n
αt٠) ,M

(
xn+١, xn+٢, λ

n+١
α t٠

)
,

. . . ,M
(
xm−١, xm, λ

m−١
α t٠

)
} ≥ α,

.m > n > ٠ هر براي
بهطوريکه دارد وجود N ∈ N بنابراين، است. همگرا

∑∞
k=٠ λ

k
αt٠ پس λα < ١ چون

m−١∑
k=n

λkαt٠ ≤ s, ∀m > n ≥ N.

ازاينرو

M (xn, xm, s) ≥M

(
xn, xm,

m−١∑
k=n

λkαt٠

)
≥ α, ∀m > n ≥ N.



١٩٣ آيريک سي نقطه ثابت فازي برآوردهاي

که دارد وجود u ∈ X است کامل orbitally − f فضاي X اينکه به توجه با است. کشي دنباله {xn} لذا

u = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xn.

.f(u) = u مي  دهيم نشان حال
و است کشي دنباله {xn} چون .t =

(
١−λα

λα

)
s و α ∈ (٠, ١) ،s > ٠ کنيم فرض

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xn = u,

که دارد وجود N ∈ N يک

min{M (xn+١, xn, t) ,M (u, xn, t)} ≥ α, ∀n ≥ N.

کنيم فرض حال

tn = inf{t ≥ ٠ :M (f(u), xn+١, t) ≥ α}, ∀n ∈ N.

داشت: خواهيم ،(FN۵) به بنا .n ∈ N هر براي M (f(u), xn+١, tn) ≥ α ،(FN۴) به بنا

M (u, f(u), t+ tn) ≥ min{M (u, xn+١, t) ,M (xn+١, f(u), tn)} ≥ α, ∀n ≥ N.

پس است، انقباضي توسعهيافته −λ نگاشت f چون

M (f(u), f(xn), qα(u, xn)t+ rα(u, xn)(t+ tn) + sα(u, xn)t+ wα(u, xn)(٢t+ tn)) ≥ α,

بنابراين .n ≥ N هر بهازاي

M (f(u), f(xn), λαt+ (rα(u, xn) + wα(u, xn))tn) ≥ α, ∀n ≥ N.

لذا

tn ≤ λαt+ (rα(u, xn) + wα(u, xn))tn ≤ λα(t+ tn), ∀n ≥ N.

بنابراين .n ≥ N هر براي tn ≤
(

λα

١−λα

)
t = s درنتيجه

M (xn+١, f(u), s) =M (f(xn), f(u), s) ≥ α, ∀n ≥ N.

.f(u) = u بنابراين .limn→∞ f(xn) = f(u) پس
و α ∈ (٠, ١) ،s > ٠ باشد، u, v نقاط ثابت داراي f کنيم فرض است. منحصربهفرد نقطه ثابت داراي f مي  دهيم نشان حال

t† = inf{t ≥ ٠ :M(u, v, t) ≥ α}.

،(FN٢) به بنا پس، f(v) = v و f(u) = u چون

M (f(u), u, ϵ) = ١ =M (f(v), v, ϵ) , ∀ϵ > ٠.

لذا است انقباضي λ−توسعهيافته نگاشت f چون ازطرفي

M
(
u, v, qα(u, v)t

† + rα(u, v)ϵ+ sα(u, v)ϵ+ wα(u, v)(٢t†)
)
=

M
(
f(u), f(v), qα(u, v)t

† + rα(u, v)ϵ+ sα(u, v)ϵ+ wα(u, v)(٢t†)
)
≥ α,

بنابراين .ϵ > ٠ هر براي

t† ≤ qα(u, v)t
† + rα(u, v)ϵ+ sα(u, v)ϵ+ wα(u, v)(٢t†), ∀ϵ > ٠.

آنگاه ،ϵ −→ ٠ اگر حال

t† ≤ qα(u, v)t
† + wα(u, v)(٢t†) ≤ λαt

†.

.t > ٠ هر بهازاي M(u, v, t) = ١ پس .α ∈ (٠, ١) هر و t > ٠ هر بهازاي M(u, v, t) ≥ α ازاينرو .t† = ٠ درنتيجه
.u = v ،(FN٢) به بنا بنابراين
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صدق (FN۶) خاصيت در که بوده کامل orbitally − f توسعهيافته متري فازي فضاي (X,M,min) کنيم فرض .۵ .٣ نتيجه
آغازين نقطه با {xn} پيکارد تکراري دنباله و x٠ ∈ X گيريم، بهعلاوه باشد. انقباضي λ−توسعهيافته نگاشت f : X −→ X و کند

آنگاه باشد. همگرا f از u نقطه ثابت به x٠

M (xn, u, λ
n
αt) ≥M

(
xn, u,

λnαt

١− λα

)
≥ α,

.M(x٠, x١, t) ≥ α آن در که

داريم: ۴ .٣ قضيه اثبات به بنا .M(x٠, x١, t) ≥ α کنيم فرض اثبات.

M

(
xn, xm,

λnαt

١− λα

)
≥M

(
xn, xm,

m−١∑
k=n

λkαt

)
≥ α, ∀m > n > ٠.

.m ≥ N هر براي M (xm, u, ϵ) ≥ α که دارد وجود N ∈ N لذا ،limm→∞ xm = u چون .ϵ > ٠ کنيم فرض
بنابراين

M

(
xn, u,

λnαt

١− λα
+ ϵ

)
≥min{M

(
xn, xm,

λnαt

١− λα

)
,M (u, xm, ϵ)} ≥ α,

آنگاه ،ϵ −→ ٠ اگر حال .m > n > ٠ و m ≥ N هر براي

M

(
xn, u,

λnαt

١− λα

)
≥ α, ∀n > ٠.

کند، صدق (FN۶) خاصيت در که بوده کامل orbitally−f توسعهيافته متري فازي فضاي (X,M,min) کنيم فرض .۶ .٣ قضيه
.(١ ≤ r ≤ k− ١) n ≡ r (mod k) و انقباضي λ−توسعهيافته ،fk که باشد مثبتي صحيح عدد k نگاشت، f : X −→ X
صورت اين در باشد. همگرا fk از u نقطه ثابت به x٠ آغازين نقطه با {xn} پيکارد تکراري دنباله و x٠ ∈ X کنيم فرض اين بر علاوه

M
(
fn(x٠), u, λ

n
k−١
α t

)
≥ α,

.M
(
f r(x٠), f

r+k(x٠), t
)
≥ α آن در که

به بنا لذا .n = mk + r يعني ١)؛ ≤ r ≤ k − ١) n ≡ r (mod k) و M (xr, xr+k, t) ≥ α کنيم فرض اثبات.
،۵ .٣ نتيجه

M
(
xn, u, λ

n
k−١
α t

)
=M

(
xmk+r, u, λ

mk+r−k
k

α t
)

≥M
(
xmk+r, u, λ

mk+r−r
k

α t
)

≥M (xmk+r, u, λ
m
α t)

=M
(
fmk (f r(x٠)) , u, λ

m
α t
)

≥α.

صدق (FN۶) خاصيت در که بوده کامل orbitally − f توسعهيافته متري فازي فضاي (X,M,min) کنيم فرض .٣. ٧ قضيه
يک داراي f صورت اين در باشد. انقباضي λ−توسعهيافته ،fk که باشد مثبت صحيح عدد يک k و نگاشت f : X −→ X کند،
f از u ثابت نقطه به x٠ آغازين نقطه با {xn} پيکارد تکراري دنباله X در x٠ هر بهازاي بهعلاوه است. X در منحصربهفرد نقطه ثابت

است. همگرا
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و α ∈ (٠, ١) ،s > ٠ کنيم فرض .limn→∞ xn = u که مي دهيم نشان ابتدا اثبات.

tr = inf{t ≥ ٠ :M (xr, xr+k, t) ≥ α}, ∀١ ≤ r ≤ k − ١.

کنيم فرض حال .M (xr, xr+k, tr) ≥ α داريم (FN۴) به بنا صورت اين در

t′ = max{tr : ١ ≤ r ≤ k − ١}.

يافت: دست زير نتيجه به مي  توان ۶ .٣ قضيه به بنا پس، .١ ≤ r ≤ k − ١ هر بهازاي M (xr, xr+k, t
′) ≥ α ،۴ .٢ لم بر بنا

M
(
xn, u, λ

n
k−١
α t′

)
≥ α, ∀n > k.

.n ≥ N هر براي λ
n

k−١
α t′ ≤ s که دارد وجود N ∈ N ازاينرو .limn→∞ λ

n
k−١
α t′ = ٠ گرفت نتيجه مي  توان λα < ١ از

.limn→∞ xn = u لذا .n > N + k هر بهازاي M(xn, u, s) ≥ α بنابراين
از u ثابت نقطه به همگرا x٠ شروع نقطه با {xn} پيکارد تکراري دنباله ۴ .٣ قضيه به بنا است، انقباضي λ−توسعهيافته ،fk چون
است X در منحصربهفرد نقطه يک داراي fk چون .fk(f(u)) = f(fk(u)) = f(u) درنتيجه .fk(u) = u پس است. fk

.f(u) = u که گرفت نتيجه مي  توان
.f(v) = v و f(u) = u لذا ,uباشد، vثابت نقاط داراي f کنيم فرض است. منحصربهفرد نقطه ثابت داراي f مي  دهيم نشان حال

.u = v پس است، X در منحصربهفرد نقطه يک داراي fk چون .fk(v) = v و fk(u) = u استقرا بر بنا بنابراين

صدق (FN۶) خاصيت در که بوده کامل orbitally − f توسعهيافته متري فازي فضاي (X,M,min) کنيم فرض .٣. ٨ قضيه
و x٠ ∈ X انقباضي، λ−توسعهيافته نگاشت f : X −→ X کند،

M (x٠, f(x٠), (١− λα)r) ≥ α.

در منحصربهفرد نقطه ثابت يک داراي f نگاشت ،α ∈ (٠, ١) هر بهازاي صورت اين در

B = {x ∈ x :M(x٠, x, r) ≥ α},

است. همگرا f از u نقطه ثابت به x٠ آغازين نقطه با {xn} پيکارد تکراري دنباله X در x٠ هر بهازاي بهعلاوه است.

و کند صدق (FN۶) خاصيت در که بوده کامل orbitally − f توسعهيافته متري فازي فضاي (X,M,min) چون اثبات.
نقطه ثابت به x٠ آغازين نقطه با {xn} پيکارد تکراري دنباله ۴ .٣ قضيه به بنا لذا است، انقباضي نگاشتλ−توسعهيافته f : X −→ X
هر بهازاي λα < ١ اينکه به توجه با .n ∈ N هر براي xn ∈ B که مي  دهيم نشان استقرا از استفاده با حال است. همگرا X از u

بنابراين ،α ∈ (٠, ١)

M (x٠, x١, r) ≥M (x٠, x١, (١− λα)r) ≥ α, ∀α ∈ (٠, ١).

چون ،x٠, x١, . . . , xn ∈ B که فرض اين با .x١ ∈ B پس

M (x٠, x١, (١− λα)r) ≥ α, ∀α ∈ (٠, ١),

داريم: ۵ .٣ نتيجه اثبات به بنا ازاينرو

M (x٠, xn+١, r) =M

(
x٠, xn+١,

(١− λα)r

١− λα

)
≥ α, ∀α ∈ (٠, ١).

.{xn} ⊆ B درنتيجه و xn+١ ∈ B بنابراين
M (u, xn, ϵ) ≥ α که دارد وجود N ∈ N يک لذا ،limn→∞ xn = u چون .α ∈ (٠, ١) و ϵ > ٠ کنيم فرض حال

بنابراين .n ≥ N هر بهازاي

M (x٠, u, r + ϵ) ≥ min{M (x٠, xn, r) ,M (u, xn, ϵ)} ≥ α, ∀n ≥ N.

.u ∈ B بنابراين .M (x٠, u, r) ≥ α داريم: α ∈ (٠, ١) هر براي ،ϵ −→ ٠ وقتي
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صدق (FN۶) خاصيت در که بوده کامل orbitally − f توسعهيافته متري فازي فضاي (X,M,min) کنيم فرض .٣. ٩ نتيجه
و x٠ ∈ X انقباضي، λ−توسعهيافته نگاشت يک f : X −→ X کند،

M (x٠, f(x٠), (١− λα)r) ≥ α.

صورت اين در باشد. همگرا f از u منحصربهفرد نقطه ثابت به x٠ آغازين نقطه با {xn} پيکارد تکراري Xدنباله در x٠ هر بهازاي بهعلاوه

M (xn, u, λ
n
αr) ≥ α, ∀α ∈ (٠, ١).

چون .α ∈ (٠, ١) کنيم فرض اثبات.

M (x٠, x١, (١− λα)r) ≥ α, ∀α ∈ (٠, ١).

،۵ .٣ نتيجه اثبات به بنا پس

M (xn, xm, λ
n
αr) =M

(
xn, xm,

(١− λα)λ
n
αr

١− λα

)
≥ α, ∀m > n > ٠.

که دارد وجود N ∈ N يک لذا ،limn→∞ xn = u چون .ϵ > ٠ کنيم فرض حال

M(u, xm, ϵ) ≥ α, ∀m ≥ N.

بنابراين

M (xn, u, λ
n
αr + ϵ) ≥ min{M (xm, xn, λ

n
αr) ,M (u, xm, ϵ)} ≥ α, ∀n ≥ N.

.M (xn, u, λ
n
αr) ≥ α داريم: α ∈ (٠, ١) هر براي ،ϵ −→ ٠ وقتي

-(ε, λ) موضعي بهطور را f : X −→ X نگاشت باشد. توسعهيافته متري فازي فضاي (X,M,min) کنيم فرض .٣. ١٠ تعريف
،qα(x, y) نامنفي اعداد ،x, y ∈ X هر براي و εα > ٠ ،α ∈ (٠, ١) هر بهازاي صورتيکه در گوييم توسعهيافته انقباضي يکنواخت

بهطوريکه باشند داشته وجود wα(x, y) و sα(x, y) ،rα(x, y)

sup{qα(x, y) + rα(x, y) + sα(x, y) + ٢wα(x, y)} = λα < ١,

،t١, . . . , t۵ ≥ ٠ هر براي و

M (f(x), f(y), qα(x, y)t١ + rα(x, y)t٢ + sα(x, y)t٣ + wα(x, y)(t۴ + t۵)) ≥ α,

که زماني

M(x, y, t١) ≥ α, M (x, f(x), t٢) ≥ α, M (f(y), y, t٣) ≥ α,

M (f(x), y, t۴) ≥ α, M (f(y), x, t۵) ≥ α, t١ ≤ εα.

(کلاسيک) متري فضاهاي روي توسعهيافته انقباضي ,ε)-يکنواخت λ) موضعي بهطور نگاشت  هاي که مي  دهيم نشان زير مثال در
بهطور تعريف تعميم ٣. ١٠ تعريف يعني فازياند؛ متري فضاهاي از بعضي روي توسعهيافته انقباضي ,ε)-يکنواخت λ) موضعي بهطور

است. (کلاسيک) متري فضاهاي روي توسعهيافته انقباضي ,ε)-يکنواخت λ) موضعي

نامنفي اعداد ،x, y ∈ X هر بهازاي که باشد تابعي f : X −→ X و ε > ٠ متري، فضاي (X, d) کنيم فرض .٣. ١١ مثال
مي کنند: صدق زير روابط در که دارند وجود w(x, y) و s(x, y) ،r(x, y) ،q(x, y)

sup{q(x, y) + r(x, y) + s(x, y) + ٢w(x, y)} = λ < ١,
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و

d (f(x), f(y)) ≤q(x, y)d(x, y) + r(x, y)d(f(x), x) + s(x, y)d(y, f(y))

+ w(x, y)(d(x, f(y)) + d(f(x), y)),

.d(x, y) < ε هر براي
مي  کنيم: تعريف زير بهصورت t ≥ ٠ و x, y ∈ X هر براي را M توسعهيافته متري فضاي

M(x, y, t) =

{
t

٢d(x,y) +
١
٢ , t < d (x, y) ,

١, d (x, y) ≤ t.

و α ∈ (٠, ١) کنيم فرض است. توسعهيافته انقباضي ,ε)-يکنواخت λ) موضعي بهطور نگاشت f مي  دهيم نشان حال

εα =

{
(٢α−١)ε

٢ , α ∈ (١٢ , ١),
ε, o.w..

و t١, . . . , t۵ ≥ ٠ ،x, y ∈ X کنيم فرض حال

M(x, y, t١) ≥ α, M(x, f(x), t٢) ≥ α, M(f(y), y, t٣) ≥ α,

M(f(x), y, t۴) ≥ α, M(f(y), x, t۵) ≥ α.

آنگاه ،α ∈
(١
٢ , ١
)

اگر

t١
٢d (x, y)

+
١
٢
≥ α,

t٢
٢d (f(x), x)

+
١
٢
≥ α,

t٣
٢d (f(y), y)

+
١
٢
≥ α,

t۴
٢d (f(x), y)

+
١
٢
≥ α,

t۵
٢d (x, f(y))

+
١
٢
≥ α.

صورت اين در
t١

٢α− ١
≥ d (x, y) ,

t٢
٢α− ١

≥ d (f(x), x) ,
t٣

٢α− ١
≥ d (f(y), y) ,

t۴
٢α− ١

≥ d (f(x), y) ,
t۵

٢α− ١
≥ d (x, f(y)) .

پس

ε >
ε

٢
≥ εα

٢α− ١
≥ t١

٢α− ١
≥ d (x, y) ,

t٢
٢α− ١

≥ d (f(x), x) ,

t٣
٢α− ١

≥ d (f(y), y) ,
t۴

٢α− ١
≥ d (f(x), y) ,

t۵
٢α− ١

≥ d (x, f(y)) .

درنتيجه

d (f(x), f(y)) ≤q(x, y)d(x, y) + r(x, y)d(f(x), x) + s(x, y)d(y, f(y))

+ w(x, y)(d(x, f(y)) + d(f(x), y))

≤q(x, y)t١ + r(x, y)t٢ + s(x, y)t٣ + w(x, y)(t۴ + t۵)

٢α− ١
.

بنابراين

q(x, y)t١ + r(x, y)t٢ + s(x, y)t٣ + w(x, y)(t۴ + t۵)

d (f(x), f(y))
≥ ٢α− ١.

مي  دهد: نتيجه اين لذا و

M (f(x), f(y), q(x, y)t١ + r(x, y)t٢ + s(x, y)t٣ + w(x, y)(t۴ + t۵)) ≥ α.
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آنگاه ،α ∈ (٠, ١٢ ] اگر حال

M (f(x), f(y), q(x, y)t١ + r(x, y)t٢ + s(x, y)t٣ + w(x, y)(t۴ + t۵)) ≥
١
٢
≥ α.

است. توسعهيافته انقباضي ,ε)-يکنواخت λ) موضعي بهطور نگاشت f : X −→ X بنابراين

مي  دهيم. قرار بررسي مورد انقباضي ,ε)-توسعهيافته λ) توابع براي را ثابت نقطه قضيه حال

f : X −→ X نگاشت و بوده کامل orbitally − f توسعهيافته متري فازي فضاي (X,M,min) کنيم فرض .٣. ١٢ قضيه
است: برقرار زير گزاره هاي از يکي ،x ∈ X هر براي صورت اين در باشد. توسعهيافته انقباضي ,ε)-يکنواخت λ) موضعي بهطور

که دارد وجود α٠ ∈ (٠, ١) (الف)

M (xm, xm+١, εα٠) < α٠, ∀m ∈ N,

است. همگرا f از u منحصربهفرد نقطه ثابت به x٠ آغازين نقطه با {xn} پيکارد تکراري دنباله ،X در x٠ هر بهازاي (ب)

که دارد وجود mα ∈ N ∪ {٠} عدد α ∈ (٠, ١) هر براي کنيم فرض اثبات.

M (xmα , xmα+١, εα) ≥ α.

قضيه اثبات مشابه است، توسعهيافته انقباضي ,ε)-يکنواخت λ) موضعي بهطور نگاشت f : X −→ X چون .s > ٠ کنيم فرض
،۴ .٣

M (xmα+١, xmα+٢, λαεα) ≥ α, ∀α ∈ (٠, ١).

رسيد: زير نتيجه به مي  توان استقرا از استفاده با

M (xmα+p, xmα+p+١, λ
p
αεα) ≥ α,

داريم: ۴ .٣ قضيه اثبات مشابه بنابراين .p ∈ N و α ∈ (٠, ١) هر براي

M

(
xn, xn+p,

n−mα+p−١∑
k=n−mα

λkαεα

)
≥ α, ∀n > mα.

بنابراين .m > n ≥ N هر بهازاي
∑m−١

k=n λ
k
αεα ≤ s که دارد Nوجود ∈ N همگراست،

∑∞
k=٠ λ

k
αεα پس ،λα < ١ چون

M (xn, xn+p, s) ≥M

(
xn, xn+p,

n−mα+p−١∑
k=n−mα

λkαεα

)
≥ α, ∀n ≥ N +mα.

که دارد وجود u ∈ X است، کامل orbitally − f ،X چون حال است. کشي دنباله {xn} دنباله که گرفت نتيجه مي  توان لذا

u = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xn.

داريم: ،n > mα هر براي .α ∈ (٠, ١) و s > ٠ کنيم فرض .f(u) = u مي  دهيم نشان حال

M

(
xn, xn+p,

λn−mα
α εα
١− λα

)
≥M

(
xn, xn+p,

n−mα+p−١∑
k=n−mα

λkαεα

)
≥ α.
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که کنيم فرض

٠ < ϵ ≤ min{(١− λα)s

٢λα
,
εα
٢
}.

و limn→∞ xn = u چون

lim
n→∞

λn−mα
α εα
١− λα

= ٠,

و M(u, xn, ϵ) ≥ α که دارد وجود N > mα لذا

λn−mα
α εα
١− λα

≤ min{(١− λα)s

٢λα
,
εα
٢
}, ∀n ≥ N

کنيم فرض حال

tn = inf{t ≥ ٠ :M(f(u), xn+١, t) ≥ α}, ∀n ∈ N.

،(FN۴) به بنا

M(f(u), xn+١, tn) ≥ α, ∀n ≥ N.

داشت: خواهيم ،(FN۵) به بنا

M

(
u, f(u),

λn−mα
α εα
١− λα

+ ϵ+ tn

)
≥min{M

(
u, xn+١,

λn−mα
α εα
١− λα

+ ϵ

)
,M(xn+١, f(u), tn)}

≥α,

n ≥ N هر بهازاي لذا است، توسعهيافته انقباضي ,ε)-يکنواخت λ) موضعي بهطور f : X −→ X نگاشت چون .n ≥ N هر براي
داريم:

M (f(u), f(xn), qα(u, xn)vα + rα(u, xn)(vα + tn) + sα(u, xn)vα + wα(u, xn)(٢vα + tn)) ≥ α,

آن در که

vα =
λn−mα
α εα
١− λα

+ ϵ.

بنابراين

M

(
f(u), f(xn), λα

(
λn−mα
α εα
١− λα

+ ϵ

)
+ (rα(u, xn) + wα(u, xn))tn

)
≥ α, ∀n ≥ N.

پس

tn ≤ λα

(
λn−mα
α εα
١− λα

+ (١− λα)ϵ

)
+ (rα(u, xn) + wα(u, xn))tn

≤ λα

(
λn−mα
α εα
١− λα

+ ϵ+ tn

)
,

اينرو از .n ≥ N هر بهازاي

tn ≤
(

λα
١− λα

)(
λn−mα
α εα
١− λα

)
+ ϵ ≤ s, ∀n ≥ N.
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درنتيجه

M (xn+١, f(u), s) =M (f(xn), f(u), s) ≥ α, ∀n ≥ N.

.f(u) = u پس .limn→∞ f(xn) = f(u) که گرفت نتيجه مي  توان بنابراين
.α ∈ (٠, ١) و s > ٠ باشد، u, v ثابت نقاط داراي f کنيم فرض است. منحصربهفرد نقطه ثابت داراي f مي  دهيم نشان حال

کنيم فرض حال

t† = inf{t ≥ ٠ :M(u, v, t) ≥ α}.

،(FN٢) به بنا پس ،f(v) = v و f(u) = u چون

M (f(u), u, ϵ) = ١ =M (f(v), v, ϵ) , ∀٠ < ϵ ≤ εα.

لذا است، توسعهيافته انقباضي ,ε)-يکنواخت λ) موضعي بهطور f : X −→ X نگاشت چون

M
(
u, v, qα(u, v)t

† + rα(u, v)ϵ+ sα(u, v)ϵ+ wα(u, v)(٢t†)
)
=

M
(
f(u), f(v), qα(u, v)t

† + rα(u, v)ϵ+ sα(u, v)ϵ+ wα(u, v)(٢t†)
)
≥α,

بنابراين .ϵ > ٠ هر بهازاي

t† ≤ qα(u, v)t
† + rα(u, v)ϵ+ sα(u, v)ϵ+ wα(u, v)(٢t†), ∀ϵ > ٠.

داشت: خواهيم ،ϵ −→ ٠ وقتي

t† ≤ qα(u, v)t
† + wα(u, v)(٢t†) ≤ λαt

†.

بنابراين .t > ٠ هر بهازاي M (u, v, t) = ١ پس .α ∈ (٠, ١) و t > ٠ هر براي M (u, v, t) ≥ α درنتيجه .t† = ٠ لذا
.u = v

نتيجهگيري ۴
برنامهنويسي و بازيها نظريه ديفرانسيل، معادلات فيزيک، در بهويژه آن کاربردهاي و رياضيات مختلف زمينههاي در نقطه ثابت نظريه امروزه
فازي نوع توسعهاند، حال در مداوم بهطور کلاسيک رياضيات بههمراه فازي فيزيک و رياضيات که آنجايي از ميکند. ايفا مهمي نقش پويا
در که محققاني براي مي تواند مقاله اين که مي کنيم فکر ما باشد. داشته فازي فيزيک و رياضيات در مهمي نقش ميتواند نيز نقطه ثابت
,ε)-يکنواخت λ) موضعي بهطور و انقباضي λ−توسعهيافته توابع اينجا در ما باشد. جالب مي کنند، کار فازي تقريبي نقطه ثابت نظريه زمينه

دادهايم. قرار بررسي مورد توابع اين براي را نقطه ثابت قضاياي و کرده تعريف فازي متري فضاهاي روي را توسعهيافته انقباضي
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Fuzzy Estimates for Cairic’s fixed point theorems
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Abstract: In this paper, we investigate the estimation of fixed point errors for two important fixed point
theorems of quasi-contractive mappings in fuzzy norm spaces. For this purpose, we define λ−generalized
contraction and (ε, λ)−uniformly generalized contraction functions on fuzzy metric spaces and show
that these definition are generalization of contractive functions defined by Ćirić on classical metric space.
Also, when Picard’s iteration is used to approximate fixed points in fuzzy norm spaces, we obtain complete
expressions for Ćirić’s fixed point theorems, including estimates of the fuzzy error.
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