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انقباض پذير باناخ جبرهاي براي سرشت نمايي يک

روئين جمال ، * صدر ميثمي ميثم

ايران زنجان، علوم پايه، تکميلي تحصيلات دانشگاه رياضي، دانشکده

صنعتپور اميرحسين مسئول: دبير

١۴٠٢/۴/١٠ پذيرش: تاريخ ١۴٠١/٨/١١ دريافت: تاريخ

مي دهيم نشان واقع در مي  شود. اثبات و بيان انقباض پذيري براي تازه سرشت نمايي يک کوتاه، يادداشت اين در چکيده:
تمام بسته خطي زيرفضاي جبر، آن روي باناخ دومدول هاي از زوج هر به ازاي اگر فقط و اگر است انقباض پذير باناخ جبر يک
متمم پذير طبيعي به صورت آنها، بين کران دار و خطي عملگرهاي همه فضاي در آنها، بين پيوسته مدولي هم ريختي هاي

شده است. برده به کار رسته  نظريه در آن به مفهوم طبيعي واژه اينجا، در باشد. توپولوژيکي

باناخ. مدول هاي رسته انقباض پذيري، ميانگين پذيري، باناخ، جبر کليدي: واژه هاي

46H20; 46H25 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
دروني E به A از پيوسته اشتقاق هر ،E باناخ A-دومدول هر به ازاي هرگاه مي شود گفته انقباض پذير A به باشد. باناخ جبر A کنيد فرض
بسيار مقاله از پس که است ميانگين پذيري پرشمار و متنوع مفاهيم از گونه اي باناخ، جبرهاي کوهمولوژي مبحث در انقباض پذيري مفهوم باشد.
جبرهاي که مي دانيم ببينيد. را [۴]،[٣]،[٢] مراجع زمينه اين در مفصل توضيحات براي شده اند. معرفي [١] جانسون جريان ساز و شاخص
شکل اند بدين متناهي بعد با انقباض پذير باناخ جبرهاي همه هم چنين انقباض پذيراند. آنها از متناهي تعداد هر مستقيم جمع و کامل ماتريسي
يکي درواقع، شده اند. شناخته تاکنون که انقباض پذيراند باناخ جبرهاي از مثال هايي تنها اينها ببينيد). را [۴] مرجع چهارم فصل از اول (بخش
جبر هر آيا که مي پرسد ([٣] مرجع از ٢٢٤ صفحه پانزدهم (مسئله باناخ جبرهاي ميانگين پذيري در داده نشده پاسخ پرسش هاي قديمي ترين از
هم چنين و [۴] مرجع چهارم فصل از اول بخش مسئله، اين حل شده خاص حالت هاي از آگاهي براي است؟ متناهي بعد از انقباض پذير باناخ
شناخته شده اند. و معروف باناخ جبرهاي انقباض پذيري مفهوم براي زير قضيه در شده بيان سرشت نمايي هاي کنيد. ملاحظه را آن ١٩۶ صفحه

شده است.) داده آنها پيرامون توضيحاتي ٣ بخش در هم چنين کنيد. ملاحظه را [٣] مرجع چهارم فصل از اول (بخش
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٢٢٧ انقباض پذير باناخ جبرهاي براي سرشت نمايي يک

است. انقباض پذير A جبر (الف)

است. بديهي ،E در مقادير با A توپولوژيکي هاخشيلد کوهمولوژي اول گروه ،E باناخ A-دومدول هر به ازاي (ب)

بديهي ،E در مقادير با A توپولوژيکي هاخشيلد کوهمولوژي n ام گروه ،١ ≤ n طبيعي عدد هر و E باناخ A-دومدول هر به ازاي (ج)
است.

ببينيد.) را ٣ بخش قطر، تعريف (براي است. A براي قطر يک حداقل شامل A⊗π A و است يک دار A جبر (د)

قطري نگاشت و است يک دار A جبر (ه)
∆ : A⊗π A → A

است. نيز دومدولي هم ريختي که است کران دار و خطي وارون يک حداقل داراي راست از

نشاننده نگاشت و است يک دار A جبر (و)
ker(∆) → A⊗π A

است. نيز دومدولي هم ريختي که است کران دار و خطي وارون يک حداقل داراي چپ از

يک دار باناخ جبر يک مي دهيم نشان واقع در است. انقباض پذيري مفهوم براي تازه سرشت نمايي ارائه کوتاه، يادداشت اين از هدف
آنها، بين کران دار مدولي هم ريختي هاي تمام بسته زيرفضاي جبر، آن روي باناخ دومدول هاي از زوج هر به ازاي اگر فقط و اگر است انقباض پذير
نظريه در آن به مفهوم طبيعي واژه اينجا در باشد. توپولوژيکي متمم پذير طبيعي به صورت آنها، بين کران دار و خطي عملگرهاي همه فضاي در
اميدواريم مي کنيم. اثبات را آن ٣ بخش در و مي کنيم بيان را سرشت نمايي اين دقيق صورت بندي ٢ بخش در است. شده برده به کار رسته 
پاسخ انقباض پذير) جبرهاي بودن بعد (متناهي مبحث اين اصلي حدس آينده در تا کند کمک انقباض پذيري از سرشت نمايي چنين دانستن که

داده شود.

اصلي نتيجه صورت بندي ٢
باشد شده داده کامل نرم يک E زمينه برداري فضاي روي هرگاه مي شود گفته باناخ ،E چپ A-مدول يک به باشد. باناخ جبر A کنيد فرض
A-دومدول هاي و راست باناخ A-مدول هاي مشابه، به طور باشد. کران دار A× E → E دوخطي تابع يک به عنوان E مدولي ضرب و
هرگاه گوييم يکه بان E چپ A-مدول به باشد يک دار A جبر اگر مي دهيم. نمايش ١ با را يک دار جبرهاي يکه عنصر مي شوند. تعريف باناخ

مي شوند. تعريف يکه بان A-دومدول هاي و يکه بان راست A-مدول هاي مشابه، به طور .١x = x باشيم داشته E در x هر به ازاي
نمايش L(E,F ) با را عملگري نرم با همراه ،F به E از کران دار و خطي عملگرهاي همه باناخ فضاي ،F,E باناخ فضاهاي براي
خطي زيرفضاي (LA(E,F ) (به ترتيب، LA (E,F ) آن گاه باشند A روي راست) (به ترتيب، چپ باناخ مدول هاي ،F,E اگر مي دهيم.
دومدول ،F,E که وقتي مشابه به طور مي دهد. نشان را F به E از کران دار A-مدولي هم ريختي هاي همه از متشکل L(E,F ) از بسته

مي شود. تعريف LA A(E,F ) باشند، A روي باناخ
از F ′ بسته خطي زيرفضاي هرگاه گويند E در توپولوژيک متمم پذير F به باشد. E باناخ فضاي بسته خطي زيرفضاي F کنيد فرض
روي تصوير نگاشت يک از مقصود گويند. F براي توپولوژيک متمم يک F ′ به اين صورت، در .E = F ⊕F ′ که باشد موجود چنان E
p 7→ ker(p) تناظر که مي شود ديده به سادگي .p٢ = p به طوري که است p : E → F مانند پوشايي و پيوسته خطي نگاشت ،F

است. E در F توپولوژيک متمم هاي همه مجموعه به ،F به روي تصوير نگاشت هاي تمام مجموعه از پوشا و يک به يک تناظر يک
با رسته) ريختار هاي به عنوان مدولي هم ريختي هاي با (همراه را يکه بان چپ باناخ A-مدول هاي همه رسته ،A يک دار باناخ جبر براي
با (همراه را باناخ فضاهاي رسته هم چنين، مي شوند. تعريف ModA A و ModA نمادهاي مشابه به طور مي دهيم. نمايش ModA

گوناگون) (به طرق را LA و L مي توان که کنيد توجه مي دهيم. نمايش Ban با رسته) ريختار هاي به عنوان کران دار و خطي عملگرهاي
انگاشت: تابعگون به عنوان

L : ModA
op ×ModA → Ban, (E,F ) 7→ L(E,F ),

LA : ModA
op ×ModA → Ban, (E,F ) 7→ LA(E,F ),

L : ModA A
op × ModA A → Ban, (E,F ) 7→ L(E,F ),

است. يادداشت اين اصلي نتيجه زير قضيه انگاشت. تابعگون به عنوان مي توان را LA A و LA مشابه، به طور
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هم ارزند: زير شرايط باشد. جبرباناخ A کنيد فرض .٢. ١ قضيه
است. انقباض پذير A جبر (الف)

دارد. وجود LA A تابعگون به روي L تابعگون از طبيعي تصوير نگاشت يک و است يک دار A جبر (ب)
بيان زير به صورت مي توان را ٢. ١ قضيه توپولوژيکي، متمم هاي و تصوير نگاشت هاي بين تناظر خصوص در مذکور مطلب از استفاده با

کرد:
در LA A(E,F ) زيرفضاي ،F و E باناخ A-دومدول دو هر به ازاي و باشد يک دار اگر فقط و اگر است انقباض پذير A باناخ جبر

باشد. توپولوژيک متمم پذير طبيعي به صورت L(E,F )

اثبات ها ٣
با که است ∆ : A⊗π A → A منحصربه فرد خطي نگاشت A قطري نگاشت از مقصود باشد. باناخ جبر A کنيد فرض

(a⊗ b) 7→ ab (a, b ∈ A)

يک A ⊗π A که کنيد توجه مي دهد. نشان را باناخ فضاهاي کامل شده تصويري تانسوري حاصل ضرب ⊗π اينجا، در مي شود. تعريف
با به ترتيب راست و چپ مدولي ضرب اينجا، در است. باناخ A-دومدول

c(a⊗ b) := ca⊗ b

و
(a⊗ b)c := a⊗ bc

مي شود. مشخص کامل به طور
با آن چپ مدولي ضرب و باشد يکسان A خود با آن زمينه باناخ فضاي که باشد باناخ A-دومدول يک B کنيد فرض

ax := ax (a ∈ A, x ∈ B)

با آن راست مدولي ضرب و
xa := ٠ (a ∈ A, x ∈ B)

اشتقاق، اين باشد انقباض پذير A اگر پس است. پيوسته اشتقاق يک B به A از هماني نگاشت که مي شود ديده اين صورت در شود. داده
چپ يکه عنصر داراي باشد انقباض  پذير A اگر لذا .A در a هر براي ae = a که باشد موجود A = B در e عنصر بايد لذا و است دروني

است. يک دار A نتيجه در و است نيز راست يکه عنصر داراي A حالت، اين   در که مي شود ثابت مشابه به طور است.
هرگاه مي شود ناميده A براي قطر يک M ∈ A⊗π A عنصر

∆(M) = ١, aM = Ma (a ∈ A).

اشتقاق است. باناخ A-دومدول يک نيز ker(∆) است، دومدولي هم ريختي يک قطري نگاشت که آن جا از

D : A → ker(∆), D(a) = ١⊗ a− a⊗ ١

يعني، .D(a) = Na− aN که است موجود N ∈ ker(∆) اين رو از و است دروني D باشد انقباض پذير A اگر بگيريد. نظر در را
قطراند. داراي و يک دار انقباض پذير جبرهاي که ديديم بنابراين است. A براي قطر يک M := ١⊗ ١−N حالت، اين در

کنيد فرض باشد. M قطر داراي و يک دار A کنيد فرض برعکس،

M =
∞∑
n=١

an ⊗ bn,
∞∑
n=١

‖an‖‖bn‖ < ∞. (٣. ١)

داريم E از z =
∑∞

n=١ anD(bn) عنصر براي که مي شود ديده به سادگي آن گاه باشد پيوسته اشتقاق يک D : A → E اگر
است. انقباض پذير A بنابراين، است. دروني D يعني .D(a) = az − za

که است دومدولي هم ريختي يک a 7→ aM نگاشت که مي شود بررسي به سادگي آن گاه باشد M قطر با انقباض پذير A اگر
نشاننده نگاشت براي چپي وارون که است دومدولي هم ريختي يک N 7→ N − ∆(N)M نگاشت و است، ∆ براي راستي وارون

است. بررسي قابل به سادگي نيز فوق مطلب عکس است. ker(∆) → A⊗π A



٢٢٩ انقباض پذير باناخ جبرهاي براي سرشت نمايي يک

است. موجود LA به روي L از طبيعي تصوير نگاشت يک اين صورت، در باشد. انقباض پذير A کنيد فرض .٣. ١ گزاره

L, LA : ModA
op × ModA → Ban.

،T ∈ L(E,F ) هر و باناخ چپ A-مدول هاي از (E,F ) زوج هر براي باشد. (٣. ١) Mبه صورت Aو از Mقطري کنيد فرض اثبات.
مي کنيم: تعريف زير به صورت را PE,F (T ) نگاشت

PE,F (T ) : E → F, x 7→
∞∑
n=١

anT (bnx).

آن گاه ،T ∈ LA (E,F ) اگر که مي شود ديده به سادگي است. LA (E,F ) از عضوي PE,F (T ) اين صورت، در

PE,F (T ) = T.

نگاشت هم چنين،
PE,F : L(E,F ) → LA (E,F ), T 7→ PE,F (T )

-A از ديگري زوج (E ′, F ′) کنيد فرض است. LA (E,F ) به روي تصوير نگاشت يک PE,F بنابراين، است. کران دار و خطي
در ريختار يک (f, g) (بنابراين باشند. پيوسته مدولي هم ريختي هاي g : F → F ′ و f : E ′ → E و باشد باناخ چپ مدول هاي
است: جابه جايي Ban در زير مربع که مي شود بررسي به سادگي است.) (E ′, F ′) شيء به (E,F ) شيئ از ModA

op× ModA

L(E,F )
L(f,g) //

PE,F

��

L(E ′, F ′)

PE′,F ′

��
LA (E,F )

LA (f,g)
// LA (E ′, F ′)

که کنيد توجه
L(f, g)(T ) := gTf (T ∈ L(E,F )),

LA (f, g)(h) := ghf (h ∈ LA (E,F )).

است. شده کامل اثبات ترتيب اين به است. LA به L از طبيعي تبديل يک (E,F ) 7→ PE,F بنابراين،

A همان آن زمينه باناخ فضاي که است باناخ جبر يک Aop (بنابراين، مي دهند. نشان Aop با را A متقابل جبر ،A باناخ جبر براي
E آن گاه باشد باناخ چپ A-مدول يک E اگر مي شود.) تعريف A در ba عنصر با برابر Aop در b عنصر در a عنصر يک ضرب اما است

است: باناخ راست Aop-مدول کانوني به صورت

xa := ax (a ∈ Aop, x ∈ E).

A-دومدول يک E که اگر مشابه، به طور انگاشت. ModAop و ModA بين هم ارزي يک به عنوان مي توان را هماني تابعگون بنابراين،
است: باناخ چپ A⊗π-مدول A

op يک کانوني به صورت E آن گاه باشد باناخ

(a⊗ b)x := axb (a ∈ A, b ∈ Aop, x ∈ E).

گرفت: ModA⊗πAop و ModA A بين هم ارزي يک به عنوان مي توان را هماني تابعگون اين رو، از

ModA A
∼= ModA⊗πAop (٣. ٢)

آن گاه باشد، (٣. ١) به صورت A براي قطري M اگر درواقع، است. انقباض پذير نيز Aop آن گاه باشد انقباض پذير باناخ جبر A اگر
است. Aop براي قطر يک

∑∞
n=١ bn ⊗ an

A براي قطري (٣. ١) مانند M اگر درواقع، است. انقباض پذير نيز A ⊗π A′ آن گاه باشند انقباض پذير باناخ جبرهاي A′ و A اگر
آن گاه ،A′ براي قطري M ′ =

∑∞
n=١ a

′
n ⊗ b′n مشابه به طور و باشد

∞∑
n=١

∞∑
n′=١

an ⊗ an′ ⊗ bn ⊗ bn′

است. A⊗π A
′ براي قطري
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٢. ١ قضيه از (ب) ⇐ (الف) قسمت اثبات

نتيجه A⊗π A
op براي ٣. ١ گزاره بردن به کار از است. انقباض پذير نيز A⊗π A

op باناخ جبر بنابراين، باشد. انقباض پذير A کنيد فرض
از طبيعي تصوير نگاشت يک که مي شود

L : ModA⊗πAop
op × ModA⊗πAop → Ban

به روي
LA⊗πAop : ModA⊗πAop

op × ModA⊗πAop → Ban

از طبيعي تصوير نگاشت يک به صورت مي توان را طبيعي تبديل اين که مي شود نتيجه (٣. ٢) هم ارزي از دارد. وجود

L : ModA A
op × ModA A → Ban

به روي
LA A : ModA A

op × ModA A → Ban

انگاشت.

٢. ١ قضيه از (الف) ⇐ (ب) قسمت اثبات

و باشند باناخ A-دومدول سه E,F,G کنيد فرض باشد. LA A به L از طبيعي تصوير نگاشت يک P و باشد يک دار A کنيد فرض
کنيد فرض

f ∈ LA A(F,G), T ∈ L(E,F ).

است: جابه جايي Ban در زير مربع مي دانيم

L(E,F )
L(id,f) //

PE,F

��

L(E,G)

PE,G

��
LA A(E,F )

LA A(id,f)
// LA A(E,G)

داريم: بنابراين

fPE,F (T ) = PE,G(fT ). (٣. ٣)

براي (٣. ٣) تساوي
E := A, F := A⊗π A, G := A, f := ∆

و
T : A → A⊗π A, T (a) = a⊗ ١,

به مي شود تبديل
∆PA,A⊗πA(T ) = idA.

است. انقباض پذير A پس، است. نيز دومدولي هم ريختي که دارد کران دار و خطي راست وارون يک قطري نگاشت بنابراين

و A جبر قطرهاي بين پوشايي و يک به يک تناظر ،A انقباض پذير باناخ جبر هر براي که مي شود ديده بالا اثبات هاي از .٣. ٢ ملاحظه
دارد. وجود (LA و LA (به ترتيب، LA A به L از طبيعي تصوير نگاشت هاي
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A characterization for contractible Banach algebras
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Abstract: In this short note, the following new characterization of contractibility is stated and proved: A
Banach algebra is contractible if and only if for any pair of Banach bimodules over that algebra, the closed
linear subspace of all continuous bimodule morphisms between them, in the space of all bounded linear
operators between them, is naturally topological complemented. Here, the phrase “natural” has been used
with its meaning in Category Theory.
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