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اهميت مي شوند. بررسي زماني متغير- تأخير هاي با بهينه کنترل مسأله براي بهينگي لازم شرايط مقاله اين در چکيده:
تأخير ها هم چنين مي باشند. زمان به وابسته تأخير هاي تأثير تحت حالت، و کنترل متغير دو هر که است آن در مسأله اين
مي شود. بهينگي لازم شرايط اثبات سخت شدن باعث زمان، به تأخيرها وابستگي شده اند. اِعمال نيز هدف تابعک در
محاسبه براي مي باشد. تأخير ها اين تأثير تحت حالتِ و کنترل متغير هاي تغييراتِ محاسبه در شرايط، اين اثبات پيچيدگي
اِعمال با ترتيب بدين مي کنيم. استفاده مناسبي متغيرِ تغيير از حالت، و کنترل تأخيري متغير هاي در تغييرات اين بررسي و
نهايت، در مي شود. اثبات مسأله براي بهينگي لازم شرايط حالت، و کنترل متغيرهاي تغييراتِ محاسبه و متغير تغيير اين

مي شوند. ارائه آمده به دست عددي نتايج و پرداخته مثال چند حل به شرايط اين از استفاده با

متغير- تأخير هاي غيرخطي، سيستم هاي بهينگي، لازم شرايط تأخيري، سيستم هاي بهينه، کنترل مسائل کليدي: واژه هاي
زماني.

49Kxx; 93C43 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
مسائل اين مي باشند. زماني تأخير با بهينه کنترل مسائل به کار مي روند، مختلف علوم مسائل مدل سازي در که بهينه کنترل مسائل از رده اي
باشند زمان به وابسته تأخير ها اگر مسائل اين در مي گردند. دسته بندي مي شود، اِعمال آن روي تأخير که متغيري و تأخير نوع به توجه با معمولاً

مي نامند. زماني متغير- تأخير با بهينه کنترل را مسأله کنند، تغيير زمان طي و
گرفته قرار بررسي و تحقيق مورد آن ها مختلف رده هاي و شده انجام زماني تأخير با بهينه کنترل مسائل زمينه در زيادي مطالعات و پژوهش ها
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مي کنيم: مرور را شده انجام تحقيقات از خلاصه اي ادامه در است. شده ارائه آن ها بهينه جواب محاسبه و حل براي مختلفي روش هاي و
در هَلَني .[١٢] شد اثبات ١٩۶١ سال در خاراتيشويلي توسط حالت متغير در ثابت تأخير با بهينه کنترل مسائل براي پونترياگين بيشينه اصل
توسط مشابهي نتايج .[٨] کرد ارائه حالت، و کنترل متغيرهاي در ثابت تأخيرهاي با بهينه کنترل مسائل براي را بيشينه اصل ١٩۶٨ سال
در زماني متغير- تأخيرهاي با بهينه کنترل مسائل براي را بيشينه اصل ١٩۶٨ سال در بَنکس .[١٩] شد ارائه ١٩٧٢ سال در رِي و سليمان
داد. قرار بررسي مورد خطي سيستم با تأخيري بهينه کنترل مسائل کنترل متغير روي را تأخير نوع اين او هم چنين .[٢] کرد اثبات حالت، متغير
تابعي فضاي در نامساوي قيدهاي با تأخيري غيرخطي بهينه کنترل مسائل براي را بهينگي لازم شرايط روش کِي و انَجل ١٩٩٠ سال در
کنترل متغيرهاي در ثابت تأخيرهاي با بهينه کنترل مسائل براي ٢٠٠٩ سال در را بهينگي لازم شرايط ديگران و گُلمان .[١] کردند بررسي
از ديگري نوع براي ٢٠١۴ سال در را پونترياگين بيشينه اصل مايرِر و گلمان هم چنين .[۶] کردند اثبات نامساوي قيدهاي همراه به حالت و
و حالت متغيرهاي در تأخيري نامساوي قيدهاي همراه به را مسأله و ارائه حالت و کنترل متغيرهاي در ثابت تأخيرهاي با بهينه کنترل مسائل
تأخيرهاي با خطي بهينه کنترل مسائل حل براي را تغييراتي تکراري روش ٢٠١۵ سال در ديگران و ميرحسيني .[٧] کردند بررسي کنترل
کنترل متغيرهاي روي پارامترسازي بر مبتني روشي همکارانش و بتس ،٢٠١۶ سال در .[١۵] بردند به کار دوم، درجه هدف تابعي با و ثابت
کنترل مسائل براي را بهينگي لازم شرايط مرزبان و حسيني سال، همان در .[۴] کردند ارائه ثابت تاخيرهاي با بهينه کنترل مسائل حل براي
سيستم هاي با بهينه کنترل مسائل حل براي عددي روش يک آن ها هم چنين .[٩] کردند ثابت قطعه اي، تأخيرهاي با تأخيري غيرخطي بهينه
بهينه کنترل مسائل حل براي ٢٠١٨ سال در پيرمراديان و مرزبان .[١۶] کردند ارائه ثابت قطعه اي تأخيرهاي شامل چندگانه تأخيري خطي
بردند به کار لاگرانژ درون يابي و بلوکي توابع از استفاده با ترکيبي عددي روش يک حالت، و کنترل متغيرهاي روي ثابت تأخيرهاي با غيرخطي
حجي پور و جاجرمي را است شده اعمال حالت متغير روي فقط که زماني متغير- تأخيرهاي با بهينه کنترل مسائل حل براي عددي روشي .[١٧]
پايدار آشوب هاي همراه به زماني متغير- تأخيرهاي با بهينه کنترل مسأله سال همان در آن ها هم چنين .[١٠] کردند بررسي ٢٠١٧ سال در
و بررسي را تأخيري کسريِ بهينه کنترل مسائل ٢٠٢٠ سال در عفتي و رخشان .[١١] کردند ارائه آن ها حل براي عددي روشي و بررسي را
تأخيرهاي با بهينه کنترل مسائل زمان، مقياس انتقال با باي و اوو سال همين در .[١٨] کردند اثبات مسائل اين براي را لاگرانژ اولر- معادلات
متغير به وابسته کنترل تابع آن در که غيرخطي مسائل از رده اي .[٢٠] کردند حل را حالت و کنترل متغير دو هر روي يکسان زماني متغير
بعد در مسأله تقريب براي عددي روش يک آن ها .[١٣] شد بررسي ٢٠٢٢ سال در همکارانش و لئو توسط است، زماني متغير- تاخير با حالت
معرفي تأخيري کسري غيرخطي بهينه کنترل مسأله حل براي تکراري عددي روش يک آن ها، سال، همان در هم چنين کردند. ارائه متناهي

.[١۴] کردند
هم چنين اند. شده اعمال حالت متغير روي يا و کنترل متغير روي يا تأخيرها گرفت، قرار بررسي مورد موضوع، ادبيات در که تحقيقاتي همه در
هدف تابع در آن ها تأثير و بوده تأخير شامل مسأله محدوديت هاي فقط شده اند، اعمال حالت و کنترل متغير دو هر روي تأخيرها، که مسائلي در
يکسان حالت، و کنترل متغيرهاي مؤلفه هاي همه روي شده اعمال تأخيرهاي معمولاً تحقيقات، اين در آن که ديگر نکته است. نشده بررسي

مي باشند.
که: است آن مي کند، متمايز را مطالعه مورد مسأله که نکاتي مي پردازيم. مسأله بيان به ابتدا بعد بخش در مقاله، اين در

و حالت متغير در k(t) زمانِ به وابسته تأخيرهاي يعني شده اند. اعمال کنترل و حالت متغير دو هر روي زماني متغير- تأخيرهاي (١
مي باشند. کنترل متغير در r(t)

بردارهاي u[r](t) و x[k](t) بردارهاي مسأله، اين در مي باشند. متفاوت مؤلفه به مؤلفه کنترل و حالت متغيرهاي در تأخير توابع (٢
به صورت: که مي باشند تأخير تاثير تحت کنترل و حالت

x[k](t) = x(t− k(t)) =


x١(t− k١(t))
x٢(t− k٢(t))

...
xn(t− kn(t))

 ,

و

u[r](t) = u(t− r(t)) =


u١(t− r١(t))
u٢(t− r٢(t))

...
um(t− rm(t))


.j = ١, . . . ,m براي rj : R+ −→ R+ و i = ١, . . . , n براي ki : R+ −→ R+ آن ها در و مي شوند تعريف

مي باشد. تأخير تاثير تحت مسأله هدف تابعک (٣



٢٧١ زماني متغير- تأخيرهاي با بهينه کنترل مسائل براي بهينگي لازم شرايط

اثبات در توجه قابل نکته مي شوند. اثبات و بيان زماني متغير- تأخير هاي با بهينه کنترل مسأله براي بهينگي لازم شرايط ،٣ بخش در سپس
در مي باشد. حالت و کنترل متغير هاي در تأخير تأثير تحت متغير هاي تغييراتِ بررسي و مناسب متغيرِ تغيير از استفاده بهينگي، لازم شرايط
بيان نتيجه گيري ،۵ بخش در نهايت، در مي کنيم. ارائه را آن ها عددي نتايج و کرده حل شده، اثبات شرايط از استفاده با را مثال دو ،۴ بخش

مي شود.

مسأله بيان ٢

است: زير به صورت مي شود، بررسي و مطالعه مقاله اين در که بهينه اي کنترل مسأله

Min J = S(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t٠

f٠(x, x
[k], u, u[r], t)dt, (٢. ١)

به صورت: تأخيري ديفرانسيل معادلات با قيدهايي تحت

dx

dt
= f(x, x[k], u, u[r], t), t ∈ [t٠, tf ], (٢. ٢)

x(t) = ϕ(t), t٠ − k(t٠) ≤ t ≤ t٠, (٢. ٣)
u(t) = ψ(t), t٠ − r(t٠) ≤ t ≤ t٠, (۴ .٢)

هستند ثابت هايي tf و t٠ هم چنين مي باشد. محدب مجموعه اي U و u ∈ U ⊆ (L٢[t٠, tf ])
m و x ∈ (H١[t٠, tf ])

n آن در که
بردارهاي که u[r](t) و x[k](t) بردارهاي در به علاوه .[t٠, tf ] ⊂ R+ و مي شوند گرفته نظر در انتهايي و ابتدايي زمان به ترتيب که
٠ ≤ k̇(t) < ١ شرايط باشند، صعودي زمان به نسبت t−r(t) و t−k(t) توابع آن که براي مي باشند، تأخير تاثير تحت کنترل و حالت

مي گيريم. نظر در را ٠ ≤ ṙ(t) < ١ و
به صورت: مسأله اين با مرتبط توابع ديگر

S : Rn × R+ −→ R,
f٠ : (H١[t٠, tf ])

n × (H١[t٠, tf ])
n × (L٢[t٠, tf ])

m × (L٢[t٠, tf ])
m × R+ −→ L٢[t٠, tf ],

f : (H١[t٠, tf ])
n × (H١[t٠, tf ])

n × (L٢[t٠, tf ])
m × (L٢[t٠, tf ])

m × R+ −→ (L٢[t٠, tf ])
n,

معين توابع ،(۴ .٢) و (٢. ٣) در ψ(t) و ϕ(t) هم چنين مي باشند. مشتق پذير دوم مرتبه تا و پيوسته متغيرهايشان به نسبت توابع اين همه که
m حاصل ضرب (L٢[t٠, tf ])

m و H١[t٠, tf ] سوبولف فضاي از تايي -n حاصل ضرب (H١[t٠, tf ])
n که مي شويم يادآور هستند.

مي باشند. L٢[t٠, tf ] انتگرال پذير توابع از تايي -

زماني متغير- تأخيرهاي با بهينه کنترل مسأله براي بهينگي لازم شرايط ٣

اين اثبات در مي شود. اثبات (۴ .٢) - (٢. ١) زماني متغير- تأخيرهاي با تأخيري بهينه کنترل مسأله براي بهينگي، لازم شرايط بخش اين در
مي کنيم. دقت تأخير، تاثير تحت حالت و کنترل متغيرهاي تغييرات بررسي در شده اعمال متغير تغيير نوع به شرايط،

مي پردازيم. گراديان و گاتئکس مشتق مفهوم به منظور اين براي مي کنيم. بيان را داريم نياز که قضيه هايي و تعاريف مفاهيم، برخي ابتدا
به صورت: x ∈ R حقيقي متغير به نسبت f(x) تابع يک مشتق مي دانيم

df

dx
≡ lim

h→٠

f(x+ h)− f(x)

h
.

تصميم متغير زيرا نيست، تعميم قابل باناخ فضاي در J(v) تابعک هاي براي تعريف اين مي شود. تعريف باشد، متناهي و موجود فوق حد هرگاه
برنامه ريزي در بهينگي لازم شرايط تعيين منظور به بنابراين شود. J(v) ناهمواري به منجر که باشد داشته ناپيوستگي هايي است ممکن v

مي شود. تعريف زير به صورت باناخ فضاي در جهتي مشتق نامتناهي، بعد با رياضي
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حد: مقدار صورت اين در باشد. X روي شده تعريف تابعک يک F و برداري فضاي يک X کنيم فرض [۵] .٣. ١ تعريف

lim
θ→٠

F (v + θµ)− F (v)

θ
≡ δF (v, µ),

باشد، موجود فوق حد µ ∈ V همه براي اگر مي شود. ناميده µ ∈ X مسير در و v ∈ X در F تابعک (G (مشتق گاتئکس١ مشتق
است. v ∈ V در ( مشتق پذير - G) گاتئکس مشتق پذير F تابعک مي گوييم

به را امکان اين G مشتق که مي کنيم توجه است. شده گرفته متناهي بعد با فضاهاي در جهتي مشتق ايده از کلي حالت در G مشتق
تعريف زير به صورت بتوانيم را ( هيلبرت فضاي (مثل خوش تعريف داخلي حاصل ضرب با باناخ فضاهاي در تابعک يک گراديان که مي دهد ما

کنيم:

صورت اين در Xباشد. روي تابعکGمشتق پذير يک F و ⟨·, ·⟩ اسکالر حاصل ضرب با هيلبرت فضاي Xيک کنيم فرض .٣. ٢ تعريف
که: ∇F (v) ∈ X

δF (v, µ) = ⟨∇F (v), µ⟩ , ∀µ ∈ X,

∇F (v) که مطمئنيم مي کنيم، بيان را آن ادامه در که هيلبرت فضاهاي براي ريس٢ نمايش قضيه طبق مي شود. ناميده X در F گراديان
است. خوش تعريف و موجود

w ∈ V آن گاه باشد. V روي پيوسته خطي نگاشت F ∈ L(V ) و هيلبرت فضاي يک V کنيم فرض ريس) نمايش (قضيه .٣. ٣ قضيه
که: مي شود يافت چنان يکتا به طور

F (v) = ⟨w, v⟩ , ∀v ∈ V,

است. V روي پيوسته خطي نگاشت هاي تمام فضاي L(V ) که کنيم يادآوري

مي کنيم. ارائه را نامتناهي بعد با رياضي برنامه ريزي از مقدماتي مفاهيم برخي يادآوري، جهت اصلي، مسأله بهينگي شرايط تشريح براي
است. U ⊆ V زيرمجموعه روي يا V روي J کردن کمينه ما هدف مي گيريم. نظر در را J : V −→ R تابعک و V برداري فضاي
بهينه سازي براي مي شود. بهينه کنترل مسأله و کلاسيک تغييرات حساب مسأله متناهي، بعد با رياضي برنامه ريزي شامل اساسي مسأله اين

مي کنيم: بيان را است زمينه اين در رياضي آناليز قضيه هاي مشهورترين از که وايراشتراس٣ قضيه تابعک، يک مقيد

مسأله: آن گاه باشد، U روي پيوسته تابعک يک J و V از فشرده زيرمجموعه اي U اگر وايراشتراس) وجودي (قضيه .۴ .٣ قضيه

Min J(v) s.t. v ∈ U ⊆ V

دارد. v∗ ∈ U بهينه جواب يک

شود. مراجعه [۵] مرجع به اثبات براي اثبات.

بايد نامتناهي بعد حالت در به خصوص است. معتبر خاص شرايط گرفتن نظر در با نامتناهي بعد و متناهي بعد حالت دو هر در قضيه اين
U است کافي است، هيلبرت فضاي يا باناخ فضاي يک V که هنگامي داريم. را قضيه از ضعيف تري نسخه و باشيم داشته بيشتري دقت
اين مي رود. به کار بهينه جواب براي لازم شرايط بيان در ،G مشتق بعدي قضيه در شود. گرفته نظر در ضعيف فشردگي براي بسته و کراندار

است: زير به صورت قضيه

آن گاه ،v∗ ∈ V در مشتق پذير -G و V فضاي روي تابعک يک J(v) اگر نامقيد بهينه سازي براي اول مرتبه لازم شرايط .۵ .٣ قضيه
که: است آن باشد، J براي بهينه جواب يک v∗ آن که براي لازم شرط يک

δJ(v∗, ϕ) = ٠, ∀ϕ ∈ V. (٣. ١)

زير رابطه در θ حقيقي متغير هر ازاي به J(v∗ + θϕ) بايد است، J تابعک از سراسري يا موضعي کمينه يک که v∗ هر براي اثبات.
کند: صدق

٠ =

[
d

dθ
J(v∗ + θϕ)

]
θ=٠

= lim
θ−→٠

J(v∗ + θϕ)− J(v∗)

θ
, ∀ϕ ∈ V,

است. G مشتق بالا حد ،(٣. ١) تعريف به توجه با



٢٧٣ زماني متغير- تأخيرهاي با بهينه کنترل مسائل براي بهينگي لازم شرايط

کنيم. اثبات و بيان زماني، متغير تأخيرهاي با بهينه کنترل مسائل براي را بهينگي لازم شرايط که ايم آماده اکنون
مي گيريم: نظر در را (٢. ١) عمل کرد شاخص ابتدا

J = S(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t٠

f٠(x, x
[k], u, u[r], t)dt, (٣. ٢)

نوشت: مي توان پس است، مشتق پذير تابعي S چون

S(x(tf ), tf ) =

∫ tf

t٠

d

dt
[S(x(t), t)] dt+ S(x(t٠), t٠), (٣. ٣)

داريم: بنابراين

J(u, u[r]) =

∫ tf

t٠

{
f٠(x, x

[k], u, u[r], t) +
d

dt
[S(x(t), t)]

}
dt+ S(x(t٠), t٠), (۴ .٣)

مي کنيم: بررسي را زير تابعک شود کاسته مسأله کليت از آن که بدون پس است. ثابت مقدار يک S(x(t٠), t٠) داريم توجه

J١(u, u
[r]) =

∫ tf

t٠

{
f٠(x, x

[k], u, u[r], t) +
d

dt
[S(x(t), t)]

}
dt, (۵ .٣)

طرفي از

d

dt
[S(x(t), t)] =

(
∂S

∂x

)T

ẋ(t) +
∂S

∂t
.

بنابراين:

J١(u, u
[r]) =

∫ tf

t٠

{
f٠(x, x

[k], u, u[r], t) +

(
∂S

∂x

)T

ẋ(t) +
∂S

∂t

}
dt. (۶ .٣)

لاگرانژ ضرايب معرفي با اکنون مي باشد. (۶ .٣) در J١ کردن کمينه با معادل (٢. ١) عمل کرد شاخص در J تابعک بهينه سازي و کردن کمينه
مي کنيم: تعريف زير به صورت را افزوده عمل کرد شاخص ،λ(t)

Ja(u, u
[r]) =

∫ tf

t٠

{
f٠(x, x

[k], u, u[r], t) +

(
∂S

∂x

)T

ẋ(t) +
∂S

∂t

+λT (t)
(
f(x, x[k], u, u[r], t)− ẋ(t)

)}
dt. (٣. ٧)

δtf و δλ ، δu[r] ، δu ، δẋ ، δx[k]، δx تغييرات منظور اين براي مي کنيم. بررسي متغيرها از يک هر به نسبت را Ja تغييرات اکنون
صورت: اين در باشند، λ(t) و u(t) ، x(t) بهينه مقادير λ∗(t) و u∗(t) ،x∗(t) اگر که مي دانيم مي کنيم. معرفي را

x(t) = x∗(t) + δx(t) → δx(t) = x(t)− x∗(t)

u(t) = u∗(t) + δu(t) → δu(t) = u(t)− u∗(t)

λ(t) = λ∗(t) + δλ(t) → δλ(t) = λ(t)− λ∗(t)
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داريم: و است δtf = ٠ بنابراين است ثابت مقداري tf چون

δJa(u, u
[r]) =

∫ tf

t٠

{((∂S(x(t), t)
∂x

)T

− λT (t)
)
δẋ

+

[
∂f٠

∂x
+ λT (t)

∂f

∂x
+

(
∂٢S(x(t), t)

∂x٢

)
ẋ(t)

+
∂٢S(x(t), t)

∂x∂t

]T
δx(t)

+

[
∂f٠

∂x[k]
+ λT (t)

( ∂f

∂x[k]
)]T

δx[k](t) +

[
∂f٠

∂u
+ λT (t)

(∂f
∂u

)]T
δu(t)

+

[
∂f٠

∂u[r]
+ λT (t)

( ∂f

∂u[r]
)]T

δu[r](t)

+

(
f(x, x[k], u, u[r], t)− ẋ(t)

)T

δλ(t)

}
dt. (٣. ٨)

طرفي: از

δx(t) =

∫ tf

t٠

δẋ(t)dt+ δx(t٠),

بنابراين: و δx(t٠) = ٠ پس است، ثابتي مقدار x(t٠) چون و

δx(t) =

∫ tf

t٠

δẋ(t)dt, (٣. ٩)

نوشت: مي توان (٣. ٩) رابطه و جزء به جزء روش به انتگرال گيري با ∫و tf

t٠

((∂S
∂x

)T

− λT (t)
)
δẋdt =

[(
− λ(t) +

∂S(x(t), t)

∂x

)T
δx(t)

]
t=tf

−
∫ tf

t٠

{
d

dt

(
− λT (t) +

(
∂S

∂x

)T )
δx(t)

}
dt. (٣. ١٠)

داريم: (٣. ٨) رابطه در (٣. ١٠) رابطه جايگذاري با

δJa(u, u
[r]) =

[(
− λ(t) +

∂S(x(t), t)

∂x

)T
δx(t)

]
t=tf

+

∫ tf

t٠

{[
∂f٠

∂x
+ λT (t)

(∂f
∂x

)
+

(
∂٢S(x(t), t)

∂x٢

)
ẋ(t) +

∂٢S(x(t), t)

∂x∂t

− d

dt

(
− λT (t) +

∂S

∂x

)]T
δx(t)

+

[
∂f٠

∂x[k]
+ λT (t)

( ∂f

∂x[k]
)]T

δx[k](t) +

[
∂f٠

∂u
+ λT (t)

(∂f
∂u

)]T
δu(t)

+

[
∂f٠

∂u[r]
+ λT (t)

( ∂f

∂u[r]
)]T

δu[r](t)

+

(
f(x, x[k], u, u[r], t)− ẋ(t)

)T

δλ(t)

}
dt. (٣. ١١)



٢٧۵ زماني متغير- تأخيرهاي با بهينه کنترل مسائل براي بهينگي لازم شرايط

نوشت: مي توان پس است، پيوسته دوم مرتبه مشتقات مسأله فرض به بنا )چون
∂٢S(x(t), t)

∂x٢

)
ẋ(t) +

∂٢S(x(t), t)

∂x∂t
− d

dt

(
− λT (t) +

∂S(x(t), t)

∂x

)
=

(
∂٢S(x(t), t)

∂x٢

)
ẋ(t) +

∂٢S(x(t), t)

∂x∂t
+
d

dt

(
λT (t)

)
−

(
∂٢S(x(t), t)

∂x٢

)
ẋ(t)− ∂٢S(x(t), t)

∂t∂x
=

d

dt

(
λT (t)

)
.

داشت: خواهيم زير به صورت را (٣. ١١) رابطه آن از استفاده با و

δJa(u, u
[r]) =

[(
− λ(t) +

(
∂S(x(t), t)

∂x

)T )
δx(t)

]
t=tf

+

∫ tf

t٠

{[
∂f٠

∂x
+ λT (t)

∂f

∂x
+
d

dt
λT (t)

]T
δx(t)

+

[
∂f٠

∂x[k]
+ λT (t)

∂f

∂x[k]

]T
δx[k](t)

+

[
∂f٠

∂u
+ λT (t)

∂f

∂u

]T
δu(t) +

[
∂f٠

∂u[r]
+ λT (t)

∂f

∂u[r]

]T
δu[r](t)

+

(
f(x, x[k], u, u[r], t)− ẋ(t)

)T

δλ(t)

}
dt. (٣. ١٢)

به صورت: هميلتوني تابع تعريف با

H(x(t), x[k](t), u(t), u[r](t),λ, t) =

f٠(x(t), x
[k](t), u(t), u[r](t), t) + λTf(x(t), x[k](t), u(t), u[r](t), t),

مي نويسيم: زير به صورت را (٣. ١٢) رابطه

δJa(u, u
[r]) =

[(
− λ(t) +

∂S(x(t), t)

∂x

)T
δx(t)

]
t=tf

+

∫ tf

t٠

{[
∂H

∂x
+ λ̇(t)

]
δx(t) +

[
∂H

∂x[k]

]
δx[k](t)

+

[
∂H

∂u

]
δu(t) +

[
∂H

∂u[r]

]
δu[r](t)

+

(
f(x, x[k], u, u[r], t)− ẋ(t)

)T

δλ(t)

}
dt. (٣. ١٣)

تغييرات ابتدا بنويسيم. δu و δx تغييرات حسب بر را δu[r] و δx[k] تغييرات ،(٣. ١٣) رابطه در بايد بهينگي، لازم شرايط به رسيدن براي
شکل: به که (٣. ١٣) رابطه از بخشي در منظور، اين براي مي کنيم. بررسي را δx[k]∫ tf

t٠

∂H

∂xkj

(
δx[k]

)
j
dt =

∫ tf

t٠

∂H

∂xj(t− kj(t))

(
δxj(t− kj(t))

)
dt,

مي کنيم: اعمال زير به صورت متغيري تغيير است،

zj = t− kj(t). (١۴ .٣)
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بنابراين: است، مشتق پذير kj(t) چون

dzj
dt

= ١ − k̇j(t) (١۵ .٣)

که: داريم توجه
zj(t) = arg

[
z = t− kj(z)

]
هم چنين: و t٠ ≤ t ≤ tf براي

t = t٠ −→ zj = t٠ − kj(t٠); t = tf −→ zj = tf − kj(tf )

داشت: خواهيم متغير تغيير اين اعمال با پس
(١۶ .٣)∫ tf

t٠

∂H

∂xj(t− kj(t))
δxj(t− kj(t))dt =

∫ tf−kj(tf )

t٠−kj(t٠)

[
∂H

∂(x[k])j
× ١

١ − k̇j(t)

]
t=z+kj(z)

δxjdzj.

مي شود: زير رابطه معادل (١۶ .٣) رابطه ظاهري، متغيرهاي کردن مرتب و جابجايي ∫با tf

t٠

∂H

∂(x[k])j
δ(x[k])jdt =

∫ tf−kj(tf )

t٠−kj(t٠)

(
∂H

∂(x[k])j
× ١

١ − k̇j(t+ kj(t))

)
δxjdt. (٣. ١٧)

،t ≤ t٠ براي هم چنين است. صفر برابر ϕ تغييرات پس است، معين تابع يک ϕ اين که به توجه با و x(t) = ϕ(t) ،t < t٠ براي چون
که: مي گيريم نتيجه پس ،δxj = ٠∫ tf

t٠

∂H

∂(x[k])j
δ(x[k])jdt =

∫ tf−kj(tf )

t٠

(
∂H

∂(x[k])j
× ١

١ − k̇j(t+ kj(t))

)
δxjdt, (٣. ١٨)

طرفي: ∫از tf

t٠

∂H

∂xj
δxjdt =

∫ tf−kj(tf )

t٠

[
∂H

∂xj

]
δxjdt+

∫ tf

tf−kj(tf )

[
∂H

∂xj

]
δxjdt. (٣. ١٩)

مي گيريم: نتيجه (٣. ١٩) و (٣. ١٨) و (٣. ١٣) از ∫بنابراين tf

t٠

{[
∂H

∂x
+ λ̇(t)

]
δx(t) +

[
∂H

∂x[k]

]
δx[k](t)

}
dt

=
n∑

j=١

{∫ tf−kj(tf )

t٠

(
λ̇(t) +

∂H

∂xj
+

[
∂H

∂(x[k])j
× ١

١ − k̇j(t+ kj(t))

])
δxj dt

+

∫ tf

tf−kj(tf )

(
λ̇(t) +

∂H

∂xj

)
δxj dt

}
. (٣. ٢٠)

زير: رابطه در si = t− ri(t) متغير تغيير اعمال با مشابه به طور ،(٣. ١٣) در ،δu[r] تغييرات بررسي ∫براي tf

t٠

∂H

∂uri

(
δu[r]

)
i
dt =

∫ tf

t٠

∂H

∂ui(t− ri(t))

(
δui(t− ri(t))

)
dt,

∫داريم: tf

t٠

∂H

∂uri

(
δu[r]

)
i
dt =

∫ tf−ri(tf )

t٠−ri(t٠)

[
∂H

∂(u[r])i
× ١

١ − ṙi(t+ ri(t))

]
δuidt. (٣. ٢١)
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تغييرات ،ψ بودن معين و t < t٠ هر براي u(t) = ψ(t) اين که به توجه با هم چنين و δui = ٠ ،t ≤ t٠ هر براي که کنيد دقت
که: گرفت نتيجه مي توان ،(٣. ٢١) رابطه از بنابراين است. صفر برابر ∫آن tf

t٠

∂H

∂uri

(
δu[r]

)
i
dt =

∫ tf−ri(tf )

t٠

[
∂H

∂(u[r])i
× ١

١ − ṙi(t+ ri(t))

]
δuidt. (٣. ٢٢)

طرفي ∫از tf

t٠

∂H

∂ui
δuidt =

∫ tf−ri(tf )

t٠

[
∂H

∂ui

]
δuidt+

∫ tf

tf−ri(tf )

[
∂H

∂ui

]
δuidt. (٣. ٢٣)

مي رسيم: زير رابطه به (٣. ٢٣) و (٣. ٢٢) و (٣. ١٣) از ∫پس tf

t٠

(
∂H

∂u
δu+

∂H

∂u[r]
δu[r]

)
dt =

m∑
i=١

{∫ tf−ri(tf )

t٠

[
∂H

∂ui
+

(
∂H

∂(u[r])i
× ١

١ − ṙi(t+ ri(t))

)]
δuidt+

∫ tf

tf−ri(tf )

∂H

∂ui
δuidt

}
.

(٢۴ .٣)
داريم: ،(٣. ١٣) رابطه در (٢۴ .٣) و (٣. ٢٠) روابط جايگذاري با

δJa(u) =

(
− λ(tf ) +

∂S(x(tf ), tf )

∂x

)T

δxf +

∫ tf

t٠

(
ẋ(t)− ∂H

∂λ

)
δλ(t)dt

+
n∑

j=١

{∫ tf−kj(tf )

t٠

(
λ̇(t) +

∂H

∂xj
+

[
∂H

∂(x[k])j
× ١

١ − k̇j(t+ kj(t))

])
δxjdt

+

∫ tf

tf−kj(tf )

(
λ̇(t) +

∂H

∂xj

)
δxjdt

}
+

m∑
i=١

{∫ tf−ri(tf )

t٠

[
∂H

∂ui
+

(
∂H

∂(u[r])i
× ١

١ − ṙi(t+ ri(t))

)]
δuidt

+

∫ tf

tf−ri(tf )

∂H

∂ui
δuidt

}
. (٢۵ .٣)

تابعک براي بهينه جواب يک ،u∗ ∈ U کنترل آن که براي لازم شرط شد، داده شرح ۵ .٣ قضيه در که بهينگي لازم شرايط به توجه با اکنون
مرزي شرايط به توجه با مي دهيم. قرار صفر برابر را (٢۵ .٣) در δλ(t) ضرايب ابتدا بنابراين .δJa(u∗) = ٠ که است آن باشد، Ja

داريم: مسأله
حالت: معادلات (١{

ẋ∗(t) =
∂H(x∗(t), x∗k(t), u

∗(t), u∗r(t), λ
∗, t)

∂λ
,

x∗(t) = ϕ(t), −α ≤ t ≤ t٠.
(٢۶ .٣)

مي آيند: به دست زير به صورت الحاقي معادلات ترتيب بدين دهيم. قرار صفر برابر را δx(t) ضرايب بايد ،λ(t) لاگرانژ ضرايب تعيين براي
حالت): الحاقي(هم معادلات (٢

(−١)
dλ∗

dt
=


∑n

j=١

(
∂H∗

∂xj
+

[
∂H∗

∂(x[k])j
× ١

١ − k̇j(t+ kj(t))

])
if t ∈ [t٠, tf − kj(tf )],

∑n
j=١

∂H∗

∂xj
if t ∈ [tf − kj(tf ), tf ],

λ(tf ) =

[
∂S(x(t), t)

∂x

]
t=tf

. (٣. ٢٧)
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داريم: مسأله، مرزي شرايط و (٢۵ .٣) در δu(t) ضرايب دادن قرار صفر با نهايت در

: کنترل معادله (٣
(٣. ٢٨)

∑m
i=١

(
∂H∗

∂ui
+

[
∂H∗

∂(u[r])i
× ١

١ − ṙi(t+ ri(t))

])
= ٠ if t ∈ [t٠, tf − ri(tf )],

∑m
i=١

∂H∗

∂ui
= ٠ if t ∈ [tf − ri(tf ), tf ],

u∗(t) = ψ(t), −β ≤ t ≤ t٠.

مي باشند. (۴ .٢) - (٢. ١) تاخيري بهينه کنترل مسأله براي بهينگي لازم شرايط (٣. ٢٨) و (٣. ٢٧) ،(٢۶ .٣) معادلات مجموعه

عددي نتايج ۴
معادلات حل براي که است ذکر شايان مي کنيم. حل و بررسي را مثال دو قبل، قسمت در آمده به دست نتايج به توجه با بخش، اين در

است. شده استفاده عددي روش هاي از مثال، دو هر در تأخير تأثير تحت ديفرانسيل

به صورت: کنترل و حالت متغيرهاي در زمان به وابسته تأخيرهاي تأثير تحت ديفرانسيل معادلات از سيستمي مثال، اين در .١ .۴ مثال

d

dt
x(t) = x(t− k(t)) + u(t− r(t)), ٠ ≤ t ≤ ٢, (١ .۴)

شرايط: با

x(t) = ١, t = ٠,

u(t) = ١٫۴t− ٢٫٨, −١
٣
≤ t ≤ ٠, (٢ .۴)

کمينه مسأله هدف هستند. کنترل و حالت متغيرهاي در تاخير توابع r(t) = ١
٣ − t

و k(t) = t

١ + t
آن در که مي کنيم بررسي را

است: زير به صورت J هدف تابعک کردن

min J =

∫ ٢

٠

(
x٢(t) + u٢(t)

)
dt, (٣ .۴)

مي نويسيم: زير به صورت مسأله اين براي را هميلتوني تابع ابتدا

H = x٢(t) + u٢(t) + λ(t)

(
x(t− k(t)) + u(t− r(t))

)
, (۴ .۴)

است: زير به صورت حالت معادله مسأله، اوليه شرايط و ( ٢۶ .٣) معادله به توجه }با
ẋ(t) = x(t− k(t)) + u(t− r(t)),
x(٠) = ١,

نوشت: زير به صورت مي توان (٣. ٢٧) معادلات از استفاده با را الحاقي معادلات
−dλ
dt

= ٢x(t) + λ(t)

(
(t+ ٢(١

(t+ ٢(١ − ١

)
, ٠ ≤ t ≤ ۴

٣
−dλ
dt

= ٢x(t),
۴
٣
≤ t ≤ ٢

λ(٢) = ٠,
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١ .۴ مثال در u(t) بهينه کنترل و x(t) بهينه حالت براي آمده به دست نتايج :١ شکل

و مي شود تعيين ٢u(t) + λ(t)

(
(t− ٢(٣

(t− ٢(٣ − ١

)
= ٠ به صورت کنترل، معادله t ∈ [٠, ١] براي ،(٣. ٢٨) معادلات به توجه با

نوشت: مي توان نتيجه در

u(t) = −١
٢
λ(t)

(
(t− ٢(٣

(t− ٢(٣ − ١

)
(۵ .۴)

t > ٠٫۴۵ براي t − r(t) تابع و t > ٠ براي t − k(t) تابع که داريم توجه مي آيد. به دست u(t) = ٠ ،t ∈ [١, ٢] براي و
نوشت: مي توان مسأله اوليه شرايط به توجه با لذا هستند، مثبت مقادير }داراي

ẋ(t) = x(t− k(t)) + ١٫۴t− ٢٫٨, ٠ ≤ t ≤ ٠٫۴۵
x(٠) = ١,

u(t− r(t)) آن در که است ẋ(t) = x(t− k(t)) + u(t− r(t)) به صورت حالت معادله ٠٫۴۵ ≤ t ≤ ١ براي هم چنين
مي آيد. به دست ẋ(t) = x(t− k(t)) بنابراين u(t) = ٠ چون ١ ≤ t ≤ ٢ براي نهايت در و مي شود جايگذاري (۵ .۴) رابطه از
مقدار حالت، و کنترل بهينه جواب هاي به توجه با است. شده داده نشان ١ شکل در بهينه، کنترل هم چنين و حالت معادله حل از حاصل نتايج

مي آيد. به دست J = ٠٫۴١۴٧ هدف تابعک بهينه

بگيريد: نظر در را زير تأخيري بهينه کنترل مسأله .٢ .۴ مثال

min J =
١
٢

(
x٢

(٢)١ + x٢
(٢)٢

)
+

١
٢

∫ ٢

٠
u٢(t)dt, (۶ .۴)

ديناميکي دستگاه به }مقيد
ẋ١(t) = x٢(t), ٠ ≤ t ≤ ٢
ẋ٢(t) = −x٢(t)− x١(t− k(t)) + u(t), ٠ ≤ t ≤ ٢ (٧ .۴)

اوليه شرايط }با
x١(t) = ١, −١ ≤ t ≤ ٠
x(٠)٢ = ٠ (٨ .۴)

مي گيريم: نظر در زير به صورت را هميلتوني تابع مسأله، اين حل براي است. k(t) = t

١٨ − ۶t
آن در که

H =
١
٢
u٢(t) + λ١(t)x٢(t) + λ٢(t)

(
− x٢(t)− x١(t− k(t)) + u(t)

)
, (٩ .۴)
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٢ .۴ مثال در x٢(t) و x١(t) بهينه حالت براي آمده به دست نتايج :٢ شکل

٢ .۴ مثال در u(t) بهينه کنترل :٣ شکل

از استفاده با هم چنين مي آيد. به دست u(t) + λ٢(t) = ٠ به صورت کنترل معادله t ∈ [٠, ٢] براي ،(٣. ٢٨) معادلات به توجه با
نوشت: مي توان زير به صورت را الحاقي معادلات ،(٣. ٢٧) معادلات



λ̇١(t) = λ٢(t)

(
٣)٢ − t)٢

٣)٢ − t)٢ − ١

)
, ٠ ≤ t ≤ ۵

٣
λ̇١(t) = ٠,

۵
٣
≤ t ≤ ٢

λ̇٢(t) = −λ٢(t), ٠ ≤ t ≤ ٢
λ(٢)١ = x(٢)١,
λ(٢)٢ = x(٢)٢.

شده داده نشان ٣ شکل در بهينه کنترل براي و ٢ شکل در بهينه حالت براي حاصل نتايج ،(٧ .۴) حالت معادلات و فوق معادلات حل از پس
، k(t) = ١ ثابت تأخير براي بورن و بنکس توسط مسأله اين است. آمده به دست ٠٫٢٣٣٨ برابر J تابعک کمينه مقدار هم چنين است.

.[٣] است شده حل
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نتيجه گيري ۵
لازم شرايط اثبات در گرفت. قرار بررسي مورد زماني متغير- تأخير هاي با غيرخطي بهينه کنترل مسأله براي بهينگي لازم شرايط مقاله اين در
حل را مثال هايي شرايط، اين از استفاده با شد. استفاده حالت، و کنترل تأخيري متغير هاي تغييراتِ بررسي براي مناسب متغيرِ تغيير از بهينگي،

کرديم. ارائه را آن ها عددي نتايج و کرده
هم چنين مي باشند. زمان به وابسته تأخير هاي تأثير تحت حالت، و کنترل متغير دو هر که است آن مقاله، اين در بررسي مورد مسأله اهميت
متغير هاي در شده اِعمال تأخير هاي که است آن دارد اهميت مسأله اين در که ديگري نکته شده اند. اعمال نيز عمل کرد شاخص در تأخير ها
حالت و کنترل بردار هاي در ديگر مؤلفه به مؤلفه اي از مي باشند، زمان به وابسته توابعي و مي کنند تغيير زمان با که آن بر علاوه حالت، و کنترل
حل براي و است مهم بسيار شرايط، اين اثبات و بيان دليل همين به مي شود. مقاله اين در شده مطرح مسأله پيچيدگي باعث اين و کرده تغيير

مي شوند. بررسي آن، بهينه جواب آوردن به دست و مسأله

پانوشت ها

1Gateaux derivative
2Riesz representation theorem
3Weierstrass theorem
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Abstract: In this paper, necessary optimality conditions for a class of optimal control problems con-
taining time-varying delays in control and state variables are discussed. There is an important aspect of
these problems in that time-varying delays are applied to both state and control variables. Also, the cost
functional of problems is influenced by the time-varying delays in state and control. We prove necessary
optimality conditions in this study. A key aspect of the proof is calculating the variations of control and
state variables when there are time-dependent delays. we make use of appropriate changing variables to
derive these variations. In order to illustrate the use of these conditions, several examples are solved and
numerical results are presented. At the end, some conclusions are drawn.
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