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٢٨۵ عفوني بيماري هاي شيوع بهينه کنترل بررسي

مرزهاي عفوني، بيماري هاي است. جهان مختلف نقاط در عفوني بيماري هاي انواع شيوع جهاني، بهداشت اساسي دغدغه هاي از يکي امروزه
عوامل از و مي دهند قرار خطر معرض در را فردي و ملت هر که هستند جهاني تهديد يک به عنوان و مي گيرند ناديده را سياسي و جغرافيايي
از که هستند سلامتي مشکلات جمله از عفوني بيماري هاي هستند. توسعه حال در کشورهاي در به ويژه جهان، سراسر در مير و مرگ اصلي
از مي دهند. قرار خود منفي تاثير تحت را بدن کل يا بخش يک بدن، عمل کردهاي کردن مختل با و مي شوند منتقل ديگر فرد به آلوده فردي

:[۶] کنيم. اشاره زير موارد به مي توانيم عفوني بيماري هاي انتقال روش هاي جمله

مانند عفوني. مواد بلع يا استنشاق و فيزيکي تماس با مثال، براي آلوده، شخص با مستقيم تماس طريق از بيماري انتقال افقي: انتقال الف)
مي باشد. غيره و آنفولانزا ،١٩ کوويد-

و زايمان از قبل دوران در جنين به مادر از عفونت انتقال ) است فرزند به والدين از ديگر بيماري هاي يا عفونت انتقال عمودي: انتقال ب)
کرد. اشاره C هپاتيت و B هپاتيت ايدز، به مي توان بيماري ها اين جمله از .( زايمان از پس نوزاد به يا زايمان حين

کرد: اشاره زير موارد به مي توان جامعه، در عفوني بيماري هاي کنترل و شيوع از جلوگيري منظور به

بيماري؛ مخزن کردن کن ريشه (١

انتقال؛ راه هاي قطع (٢

مستعد. افراد حفظ (٣

عفوني بيماري هاي عليه نبرد در پيروزي به مي توانند زيرساخت ها بهبود هم چنين و درماني، جديد فن آوري هاي جديد، واکسن هاي اين، بر علاوه
کنند. کمک

مدل هاي طريق از بيماري رفتارهاي بيان ابزارها، از يکي جامعه در بيماري شيوع از جلوگيري و کنترل راه هاي بررسي و مطالعه براي
مطالعه اصلي دليل هستند. عفوني بيماري هاي گسترش و شيوع نحوه تحليل و تجزيه در ابزار مهم ترين رياضي مدل هاي است. رياضي
تصويري مي توانيم خوب، رياضي مدل يک وسيله به است. مؤثرتر کنترل استراتژي هاي به نياز و انتقال مکانيسم درک رياضي، مدل سازي
کنيم. ارزيابي و بررسي را، کنترل مختلف استراتژي هاي اثرات و باشيم داشته جامعه در بيماري شيوع و انتقال نحوه از فهم تري قابل و بهتر

.[١٧–٢١ ،١۵ ،١۴ ،١٢ ،٩ ،٨ ،۴] است کرده جلب خود به را پژوهشگران و محققان اکثر توجه عفوني بيماري هاي رياضي مدل هاي
ابزار و مي شود استفاده گسترده اي به طور عفوني بيماري هاي شيوع کنترل و بررسي براي که است رياضيات از بخشي بهينه، کنترل نظريه
افراد مي تواند که عفوني بيماري هاي کنترل روش هاي از يکي . [۵] است بيولوژيکي پيچيده وضعيت مورد در تصميم گيري براي قدرتمندي
تاريخي، نظر از . [٢٢ ،١١ ،١٠ ،۶ ،۵ ،٣ ،٢] مي باشد جامعه مستعد افراد واکسيناسيون دارد نگه مصون بيماري ها اين برابر در را جامعه

هستند. و بوده مفيد بسيار نفر، ميليون ها مرگ يا بيماري از پيشگيري در واکسن ها
کرده ايم: تقسيم مجزا دسته ي سه به را جامعه مقاله، اين در

عفوني؛ بيماري به مستعد افراد دسته (١

عفوني؛ بيماري به آلوده افراد دسته (٢

عفوني. بيماري از بهبود يافته افراد دسته (٣

و بررسي جهت را (SIR) بهبود يافته افراد (آلوده)- بيمار افراد مستعد- افراد مولفه اي، سه رياضي مدل يک دسته بندي، اين اساس بر
واکسيناسيون با کنترل قابل و مي يابد انتقال افقي شيوه به جامعه، در عفوني بيماري اين به طوري که مي کنيم بيان و معرفي عفوني بيماري کنترل

است.
٣ بخش در مي کنيم. معرفي را عفوني بيماري انتقال براي ،SIR رياضي مدل ٢ بخش در است، شده تشکيل زير بخش هاي از مقاله
براي و مي شود مطالعه و تعريف بهينه، کنترل مساله ۴ بخش در مي کنيم. بررسي را موضعي مجانبي پايداري و پايه تکثير نرخ تعادل، نقاط

کرد. خواهيم بيان را عددي نتايج عددي مثال يک با ۵ بخش در کرد. خواهيم محاسبه را بهينه کنترل مساله، اين

عفوني بيماري انتقال رياضي مدل ٢
افراد مولفه، سه شامل مدل اين مي کنيم. معرفي را مي يابد انتقال جامعه در افقي طريق به که عفوني بيماري انتقال رياضي مدل بخش، اين در
وارد لطمه اي مساله کليت به اين که بدون است. (R(t)) بيماري از بهبود يافته افراد و (I(t)) آلوده) ) بيمار ،افراد (S(t)) بيماري مستعد



٢٩۶ -٢٨۴ صفحه ،٢ شماره ،١٣ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و اکبري رضا ٢٨۶

نمي گيرد انجام داخل به خارج از برعکس يا و خارج به داخل از مهاجرتي هيچ و است ثابت مطالعه مورد جمعيت کل تعداد مي کنيم فرض شود،
مي گيريم: نظر در زير به صورت را بيماري انتقال رياضي مدل . N(t) = S(t) + I(t) +R(t) يعني است، N(t) با برابر و

Ṡ(t) = µ− βSI − dS −muS + αR,

İ(t) = βSI − (d+ d١)I − γI,

Ṙ(t) = γI − dR− αR +muS,
S(٠) ⩾ ٠, I(٠) ⩾ ٠, R(٠) ⩾ ٠.

(٢. ١)

شده اند. تعريف ١ جدول در و مي باشند مثبت پارامترها تمامي ، (٢. ١) سيستم در

پارامترها شرح :١ جدول
m u γ β α d١ d µ پارامتر
واکسيناسيون اثر واکسيناسيون نرخ بهبود نرخ انتقال نرخ ايمني شکست نرخ بيماري اثر در مرگ نرخ طبيعي مرگ نرخ تولد نرخ شرح
٠/٨١ ٠ ≤ u ≤ ١ ٠/٠٢۵ ٠/١٢۵ ٠/١ ٠/٠٠٠٨ ٠/٠٠٢ ٠/٠١٢١ مقدار
[۶] [۶] [١١] [١٣] [١] [١] [١] [١٣] منبع

مجموعه .٢. ١ لم

P = {(S(t), I(t), R(t)) ∈ R٣
+|S(t) + I(t) +R(t) ⩽ d

µ
},

است. مثبت پاياي

کنيم فرض اثبات.

P = {(S(t), I(t), R(t)) ∈ R٣
+|S(٠) ⩾ ٠, I(٠) ⩾ ٠, R(٠) ⩾ ٠},

داريم: باشد، (٢. ١) سيستم جواب هاي مجموعه

N(t) = S(t) + I(t) +R(t),

Ṅ(t) = Ṡ(t) + İ(t) + Ṙ(t) = µ− dN(t)− d١I ⩽ µ− dN(t).

داشت: خواهيم فوق نامعادله حل با

٠ ⩽ N(t) ⩽ d

µ
+N٠e

−µt,

،t −→ +∞ وقتي بنابراين مي باشد. سيستم اين از جمعيت کل آغازين مقدار N٠ اين جا در که

٠ ⩽ N(t) ⩽ d

µ
.

مثبت پاياي مجموعه يک P يعني است. کراندار و مثبت جواب هاي براي مجموعه بزرگترين P و است کراندار و مثبت N(t) بنابراين
مي باشد.

مي گيريم. نظر در ،P مجموعه در را (٢. ١) سيستم ادامه، در
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سيستم آناليز و تحليل ٣

پايه تکثير نرخ و تعادل نقاط ٣. ١
است: تعادل نقطه دو داراي (٢. ١) سيستم .٣. ١ قضيه

(FE) بيماري از عاري تعادل نقطه الف.

Xf = (Sf , If , Ef ) = (
µ(d+ α)

d(d+ α +mu)
, ٠,

mu

d+ α
Sf ). (٣. ١)

داشت: خواهيم آن گاه ، باشد u = ٠ صورتي که در

Xf = (
µ

d
, ٠, ٠).

(EE) (عادي) † بومي تعادل نقطه ب.

Xe =(Se, Ie, Re), (٣. ٢)

Se =
d+ d١ + γ

β
,

Ie =
µβ(α + d)− d(α + d+mu)(d+ d١ + γ)

β[(d+ d١)(α + d) + dγ]
,

Re =
mu

α + d
Se +

γ

α + d
Ie.

باشيم: داشته که است شدني و برقرار زماني EE

β ⩾ d(α + d+mu)(d+ d١ + γ)

µ(α + d)
.

واقع در است. ديگران به آلوده فرد يک از بيماري زا عامل شيوع توان اندازه گيري براي معياري ،[١٠] R٠ شيوع نرخ يا پايه تکثير نرخ
از ،R٠ محاسبه و بيان براي است. چقدر مي شوند مبتلا بيماري به آلوده، شخص يک توسط که افرادي متوسط که مي گويد ما به عدد اين

داشت: خواهيم منظور اين براي مي کنيم، استفاده دوم نسل ماتريس طيفي شعاع

F = βSf ,

V = d+ d١ + γ,

R٠ = ρ(FV −١) =
βµ(α + d)

d(α + d+mu)(d+ d١ + γ)
.

مي باشد. شدني و برقرار EE آن گاه باشد، R٠ > ١ اگر پس
بيماري يعني است، R٠ > ١ اين صورت در u = ٠ يعني نباشد، جامعه در کنترلي نوع هيچ اگر که داشت توجه بايد ١ شکل به توجه با
در که زماني ولي شود. جلوگيري بيماري همه گيري و شيوع از تا گيرد انجام کنترلي اقدامات از بعضي بايد و است شده تبديل ايپدمي يک به
که مي شود موجب مستعد افراد کنترل و مي کند پيدا نزولي حالت پايه تکثير نرخ کنيم، اعمال جامعه) مستعد افراد (واکسيناسيون کنترل جامعه
در کنترل وجود مي شود، نتيجه بنابراين نمي کند. پيدا شيوع جامعه در بيماري و يافته کاهش بيماري انتقال حالت، اين در و گردد R٠ < ١

مي گردد. R٠ و جامعه در بيماري افقي انتقال کاهش موجب جامعه

آن جا به خارج از آن که بدون باشد داشته وجود جمعيتي گروه يا جغرافيايي منطقه يک در پايدار به طور بيماري زا عامل يا بيماري که مي شود گفته موقعي بومي †واژه

شود. وارد
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کنترل بدون و کنترل با R٠ نمودار :١ شکل

پايداري آناليز ٣. ٢
مي کنيم. بيان را زير لم تعادل، نقاط مجانبي پايداري بررسي منظور به

آن گاه باشند، نامنفي det (M [٢]) و det (M) ، tr(M) هرگاه باشد، ٣× ٣ ماتريس يک M کنيم فرض ( [١۴] ،٣ (لم .٣. ٢ لم
هستند. منفي حقيقي بخش داراي M ويژه مقادير

است. موضعي مجانبي پايدار ،(٢. ١) سيستم از FE تعادل نقطه آن گاه باشد، R٠ < ١ اگر الف) .٣. ٣ قضيه

است. موضعي مجانبي پايدار ،(٢. ١) سيستم از EE تعادل نقطه آن گاه باشد، R٠ > ١ اگر ب)

از: است عبارت FE تعادل نقطه در (٢. ١) سيستم ژاکوبين ماتريس اثبات.

JXf
=

 −d−mu −βSf α
٠ βSf − d− d١ − γ ٠
mu γ −α− d

 .

بنابراين: است، R٠ < ١ اين که به توجه با

βµ(α + d)− d(α + d+mu)(d+ d١ + γ) < ٠.

يعني:

βSf − d− d١ − γ < ٠,

لذا:

tr(JXf
) < ٠.

هم چنين:

det (JXf
) = d(βSf − d− d١ − γ)(α + d+mu) < ٠.

داريم: زير به صورت را مرکب ماتريس

J
[٢]
Xf

=

[
βSf − ٢d− d١ − γ −mu ٠ −α
γ −٢d−mu− α −βSf

−mu ٠ βSf − ٢d− d١ − γ − α

]
.
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پس:

det (J
[٢]
Xf
) = −(٢d+mu+ α)(βSf − ٢d− d١ − γ)(βSf − ٢d− d١ − γ −mu− α) < ٠.

: آن گاه باشد، R٠ < ١ اگر بنابراين

det (JXf
) < ٠ , det (J [٢]

Xf
) < ٠ , tr(JXf

) < ٠.

است. موضعي مجانبي پايدار (FE) تعادل نقطه پس هستند، منفي حقيقي قسمت هاي داراي JXf
ماتريس ويژه مقادير تمام ،٣. ٢ لم به بنا

از: است عبارت EE تعادل نقطه در (٢. ١) سيستم ژاکوبين ماتريس EE تعادل نقطه پايداري بررسي به منظور

JXe =

 −d−mu− βIe −βSe +α
βIe βSe − d− d١ − γ ٠
mu γ −α− d

 .

داريم: (٣. ٢) رابطه از استفاده با

Se =
d+ d١ + γ

β
,

اين رو: از

βSe = (d+ d١ + γ),

βSe − (d+ d١ + γ) = ٠.

بنابراين:

JXe =

 −d−mu− βIe −βSe α
βIe ٠ ٠
mu γ −α− d

 .

پس:

tr(JXe) = −d−mu− βIe − α− d < ٠.

|JXe| =(−١)١+٢βIe

∣∣∣∣ −βSe α
γ −α− d

∣∣∣∣
=− βIe

[
(−βSe)(−α− d)− (αγ)

]
=− βIe

[
(d+ d١ + γ)(α + d)− (αγ)

]
=− βIe

[
(d+ d١)(α + d) + (γ)(α + d)− (αγ)

]
=− βIe

[
(d+ d١)(α + d) + dγ

]
.

داشت: خواهيم ،R٠ > ١ و (٣. ٢) در Ie رابطه از استفاده با

det(JXe) < ٠.

هم چنين

J
[٢]
Xe

=

[
−d−mu− βIe ٠ −α
γ −٢d−mu− βIe − α −βSe

−mu βIe −α− d

]
.
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بنابراين:

|J [٢]
Xe
| =− (٢d+mu+ βIe + α)

∣∣∣∣ −d−mu− βIe −α
−mu −α− d

∣∣∣∣
− βIe

∣∣∣∣ −d−mu− βIe −α
γ −βSe

∣∣∣∣ .
اين رو: از

|J [٢]
Xe
| =− (٢d+mu+ βIe + α)

[
(d+mu+ βIe)(α + d)− (muα)

]
− βIe

[
(d+mu+ βIe)βSe + αγ

]
=

− (٢d+mu+ βIe + α)
[
(d+ βIe)(α + d) +mud+muα−muα

]
− βIe

[
(d+mu+ βIe)βSe + αγ

]
=

− (٢d+mu+ βIe + α)
[
(d+ βIe)(α + d) +mud

]
− βIe

[
(d+mu+ βIe)βSe + αγ

]
< ٠,

پس:

|J [٢]
Xe
| < ٠.

: آن گاه باشد، R٠ > ١ اگر بنابراين

det (JXe) < ٠ , det (J [٢]
Xe
) < ٠ , tr(JXe) < ٠.

موضعي مجانبي پايدار (EE) تعادل نقطه پس هستند، منفي حقيقي قسمت هاي داراي JXf
ماتريس ويژه مقادير تمام ٣. ٢ لم به بنا

است.

بهينه کنترل ۴
کنترل اعمال با کرديم. بررسي ، (٢. ١) سيستم پارامترهاي براي شرايطي تحت را EE و FE تعادل نقاط مجانبي پايداري قبلي، مطالب در
از باشند. معنوي يا مادي مي توانند هزينه ها اين مي کنيم. متحمل جامعه براي را هزينه هايي جامعه، در بيماري کنترل براي واکسيناسيون
اين کردن بهينه ما وظيفه برد. نام را واکسن منفي اثرات هزينه و نگهداري هزينه واکسن، خريد هزينه مي توان، واکسيناسيون هزينه هاي
محدوديت هايي ايجاد باعث که است، بهينه کنترل مساله يک تعريف هدف، اين به رسيدن براي ابزار مفيد ترين و بهترين مي باشد هزينه ها

مي کنيم: تعريف زير به صورت مجموعه اي منظور، اين به شد. خواهد مساله پارامترهاي براي

U =
{
u(t)| ٠ ⩽ u(t) ⩽ umax(t) ⩽ ١, t ∈ [٠, tf ] است لبگ پذير اندازه u(t)

}
.

مي گيريم: نظر در زير به صورت را بهينه کنترل مساله

J(u) =min
u∈U

∫ tf

٠
[A١S(t) + A٢I(t) +

١
٢
(Cu٢)]dt (١ .۴)

s.t :
Ṡ(t) = µ− dS − βSI −muS + αR

İ(t) = βSI − (d+ d١)I − γI

Ṙ(t) = muS − dR− αR + γI
S(٠) ⩾ ٠, I(٠) ⩾ ٠, R(٠) ⩾ ٠,
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هزينه هاي با مرتبط وزن ضريب C > ٠ آلوده، و مستعد افراد از ثابت وزن هاي A٢ > ٠ ، A١ > ٠ و نهايي زمان tf اين جا در که
گرفته ايم. نظر در را ١

٢Cu٢ عبارت نيستند، خطي هزينه ها واقعي دنياي در اين که به علت هستند. واکسيناسيون
به دست را خود مقدار کمترين u∗ در J(u) هدف تابع که است، U مجموعه از u∗ بهينه کنترل آوردن به دست ، (١ .۴) مساله تعريف از هدف

گردد. جامعه در بهبود يافته افراد افزايش و واکسيناسيون هزينه هاي کاهش و جامعه در آلوده و مستعد افراد کاهش باعث يعني آورد.
مي کنيم: تعريف زير به صورت را (٢. ١) سيستم

dΦ(t)

dt
= BΦ(t) + F (Φ(t)), (٢ .۴)

به طوري که:

Φ(t) =

 S(t)
I(t)
R(t)

 , F (Φ(t)) =

 µ− βS(t)I(t)
βS(t)I(t)
٠

 ,

B =

 −d−mu ٠ α
٠ −d− d١ − γ ٠
mu γ −d− α

 .

بنابراين

F (Φ١)− F (Φ٢) =

 −βS١I١ + βS٢I٢
βS١I١ − βS٢I٢
٠

 .

داشت: خواهيم هولدر نامساوي بنابه

||F (Φ١)− F (Φ٢)|| ⩽ M∥Φ١ − Φ٢∥.

کنيم: تعريف زير به صورت را (٢ .۴) رابطه اگر ترتيب به همين و

D(Φ) = BΦ + F (Φ) (٣ .۴)

داشت: خواهيم

||D(Φ١)−D(Φ٢)|| ⩽ ∥BΦ١ −BΦ٢∥+ ∥F (Φ١)− F (Φ٢)∥
⩽ ∥B∥∥Φ١ − Φ٢∥+M∥Φ١ − Φ٢∥,

کنيد فرض

V = max{∥B∥,M} < ∞,

بنابراين:

||D(Φ١)−D(Φ٢)|| ⩽ V ∥Φ١ − Φ٢∥.

R(t) و I(t) ، S(t) روي محدوديت هاي و u(t) کنترل تعريف از است. يکنواخت پيوسته و مي کند صدق ليپ شيتس شرط در ، D تابع
.[٧] مي باشد جواب داراي (١ .۴) مساله که مي گيريم نتيجه

مي کنيم: تعريف زير به صورت را لاگرانژ تابع پونترياگين، کمينه اصل بنابه و مساله بهينه جواب کردن پيدا به منظور

L(S(t), I(t), u) = A١S(t) + A٢I(t) +
١
٢
Cu٢.
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نوشت: مي توان زير به صورت کنترل مساله براي را H هميلتون مساله منظور اين براي مي باشد. لاگرانژ تابع براي مقدار کمترين محاسبه هدف

H(S(t), I(t), R(t), u, λ١, λ٢, λ٣, t) = L(S(t), I(t), u) + λ١Ṡ(t) + λ٢İ(t) + λ٣Ṙ(t)

= A١S(t) + A٢I(t) +
١
٢
Cu٢

+ λ١(µ− dS − βSI −muS + αR)

+ λ٢(βSI − (d+ d١)I − γI)

+ λ٣(muS − dR− αR + γI),

مي نويسيم: زير به صورت λ٣ و λ٢ ، λ١ براي را الحاقي معادلات شوند. محاسبه بايد و مي باشند الحاقي توابع λ٣ و λ٢ ، λ١ آن در که

dλ١(t)

dt
= −∂H

∂S
= A١ + λ١(−βI −mu) + λ٢(βI) + λ٣(mu),

dλ٢(t)

dt
= −∂H

∂I
= A٢ − λ١βS + λ٢(βS − γ − d− d١) + λ٣γ,

dλ٣(t)

dt
= −∂H

∂R
= λ١(α) + λ٣(−α− d),

انتقالي شرايط با

λi(tf ) = ٠ i = ١, ٢, ٣,

داريم: زير به صورت را بهينگي شرط مي باشد. نهايي زمان tf که

∂H

∂u
= Cũ− λ١mS∗ + λ٣mS∗ = ٠

⇒ ũ =
(λ١ − λ٣)mS∗

C
.

داشت: خواهيم زير به صورت را بهينه کنترل بنابراين

u∗ = min
{
max{٠, ũ}, ١

}
.

مي کنيم. بيان زير قضيه به صورت را بالا در آمده به دست نتايج

مي کند مينيمم را (١ .۴) مساله در هدف تابع که باشند u∗ بهينه کنترل با متناظر حالت بهينه جواب (S∗, I∗, R∗) کنيم فرض .١ .۴ قضيه
مي کنند: صدق زير سيستم در که دارند وجود λ٣ و λ٢ ، λ١ الحاقي متغيرهاي اين صورت در

λ̇١(t) = A١ + λ١(−βI −mu) + λ٢(βI) + λ٣(mu),

λ̇٢(t) = A٢ − λ١βS + λ٢(βS − γ − d− d١) + λ٣γ,

λ̇٣(t) = λ١(α) + λ٣(−α− d),

انتقالي شرايط با

λi(tf ) = ٠ i = ١, ٢, ٣.

از: عبارتند u∗ بهينه کنترل برآن علاوه

u∗ =


٠ ũ ⩽ ٠
ũ ٠ < ũ < ١
١ ũ ⩾ ١

طوري که: به

ũ =
(λ١ − λ٣)mS∗

C
.
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٠ ⩽ u(t) ⩽ ١ متفاوت کنترل هاي با مستعد افراد :٢ شکل

٠ ⩽ u(t) ⩽ ١ متفاوت کنترل هاي با بهبود يافته افراد :٣ شکل
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عددي نتايج ۵
شده اند. بيان ١ جدول در شده، تعرف پارامترهاي مقادير که داد، خواهيم قرار بحث مورد عددي به صورت را (١ .۴) کنترلي مساله بخش اين در
چهارم مرتبه رانگ کوتاي روش از مساله حل براي گرفت. خواهيم نظر در را کنترل با و کنترل بدون مختلف حالت دو مساله، بررسي براي

مي کنيم: بيان زير به صورت را بررسي اين از حاصل نتايج کرد. خواهيم استفاده

مي يابد افزايش مستعد افراد تعداد جامعه، در بيماري شيوع کنترل جهت در مستعد افراد واکسيناسيون عدم صورت در ٢ شکل به بنا الف)
با مي شود. تبديل اپيدمي يک به بيماري حالت اين در شد، خواهد جامعه در بيماري همه گيري و شيوع و افقي انتقال افزايش باعث و

رفت. خواهد بين از بيماري و يافته کاهش افقي انتقال جامعه، در مستعد افراد واکسيناسيون و کنترل افزايش

و بهبود يافته افراد افزايش موجب جامعه، در بيماري کنترل جهت در واکسيناسيون افزايش و مستعد افراد واکسيناسيون ٣ شکل به بنا ب)
واکسيناسيون امر در تداوم و زمان گذشت با و يابد مي کاهش نيز بيمار افراد تعداد اتفاق اين پي در مي شود. بيماري افقي انتقال کاهش

رفت. خواهد بين از بيماري مستعد، افراد بين و جامعه در

کنترلي روش با بايد افراد، اين کاهش براي ندارد وجود شخص اين براي واکسيناسيون امکان آلوده شخص بيماري صورت در که آن جايي از
کرد. خواهيم استفاده مطلب اين از بعدي کارهاي در که گردد استفاده درماني دارو يا و قرنطينه قبيل از ديگري

نتيجه گيري و بحث ۶
ديناميکي رفتار ابتدا کرديم. بيان و ارائه را مدلي است افقي شيوه به جامعه در انتقال قابل که عفوني بيماري کنترل و انتقال براي مقاله، اين در
است، بومي و بيماري از عاري تعادل نقطه دو داراي سيستم اين نموديم. محاسبه را سيستم اين تکثير نرخ و تعادل نقاط و بررسي را سيستم
با که داديم نشان عددي مثال يک با هستند. موضعي مجانبي پايدار تعادل، نقاط R٠ > ١ و R٠ < ١ شرايط به توجه با کرديم ثابت
مرحله، اين از بعد بود. خواهد جامعه در بيماري رفتن بين از براي دليلي اين و مي يابد کاهش پايه تکثير نرخ جامعه، در واکسيناسيون افزايش
افزايش با که داديم نشان عددي مثال يک با کرديم. حل پونترياگين کمينه اصل از استفاده با را مساله و کرديم فرموله را بهينه کنترل مساله
کاهش باعث امر همين و يافت خواهد افزايش بهبود يافته افراد جمعيت و مي يابند کاهش بيماري به مستعد افراد جمعيت جامعه، در کنترل

شد. خواهد جامعه در بيماري افقي انتقال

منابع فهرست
[1] A. S. Ahmad, S. Owyed, A. H. A. Aty, E. E. Mahmoud, K. Shah and H. Alrabaiahg , Mathematical

analysis of COVID-19 via newmathematical model, Chaos, Solitons and Fractals. 143 (2021) 110585.

[2] R. Akbari, A. V. Kamyad, A. A. Heydari and A. Heydari, The analysis of a disease-free equilibrium
of hepatitis B model, Sahand Communications in Mathematical Analysis, 3(2) (2016) 1–11.

[3] R. Akbari, A. V. Kamyad, A. A. Heydari and A. Heydari, Stability analysis of the transmission dy-
namics of an HBV model, Int. J. Industrial Mathematics. 8(2) (2016) 11 pages.

[4] R. M. Anderson and R. M. May, Infectious diseases of humans dynamics and control, Oxford Univer-
sity Press, Oxford, 1991.

[5] E. A. Bakare, A. Nwagwo and E. Danso-Addo, Optimal control analysis of an SIR epidemic model
with constant recruitment. International Journal of Applied Mathematical Research. 3(3) (2014) 273–
285.

[6] S. Bhattacharyya and S. Ghosh, Optimal control of vertically transmitted disease, Computational and
Mathematical Methods in Medicine, 11 (2010) 369–387.

[7] G. Birkhoff and G. C. C. Rota, Ordinary differential equations, JohnWiley and Sons, New York, 1989.



٢٩۵ عفوني بيماري هاي شيوع بهينه کنترل بررسي

[8] S. Boccaletti, G. Bianconi and R. Criado, The structure and dynamics of multilayer networks, Phys.
Rep. 554 (2014) 1–122.

[9] O. Diekmann and J. A. P. Heesterbeek , Mathematical epidemiology of infective diseases: model
building, Analysis and Interpretation, Wiley, New York, 2000.

[10] A. V. Kamyad, R. Akbari, A. A. Heydari and A. Heydari, Mathematical modeling of transmission
dynamics and optimal control of vaccination and treatment for hepatitis B virus, Computational and
Mathematical Methods in Medicine. 2014 http://dx.doi.org/10.1155/2014/475451.

[11] T. K. Kar and A. Batabyal, Stability analysis and optimal control of an SIR epidemic model with
vaccination, Biosystems. 104 (2011) 127–135.

[12] M. J. Keeling and P. Rohani, Modeling infectious diseases in humans and animals, Princeton Uni-
versity Press, Princeton, NJ, 2007.

[13] M. K. Libbus and L. M. Phillips, Public health management of perinatal hepatitis B virus, Public
Health Nursing. 26(4) (2009) 353–361.

[14] C. C. McCluskey and P. Van Den Driessche , Global analysis of two tuberculosis models, J. Dyn.
Differ. Equ. 16(1) (2004) 139–166.

[15] J. S. Muldowney, Compound matrices and ordinary differential equations, Rocky Mt. J. Math. 20
(1990) 857–872.

[16] S. Thornley , C. Bullen and M. Roberts, Hepatitis B in a high prevalence New Zealand population: a
mathematical model applied to infection control policy, Journal ofTheoretical Biology. 254(3) (2008)
599–603.

[17] L. Wang and X. Li, Spatial epidemiology of net worked metapopulation: an overview, Chin. Sci.
Bull. 59 (2014) 3511–3522.

[18] L. Wang, Z. Wang, Y. Zhang and X. Li, How human location-specific contact patterns impact spatial
transmission between populations, Sci Rep. 3 (2013) 1468.

[19] C. Xia, Z. Wang and J. Sanz, Effects of delayed recovery and nonuniform transmission on the spread-
ing of diseases in complex networks, Physica A. 392 (2013) 1577–1585.

[20] J. Zhang, The geometric theory and bifurcation problem of ordinary differential equations, Peking
University Press, Beijing, 1987.

[21] G. Zhang and Q. Sun, Noise-induced enhancement of network reciprocity in social dilemmas, Chaos,
Solitons Fractals. 51 (2003) 31–35.

[22] H. Zhang, Z.Wu andX. Xu, Impacts of subsidy policies on vaccination decisions in contact networks,
Phys. Rev. E. 88 (2013) 012813.



٢٩۶ -٢٨۴ صفحه ،٢ شماره ،١٣ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و اکبري رضا ٢٩۶

Optimal control the prevalence of horizontally transmitted
infectious diseases in the community

Reza Akbari1, ‡ , Leader Navaei2

(1) Department of Mathematical, Payam Noor University, Tehran- Iran
(2) Department of Statistics, Payam Noor University, Tehran- Iran

Communicated by: Ali Reza Fakharzadeh Jahromi

Received: 2023/1/15 Accepted: 2023/8/30

Abstract: In this paper, we propose a three-componentmathematicalmodel, including Suspected-Infected-
Recovered individuals (SIR), under the control of maple vaccination, for infectious diseases. In such,
infectious disease can be transmitted through contact with an infected person (horizontal transmission).
Vaccination of suspected population will reduce the horizontal transmission of patients in the community.
The mathematical model has two disease-free and endemic equilibrium points. The basic reproduction rate
of the model, the existence and local asymptotic stability of these two equilibrium points are investigated.
By using Pontriagin’s minimum principle, we have investigated the conditions of reducing the suspected
and infected population and increasing the recovered population due to the use of vaccination in the com-
munity. Numerical simulations to the optimal control problem show that control measures can lead to a
decrease in the number of suspected population and an increase in recovered population and it prevents the
spread of the disease and becoming into an epidemic.
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