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سوم درجه کلاهي توابع از استفاده با SEIRS-α اپيدمي مدل يک حل
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بيماري يک به مربوط رياضي مدل که کسري، ديفرانسيل معادلات از دستگاهي عددي حل به مقاله، اين در چکيده:
آن، از پس مي شوند. معرفي آنها خواص و سوم درجه کلاهي توابع ابتدا منظور، اين براي مي شود. پرداخته است، اپيدمي
تبديل جبري معادلات از دستگاهي به نظر مورد مسأله پايه اي، توابع اساس بر دستگاه در موجود توابع بسط از استفاده با
مقايسه و مشخص اوليه داده هاي به توجه با مسأله حل با سپس، کرد. حل تکراري روش هاي با را آن مي توان که مي شود

مي شود. داده نشان روش کارآيي شده، گزارش واقعي داده هاي با حاصل نتايج

کسري. ديفرانسيل معادلات دستگاه سوم، درجه کلاهي توابع انساني، تنفسي سين سيشيال ويروس کليدي: واژه هاي

65M70; 26A33; 92B05 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١

از بسياري فرمول بندي براي مفيد ابزاري عنوان به است، دلخواه مرتبه از انتگرال ها و مشتقات شامل که کسري حسابان اخير، دهه هاي در
و کسري ديفرانسيل معادلات شامل فرمول بندي ها اين موارد، بيشتر در .[٢٠–٢٢ ،٩ ،۶ ،٣ ،٢] است شده استفاده مختلف علوم در مسائل
داد. ارائه را مسائل اين دقيق جواب و کرد حل تحليلي روش هاي از استفاده با را آنها نمي توان که هستند کسري انتگرال-ديفرانسيل معادلات
موجود روش هاي تعميم غالباً که شده اند معرفي کسري مرتبه معادلات براي جواب از تقريبي آوردن به دست براي عددي روش هاي رو، اين از
ديفرانسيل معادلات از استفاده با پديده ها از برخي هم چنين، .[١۵ ،١٣ ،١١] هستند کسري مرتبه به معمولي ديفرانسيل معادلات حل براي
طيفي روش هاي ،[٨ ،٧] در اخيراً، مي شود. ظاهر پديده دقيق تر توصيف براي کسري گاوسي نويز آنها در که مي شوند مدل سازي تصادفي

شده اند. معرفي معادلات از دسته اين حل براي
يک ،[۴] در نمونه، براي شوند. مدل سازي کسري ديفرانسيل معادلات دستگاه از استفاده با مي توانند اپيدمي بيماري هاي از بسياري
وي آي اچ عفونت مدل سازي براي کسري انتگرال و مشتق عملگر هاي مبناي بر جديد مدلي عنوان به کسري ديفرانسيل معادلات دستگاه
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حل به نيز محققين از برخي .[۵ ،١] است شده استفاده ١٩ کوويد بيماري مدل سازي براي دستگاه ها نوع اين از هم چنين، است. شده معرفي
.[١٢ ،١٠] پرداختند عددي روش هاي از استفاده با مدل ها اين

اصلي علت يک ويروس اين مي شود. تنفسي دستگاه عفونت باعث که است ويروسي (HRSV) انساني تنفسي سين سيشيال ويروس
در معتدل هواي و آب در عفونت اين ساليانه اپيدمي است. کودکي و نوزادي دوران طول در بيمارستان به مراجعه و تنفسي دستگاه عفونت هاي
يک در تنها مي شود. مشاهده باراني فصل طول در بيشتر عفونت اين گرمسيري، هواي و آب در حالي که در مي دهد، رخ زمستان فصل طول

شوند. آلوده عفونت اين به مي توانند بار چندين افراد HRSV شيوع از فصل
چيست. ويروس اين اپيدمي پيامدهاي و مي کند پيشرفت HRSV با عفوني بيماري چگونه که دهد نشان مي تواند رياضي مدل يک
ابتلا مستعد افراد گروه داده اند: پيشنهاد سلامتي وضعيت چهار به جمعيت طبقه بندي اساس بر تقسيمي مدل يک ،[١٩] در Torres و Rosa
شامل گروه مي شوند. عفوني ε نرخ با و نشده اند عفوني هنوز اما شده اند آلوده که E افراد از گروهي مي شود. داده نشان S با که عفونت به
دوره يک E گروه معرفي با که است ذکر قابل مي گيرند. قرار R گروه در که بهبود يافته افراد و مي شود داده نشان I با که عفوني و آلوده افراد
بودن موقت HRSV خاص ويژگي يک است. علائم اولين بروز و شدن عفوني بين زمان با معادل که مي شود گرفته نظر در مدل در نهفتگي
در مي نامند. SEIRS مدل را مدل اين دليل، همين به شوند. بيماري مستعد مي توانند دوباره بهبود يافته افراد يعني؛ است، عفونت از پس ايمني
مدل سازي براي زير کسري ديفرانسيل معادلات دستگاه مدارس، شدن بسته و باز دوره هاي به توجه با شيوع نرخ بودن فصلي فرض با ،[١٩]

شد: پيشنهاد اپيدمي بيماري اين
C
٠ D

α
t S(t) = λ(t)− µS(t)− β(t)S(t)I(t) + γR(t),

C
٠ D

α
t E(t) = β(t)S(t)I(t)− µE(t)− εE(t),

C
٠ D

α
t I(t) = εE(t)− µI(t)− νI(t),

C
٠ D

α
t R(t) = νI(t)− µR(t)− γR(t),

(١. ١)

شده: داده اوليه شرايط با
S(٠), E(٠), I(٠), R(٠) ≥ ٠,

است. عفونت رفتن بين از نرخ ν و ايمني دادن دست از نرخ γ مي شود، فرض برابر مير و مرگ نرخ با که دارد اشاره تولد نرخ به µ آن، در که
در که مي شود فرمول بندي β(t) = b١)٠ + b١ cos(٢πt+Φ)) شکل به کسينوسي تابع با که است انتقال پارامتر نشان دهنده ي β
مهاجران و نوزادان شامل که است شيوع نرخ λ(t) = µ(١ + c١ cos(٢πt+Φ)) است، فصلي نوسان دامنه b١ و β ميانگين b٠ آن
و β پارامترهاي در دارد. اشاره α ∈ (٠, ١] مرتبه از کاپوتو چپ مشتق به C٠ Dα

t هم چنين، است. فصلي نوسان دامنه c١ آن، در و مي شود
خواص و سوم درجه کلاهي توابع گرفتن نظر در با پژوهش، اين در مي شود. انتخاب واقعي داده هاي با مطابق که است زاويه اي Φ پارامتر ،λ
است. برخوردار پاييني محاسباتي حجم از روش اين دارند، کلاهي توابع که ساده اي ساختار دليل به مي پردازيم. (١. ١) مدل عددي حل به آنها
نشان مثال يک گرفتن نظر در با داد. تعميم کسري ديفرانسيل معادلات دستگاه هاي ساير حل براي سادگي به مي توان را روش اين به علاوه،

بود. خواهد O(h۴) حاضر روش همگرايي مرتبه باشد، داشته بالايي همواري دستگاه جواب که صورتي در مي دهيم
مي شود. ارايه ٢ بخش در نظر مورد پايه اي توابع خواص و تعريف و کسري حسابان از مقدماتي ابتدا، است: زير شرح به مقاله اين ساختار
بخش در نهايت، در مي شود. گزارش ۴ بخش در عددي نتايج مي يابد. اختصاص نظر مورد مسأله حل براي جديد روشي معرفي به ٣ بخش

مي شود. ارايه نتيجه گيري ۵

اساسي مفاهيم ٢

آنها اساسي خواص و سوم درجه کلاهي پايه اي توابع ادامه، در مي پردازيم. کسري حسابان در اساسي مفاهيم برخي مرور به ابتدا بخش، اين در
مي شوند. معرفي

:[١٧] مي شود تعريف زير شکل به y شده ي داده تابع يک از α ≥ ٠ مرتبه از ريمان-ليوويل (چپ) کسري انتگرال عملگر .٢. ١ تعريف

٠I
α
t y(t) =

١
Γ(α)

∫ t

٠
(t− s)α−١y(s)ds,

٠I
٠
t y(t) = y(t),

است. اويلر گاماي تابع Γ(·) آن، در که
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:[١٧] مي شود تعريف زير به صورت y تابع از α > ٠ مرتبه از کاپوتو (چپ) کسري مشتق .٢. ٢ تعريف

C
٠ D

α
t y(t) =

١
Γ(m− α)

∫ t

٠
(t− s)m−α−١y(m)(s)ds,

.m− ١ < α ≤ m به طوري که

است: زير شکل به مي گيرد قرار استفاده مورد کار اين در که کاپوتو مشتق و ريمان-ليوويل انتگرال عملگر هاي ترکيب مهم خاصيت يک

٠I
α
t (

C
٠ D

α
t y(t)) = y(t)−

m−١∑
i=٠

y(i)(٠)
ti

i!
, t > ٠. (٢. ١)

بازه روي سوم درجه کلاهي توابع از مجموعه يک .h = τ
n

و باشد ٣ از مضربي و مثبت صحيح عدد يک n کنيد فرض .٢. ٣ تعريف
:[١۴] مي شود تعريف زير به صورت [٠, τ ]

h٠(t) =


−١
۶h٣ (t− h)(t− ٢h)(t− ٣h), ٠ ≤ t ≤ ٣h,

٠, صورت اين غير ,در

داريم ،i = ٣k + ١ اگر ،k = ٠, ١, . . . , n٣ − ١ براي

hi(t) =


١

٢h٣ (t− (i− ١)h)(t− (i+ ١)h)(t− (i+ ٢)h), (i− ١)h ≤ t ≤ (i+ ٢)h,

٠, صورت اين غير ,در

مي کنيم تعريف ،i = ٣k + ٢ اگر ،k = ٠, ١, . . . , n٣ − ١ براي

hi(t) =


−١
٢h٣ (t− (i− ٢)h)(t− (i− ١)h)(t− (i+ ١)h), (i− ٢)h ≤ t ≤ (i+ ١)h,

٠, صورت اين غير ,در

آن گاه ،i = ٣k اگر ،k = ١, ٢, . . . , n٣ − ١ براي

hi(t) =



١
۶h٣ (t− (i− ٣)h)(t− (i− ٢)h)(t− (i− ١)h), (i− ٣)h ≤ t ≤ ih,

−١
۶h٣ (t− (i+ ١)h)(t− (i+ ٢)h)(t− (i+ ٣)h), ih ≤ t ≤ (i+ ٣)h,

٠, صورت اين غير ,در
و

hn(t) =


١

۶h٣ (t− (τ − h))(t− (τ − ٢h))(t− (τ − ٣h)), τ − ٣h ≤ t ≤ τ,

٠, صورت اين غير .در

مي کنند صدق زير خواص در و هستند خطي مستقل L٠])٢, τ ]) فضاي در پايه اي توابع اين

hi(jh) =


١, i = j,

٠, i ̸= j,

n∑
i=٠

hi(t) = ١.
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زد تقريب زير شکل به سوم درجه کلاهي توابع از استفاده با مي توان را y ∈ L٠])٢, τ ]) دلخواه تابع

y(t) ≃ yn(t) =
n∑

i=٠

aihi(t) = ATH(t) = HT (t)A,

آن، در که

H(t) = [h٠(t), h١(t), . . . , hn(t)]
T , (٢. ٢)

و
A = [a٠, a١, . . . , an]

T ,

.ai = y(ih) به طوري که

آن گاه باشد، سوم درجه کلاهي توابع اساس بر y تقريب yn(t) =
∑n

i=٠ y(ih)hi(t) و y ∈ C۴([٠, τ ]) کنيد فرض .۴ .٢ قضيه
[١۶]

∥y − yn∥٢ = O(h۴).

:[١۶] آن گاه ،α > ٠ و باشد (٢. ٢) در شده داده سوم درجه کلاهي توابع بردار H(t) کنيد فرض .۵ .٢ قضيه

٠I
α
t H(t) ≃ P (α)H(t), (٢. ٣)

مي شود: داده زير شکل به که است (n+ ١)× (n+ ١) مرتبه از ريمان-ليوويل انتگرال عملياتي ماتريس P (α) آن در که

P (α) = χα,h



٠ γ١ γ٢ γ٣ . . . γn−٢ γn−١ γn
٠ η٠ η١ η٢ . . . ηn−٣ ηn−٢ ηn−١
٠ ξ−١ ξ٠ ξ١ . . . ξn−۴ ξn−٣ ξn−٢
٠ β−٢ β−١ β٠ . . . βn−۵ βn−۴ βn−٣
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

٠ ٠ ٠ ٠ . . . η٠ η١ η٢
٠ ٠ ٠ ٠ . . . ξ−١ ξ٠ ξ١
٠ ٠ ٠ ٠ . . . β−٢ β−١ β٠


.

است. شده  ذکر [١۶] در P (α) ماتريس درايه هاي جزييات

حل روش ٣
زير شکل به را مسأله اين منظور اين براي مي پردازيم. (١. ١) مسأله عددي حل به سوم درجه کلاهي توابع خواص از استفاده با بخش، اين در

مي کنيم بازنويسي
C
٠ D

α
t S(t) = f١(t, S(t), I(t), R(t)),

C
٠ D

α
t E(t) = f٢(t, S(t), E(t), I(t)),

C
٠ D

α
t I(t) = f٣(t, E(t), I(t)),

C
٠ D

α
t R(t) = f۴(t, I(t), R(t)),

(٣. ١)

آن در که

f١(t, S(t), I(t), R(t)) = λ(t)− µS(t)− β(t)S(t)I(t) + γR(t),

f٢(t, S(t), E(t), I(t)) = β(t)S(t)I(t)− µE(t)− εE(t),

f٣(t, E(t), I(t)) = εE(t)− µI(t)− νI(t),

f۴(t, I(t), R(t)) = νI(t)− µR(t)− γR(t).
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مي کنيم فرض حال
C
٠ D

α
t S(t) = XT

١ H(t), C
٠ D

α
t E(t) = XT

٢ H(t),
C
٠ D

α
t I(t) = XT

٣ H(t), C
٠ D

α
t R(t) = XT

۴ H(t).
(٣. ٢)

مي شوند: حاصل زير تقريب هاي ،(٢. ٣) و (٢. ١) خواص و اوليه شرايط به توجه با

S(t) = (XT
١ P

(α) + Y T
١ )H(t) = Z١H(t), E(t) = (XT

٢ P
(α) + Y T

٢ )H(t) = Z٢H(t),

I(t) = (XT
٣ P

(α) + Y T
٣ )H(t) = Z٣H(t), R(t) = (XT

۴ P
(α) + Y T

۴ )H(t) = Z۴H(t).
(٣. ٣)

آن در که

Y١ = [S(٠), S(٠), . . . , S(٠)]T , Y٢ = [E(٠), E(٠), . . . , E(٠)]T ,
Y٣ = [I(٠), I(٠), . . . , I(٠)]T , Y۴ = [R(٠), R(٠), . . . , R(٠)]T .

کنيد فرض
Θ = [٠, h, ٢h, . . . , τ ],

معادلات دستگاه پايه اي، توابع خطي استقلال خاصيت از استفاده با و (٣. ١) در (٣. ٣) و (٣. ٢) در شده معرفي تقريب هاي جايگذاري با آن گاه
مي شود: حاصل زير

XT
١ = f١(Θ, Z١, Z٣, Z۴),

XT
٢ = f٢(Θ, Z١, Z٢, Z٣),

XT
٣ = f٣(Θ, Z٢, Z٣),

XT
۴ = f۴(Θ, Z٣, Z۴).

(۴ .٣)

تقريبي ،(٣. ٣) در حاصل مقادير جايگذاري با و مي شوند حاصل ،i = ١, ٢, ٣, ۴ ،Xi بردارهاي مجهول مولفه هاي (۴ .٣) دستگاه حل با
مي آيد. بدست (١. ١) مسأله جواب از

عددي نتايج ۴
استفاده با بخش اين نتايج که است ذکر قابل است. (١. ١) مدل حل براي شده معرفي روش کارايي دادن نشان بخش اين در اصلي هدف
حل از قبل شده اند. حاصل گيگابايت ٨ حافظه و گيگاهرتز ٢/۵٠ پردازنده با Core i7 شخصي کامپيوتر و ١٣ نسخه متمتيکا افزار نرم از

[١٨] مي گيريم نظر در را زير شکل به کسري ديفرانسيل معادلات دستگاه يک روش، دقت بررسي منظور به ،(١. ١){
C
٠ D

α
t y١(t) = y١(t) + y٢(t),

C
٠ D

α
t y٢(t) = −y١(t) + y٢(t).

(١ .۴)

به صورت (١ .۴) دستگاه براي اوليه شرايط

y(٠)١ = ٠, y(٠)٢ = ١, (٢ .۴)

است زير دقيق جواب داراي فوق مسأله ،α = ١ ازاي به مي شود. گرفته نظر در

y١(t) = et sin(t), y٢(t) = et cos(t).

روش از حاصل نتايج به همراه ،n مختلف مقادير ازاي به همگرايي مرتبه و خطا ،(٢ .۴)-(١ .۴) مسأله روي پيشنهادي روش به کارگيري با
است توابع تقريب براي [١٨] در شده استفاده هار توابع تعداد نشان دهنده ي k جدول، اين در شده اند. گزارش ١ جدول در ،[١٨] هار موجک

است: شده معرفي روش همگرايي مرتبه دادن نشان براي زير نماد و

εi,n = log٢

(
∥yi − yi,n∥٢

∥yi − yi,٢n∥٢

)
, i = ١, ٢,
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.(٢ .۴)-(١ .۴) مسأله براي عددي نتايج :١ جدول
[١٨] هار موجک روش حاضر روش

∥y٢ − y٢,k∥٢ ∥y١ − y١,k∥٢ k ε٢,n ∥y٢ − y٢,n∥٢ ε١,n ∥y١ − y١,n∥٢ n
۴٫٩٩ × ١٠−۵ ١٫٧۵ × ١٠−۴ ۴ ٣٫٩٢ ١٫۶٧ × ٣−١٠ ٣٫٨۵ ١٫٩١ × ٣−١٠ ٣
٢٫۵٣ × ١٠−۵ ٨٫٧۵ × ١٠−۵ ٨ ٣٫٩٧ ١٫١٠ × ١٠−۴ ٣٫٩۶ ١٫٣٢ × ١٠−۴ ۶
١٫٢٧ × ١٠−۵ ۴٫٣٨ × ١٠−۵ ١۶ ٣٫٩٩ ٧٫٠٢ × ١٠−۶ ٣٫٩٩ ٨٫۴۶ × ١٠−۶ ١٢
۶٫٣۴ × ١٠−۶ ٢٫١٩ × ١٠−۵ ٣٢ ۴٫٠٠ ۴٫۴١ × ٧−١٠ ۴٫٠٠ ۵٫٣٢ × ٧−١٠ ٢۴
٣٫١۵ × ١٠−۶ ١٫٠٩ × ١٠−۵ ۶۴ ۴٫٠٠ ٢٫٧۶ × ٨−١٠ ۴٫٠٠ ٣٫٣٣ × ٨−١٠ ۴٨
١٫۵۴ × ١٠−۶ ۵٫٣٠ × ١٠−۶ ١٢٨ ٣٫٩٩ ١٫٧٢ × ٩−١٠ ۴٫٠٠ ٢٫٠٨ × ٩−١٠ ٩۶
۶٫٨٨ × ٧−١٠ ٢٫٣٧ × ١٠−۶ ٢۵۶ — ١٫٠٨ × ١٠−١٠ — ١٫٣٠ × ١٠−١٠ ١٩٢
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.α = ١ ازاي به دقيق جواب همراه به α مختلف مقادير با تقريبي جواب هاي :١ شکل

صورتي در مي شود، مشاهده ،εi,n براي حاصل مقادير به توجه با هستند. مسأله تقريبي و دقيق جواب هاي ترتيب، به ،yi,٢n و yi آن، در که
از استفاده با روش اجراي از حاصل جواب هاي هم چنين، است. O(h۴) روش همگرايي مرتبه باشد، هموار کافي اندازه به دستگاه جواب که
مقدار شدن نزديک با که مي شود مشاهده شده اند. رسم ١ شکل در ،α = ١ با متناظر دقيق جواب همراه به ،α مختلف مقادير و n = ١٢

مي شوند. نزديک دقيق جواب به تقريبي جواب هاي ،١ به α
جستجو را αاي مشتق کسري مرتبه Torres و Rosa فلوريدا، سلامت مرکز داده هاي اساس بر مي پردازيم. (١. ١) مدل حل به اکنون
دقيقاً و ماه ٣۵ طول در ماه، هر ازاي به داده ها اين باشد. داشته مطابقت HRSV بيماري مثبت تست هاي تعداد با شکل بهترين به که کردند
داده هاي با خوبي به مدل α = ٠٫٩٩٣ ازاي به که يافتند آنها شده اند. گزارش فلوريدا ايالت در ٢٠١۴ جولاي و ٢٠١١ سپتامبر بين
شده اتخاذ [١٩] مرجع از که Φ و c١ ،b١ ،b٠ ،ε ،γ ،ν ،µ براي ٢ جدول در شده داده مقادير از استفاده با دارد. مطابقت HRSV بيماري
شده اعمال n = ٩٠ و α = ٠٫٩٩٣ با (١. ١) SEIRS-α مدل حل براي پيشنهادي روش ،٣ جدول در شده داده اوليه مقادير و است،
جواب هاي نمودار ،τ = ۵ فرض با مي شود، گرفته نظر در ساله ۵ دوره هاي براي بهداشت جهاني سازمان اهداف معمولاً که آنجايي از است.
دارند. مطابقت [١٩] در شده گزارش نتايج با کاملاً نتايج اين مي شود. مشاهده ٢ شکل در R(t) و I(t) ،E(t) ،S(t) براي تقريبي
دارند قرار سلامتي وضعيت لحاظ از شده طبقه بندي دسته هاي از يک هر در مختلف زمان هاي در که افرادي تقريبي تعداد نمودارها، اين در

مي شود. مشاهده

نتيجه گيري ۵

انساني، تنفسي سين سيشيال ويروس از ناشي اپيدمي بيماري مدل عددي حل به سوم درجه کلاهي توابع خواص از استفاده با مقاله، اين در
به نظر مورد ديفرانسيل معادلات دستگاه حاضر، روش در است. شده پرداخته است، کسري مرتبه از ديفرانسيل معادلات دستگاه يک شامل که
از حاصل نتايج با آنها مقايسه و نظر مورد مدل روي پيشنهادي روش پياده سازي از حاصل نتايج مي شود. تبديل جبري معادلات از دستگاهي

مي دهد. نشان را روش کارآيي به خوبي واقعي داده هاي و ديگر موجود روش هاي

.SEIRS-α مدل پارامترهاي :٢ جدول
Φ c١ b١ b٠ ε γ ν µ
π
٢ ٠٫١٧ ٠٫١٧ ٨٨٫٢۵ ٩١ ١٫٨ ٣۶ ٠٫٠١١٣
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کل. جمعيت درصد حسب بر اوليه مقادير :٣ جدول
R(٠) I(٠) E(٠) S(٠)

٠٫۵۵٣١ ٠٫٠٢٧٨ ٠٫٠١١٠ ٠٫۴٠٨١

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
10000

11000

12000

13000

14000

15000

16000

17000

18000

19000

20000

time

S
(t
)

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
100

200

300

400

500

600

700

800

900

time

E
(t
)

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

2000

2200

time

I(
t)

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
14000

15000

16000

17000

18000

19000

20000

21000

22000

23000

24000

time

R
(t
)

.α = ٠٫٩٩٣ با SEIRS-α مدل وضعيت متغيرهاي براي حاصل عددي نتايج :٢ شکل
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Abstract: In this paper, numerical solution of a system of fractional differential equations which is the
model of an epidemic disease is considered. To this aim, first, third degree hat functions and their properties
are introduced. After that, using the expansion of the existing functions in the system in terms of the basis
functions, the system under consideration is transformed to a system of algebraic equations that can be
solved using iterative methods. Then, by solving the problem with a given initial data and comparing the
results with the reported real data, efficiency of the method is shown.
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