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٣١۵ -٣٠٧ ص ،٢ شماره ،١٣ دوره ،١۴٠٢ سال

محدبموضعي توپولوژي يک تحت گروهي جبرهاي دوگان بررسي

٢ تميمي ابراهيم و ١ شيباني مرجان ، * ١ غفاري علي

ايران سمنان، سمنان، دانشگاه کامپيوتر، علوم و آمار رياضي، دانشکده رياضي، گروه (١)

ايران ايرانشهر، ولايت، دانشگاه پايه، علوم دانشکده رياضي، گروه (٢)
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١۴٠٢/۶/١۶ پذيرش: تاريخ ١۴٠٢/٢/٢٧ دريافت: تاريخ

L∞(G) روي است. L١(G) دوگان L∞(G) و گروهي جبر L١(G) ،G فشردهموضعي گروه يک براي چکيده:
عناصر توسط القاشده راست ضربگرهاي توسط شده توليد ضعيف توپولوژي واقع در که ميگيريم نظر در را τ توپولوژي
در است. قويتر نرم توپولوژي از و ظريفتر ستاره ضعيف توپولوژي از τ توپولوژي ،G دلخواه گروه براي است. L١(G)
هستند. سازگار هم با τ توپولوژي با نرم توپولوژي G گسسته گروه براي تنها که داديم نشان آمده، بهدست نتايج ميان

پرداختيم. L∞(G) از متناوب تقريباً τ توابع مطالعه به و کرده بررسي را τ توپولوژي خواص

محدبموضعي. توپولوژي ضعيف، توپولوژي گروهي، جبرهاي فشردهموضعي، گروه کليدي: واژه هاي

43A60; 22A20 رياضي: ردهبندي

مقدمات و تعاريف ١

C٠(G) نماد با ميشود صفر بينهايت در که Gرا روي پيوسته توابع همه مجموعه باشد. فشردهموضعي و هاسدورف Gگروهي کنيم فرض
نگاشت اگر تنها و اگر f ∈ LUC(G) واقع در ميدهيم. نمايش LUC(G) با را چپ يکنواخت پيوسته توابع همه مجموعه و
ميدانيم و است G روي کراندار و منظم بورل، اندازههاي همه فضاي M(G) باشد. پيوسته L∞(G) بهتوي G از x 7→ Lxf
.[۶] ميشود تعريف L١(G) اينرو از و است موجود چپ هار اندازه فشردهموضعي، و هاسدورف گروه هر روي .C٠(G)

∗ = M(G)
با ترتيب به را باناخ جبر اين دوم و اول دوگان است. باناخ جبر يک L١(G) روي نرم و پيچشي ضرب عمل با L١(G) برداري فضاي
را L١(G) در احتمال اندازههاي همه و بوده M(G) در طرفه دو آلي ايده L١(G) ميدانيم ميدهيم. نمايش L١(G)∗∗ و L١(G)∗

است. گرفته قرار بررسي مورد و تعريف متنوع جبرهاي روي زيادي ضربهاي است. نيمگروه يک P ١(G) ميدهيم. نمايش P ١(G) با
در که است باناخ جبرهاي دوم دوگان روي ضربها مهمترين از آرنز ضرب کند. مراجعه [٢] به ميتواند خواننده ابرگروهها جبر در نمونه براي
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تعريف 〈fφ, ψ〉 = 〈f, φ ∗ψ〉 ضابطه با را fφ ∈ L∞(G) تابع ،f ∈ L١(G)∗ = L∞(G) و φ ∈ L١(G) براي
G ∈ L∞(G)∗ براي نهايت در و 〈Ff, φ〉 = 〈F, fφ〉 بهصورت را Ff ∈ L∞(G) تابع F ∈ L∞(G)∗ براي ميکنيم.
است باناخ جبر يک ضرب اين با L∞(G)∗ ميدانيم ميکنيم. تعريف 〈GF, f〉 = 〈G,Ff〉 بهصورت GFرا ∈ L∞(G)∗ تابع

.[۶] گويند اول نوع آرنز ضرب ضرب، اين به و
ميکنيم. تعريف Lxf(y) = f(xy) ضابطه با را Lx : L∞(G) → L∞(G) نگاشت ،x ∈ G و f ∈ L∞(G) براي
همه مجموعه وندل، قضيه به بنا ميشود. تعريف λφ(ψ) = φ ∗ ψ بهصورت L١(G) روي چپ ضربگر ،φ ∈ L١(G) براي
ضربگرهاي جمله از و ضربگرها است. يکريخت طولپا بهطور کراندار منظم بورل اندازههاي همه جبر با L١(G) روي چپ ضربگرهاي

.[۶] است آمده بهدست ارزشمندي نتايج و گرفت قرار بررسي و بحث مورد گروهي جبرهاي دوم دوگان روي فشرده
يک هرگاه گوئيم ميانگينپذير را G گروه .||M || = 〈M, ١〉 = ١ که است M خطي تابعک ،L∞(G) روي ميانگين يک
،x ∈ G و f ∈ L∞(G) هر براي که باشد موجود M ميانگين ديگر عبارت به باشد. موجود L∞(G) روي چپ پاياي ميانگين
φ ∈ و f ∈ L∞(G) هر براي هرگاه است توپولوژيک چپ پاياي ميانگين يک M ميانگين .〈M,Lxf〉 = 〈M, f〉
نمادهاي با ترتيب به را توپولوژيک چپ پاياي ميانگينهاي و چپ پاياي ميانگينهاي همه مجموعه .〈M, fφ〉 = 〈M, f〉 ،P ١(G)
روي چپ پاياي ميانگين و توپولوژيک چپ پاياي ميانگين البته .[١۶] ميدهيم نمايش TLIM(L∞(G)) و LIM(L∞(G))
جابجايي گروه هر همينطور و فشرده گروه هر که کنيد توجه .[١۵] ميشود تعريف نيز توپولوژيک چپ پاياي و پايا انتقال فضاهاي زير
نيم و گروهها ميانگينپذيري بحث .[١۵] نيست ميانگينپذير باشد، مولد دو حداقل با آزاد گروه زير يک شامل که گروه هر است. ميانگينپذير
آنها ارتباط و چپ پاياي ميانگين وجود است. بوده مشهور رياضيدانان توجه مورد باز دير از باناخ جبرهاي پذيري ميانگين همينطور و گروهها
پاياي ميانگينهاي کاردينال هست. نيز و بوده هارمونيک آناليز در مهمي مسئله گروهي جبر دوگان روي توپولوژيک چپ پاياي ميانگين با

ميباشد. بالا در شده ياد موضوعات ادامه نيز ما بحث ميباشد. علاقهمندان داغ بحث قبيل اين از مسائلي و چپ
fφ به {fαφ} تور φ ∈ L١(G) هر براي اينصورت در باشد، همگرا L∞(G) در f به {fα} تور اگر که است واضح
که است شده جديدي توپولوژي يک تعريف به منجر سوال اين است؟ صحيح همواره موضوع اين عکس آيا که است اين سوال همگراست.

است. شده آورده تکميلي توضيحات زير در
توپولوژي يک شبهنرمهايي چنين همه خانواده و رويL∞(G)است شبهنرم يک ρφ(f) = ‖fφ‖ تابع ،φ ∈ L١(G) هر براي
چون مجموعههايي زير همه خانواده که است واضح ميدهيم. نمايش τ با را توپولوژي اين ما ميکند. توليد L∞(G) روي محدبموضعي
نيز ديگري شکل به ميتوان را توپولوژي اين است. τ توپولوژي در صفر براي موضعي پايهاي

⋂n
i=١{f ∈ L∞(G); ‖fφi‖ < ϵ}

قوي عملگر توپولوژي از حاصل نسبي توپولوژي اينرو از و بوده B(L١(G), L∞(G)) در نشاندن قابل L∞(G) واقع در کرد. بيان
آنها روي زيادي مطالعات و تعريف باناخ فضاي يک روي خطي تبديلات فضاي روي متنوعي توپولوژيهاي .[٩] است τ توپولوژي همان

کند. مراجعه [٧] ، [٨] ،[١٣] به مشابه توپولوژيهاي ديدن براي خواننده است، شده انجام
شناخته هاي توپولوژي با را توپولوژي اين ميدهيم. قرار L١(G) گروهي جبر دوگان روي محدبموضعي توپولوژي يک ،٢ بخش در
ميدهيم. قرار بررسي مورد را توپولوژيها اين بودن سازگار براي کافي و لازم شرايط ميدهيم. قرار مطالعه مورد جبر، اين دوگان روي شده
ميشوند جابهجا پيچش با و انتقال با L∞(G)که روي کراندار عملگرهاي نيستند. سازگار هم با توپولوژيها اين مواقع بيشتر در داديم نشان
چندين که مهم نتايج از يکي دادهاند. انجام خوبي مطالعات عملگرها نوع اين مطلق قدر روي لائو و قهرماني هست. و بوده مهم مسائل از
فشرده ضعيف چپ ضربگر يک وجود Gبا گروه فشردگي واقع در است. شده ثابت مقاله اين در بوده، مطرح نشده حل مسئله عنوان به سال
يک دوگان روي موجود همريختيهاي همه باناخ فضاي پيم و لائو بيکر، همينطور .[١٠] است معادل گروهي جبر دوم دوگان روي ناصفر
انتقال با که است موجود L∞(G) روي عملگري است شده ثابت .[۵] کردهاند مشخص دقيق بهطور را کراندار تقريبي واحد با باناخ، جبر
قرار مطالعه مورد [١٣] در خاص توپولوژي يک به نسبت فشرده ضعيف بطور عملگرهاي نميشود. جابهجا پيچش با ولي ميشود جابهجا
باشد، پيوسته بالا در شده تعريف توپولوژي به نسبت عملگر اگر کرديم ثابت ميباشد. ٢ .۴ قضيه بخش، اين در اصلي نتايج از يکي گرفت.
کرديم. مشخص را عملگرها نوع اين دقيق بهطور و شود جابهجا پيچش عملگر با اگر تنها و اگر ميشود جابهجا انتقال عملگر با عملگر اين
متناوب تقريباً توابع نيز و متناوب تقريباً توابع ميکنيم. مطالعه را شده تعريف توپولوژي به نسبت متناوب تقريباً توابع سوم، بخش در
براي که گرفته قرار مطالعه مورد باناخ جبرهاي روي کلي حالت در و ابرگروهي جبرهاي نيمگروهي، جبرهاي گروهي، جبرهاي روي ضعيف
گروهها، ميانگينپذيري خاص حالت در و باناخ جبرهاي ميانگينپذيري کند. مراجعه [١٧] و [۶] ،[۵] ،[۴] به ميتواند خواننده بيشتر، آشنايي
ثابت است، گروه يک G که حالتي در ميشود. يافت [۶] ،[٣] مراجع در زمينه اين در خوبي اطلاعات است. هارمونيک آناليز در مهم مسئله
نيز چپ پاياي ميانگين هر نيز و دارد وجود توپولوژيک چپ پاياي ميانگين يک ضعيف متناوب تقريباً توابع همه فضاي روي که است شده
در فوق موارد است. شده ثابت نيز متناوب تقريباً توابع همه فضاي روي ميانگين يک تنها وجود است. توپولوژيک چپ پاياي ميانگين يک
است فشرده G گروه که داديم نشان بخش اين در است. شده ثابت نيز [١٧] و [٣] در ابرگروهها و نيمگروهها بعضي براي خاص حالتهاي
نيز پايا ميانگين يک وجود فوق). توپولوژي به (نسبت باشند برابر هم با متناوب تقريباً توابع همه فضاي با گروهي جبر دوگان اگر تنها و اگر

است. شده ثابت فضا اين روي



٣٠٩ موضعي محدب توپولوژي يک تحت گروهي جبر دوگان ساختار بررسي

τ توپولوژي خواص بررسي ٢

،α ≥ α٠ هر براي که است موجود α٠ ،ϵ > ٠ و φ ∈ L١(G) براي باشد. همگرا τ توپولوژي در f به {fα} تور کنيم فرض
هستند. احتمال اندازههاي آن اعضاي که بوده L١(G) براي تقريبي واحد يک {φβ}β∈J تور کنيم فرض اکنون .‖fαφ−fφ‖ ≤ ϵ

،α ≥ α٠ براي

|〈fα, φ〉 − 〈f, φ〉| ≤ sup{|〈fαφ− fφ, φβ〉|; β ∈ J} ≤ ‖fαφ− f‖ ≤ ϵ.

است. ستاره ضعيف توپولوژي از ظريفتر τ توپولوژي بنابراين همگراست. ستاره ضعيف توپولوژي در f به {fα} تور که معناست بدين اين

L∞(G) روي τ و نرم توپولوژيهاي اگر تنها و اگر است Gگسسته باشد. فشردهموضعي و هاسدورف Gگروهي کنيم فرض .٢. ١ گزاره
باشند. سازگار هم با

در f به {fα} اگر تنها و اگر همگراست L∞(G) در f به {fα} تور بهوضوح .δe ∈ L١(G) باشد، گسسته گروهي G اگر اثبات.
باشد. همگرا τ توپولوژي

f ∈ L∞(G) ،F ∈ L∞(G)∗ کنيد فرض باشند. سازگار هم رويL∞(G)با τ توپولوژي با نرم توپولوژي کنيم فرض برعکس،
عنصري به {φα} ميکنيم فرض شود، کاسته کليت از اينکه بدون .[١] باشد L١(G) در احتمال اندازههاي از تقريبي واحد {φα} و
اينرو از و بوده همگرا τ توپولوژي در f به {fφα} تور که است واضح باشد. همگرا ستاره ضعيف توپولوژي در E ∈ L∞(G)∗ چون

〈EF, f〉 = 〈E,Ff〉 = lim
α
〈Ff, φα〉 = lim

α
〈F, fφα〉 = 〈F, f〉.

دوطرفه هماني داراي L∞(G)∗ بنابراين ،[۶] هست نيز راست هماني چون و بوده L∞(G)∗ براي چپ هماني E که ميدهد نشان اين
از ،[١١] است L١(G) باناخ جبر ،L∞(G)∗ توپولوژيک مرکز چون دارد. قرار L∞(G)∗ توپولوژيک مرکز در E ديگر طرف از است.

است. گسسته G بنابراين و بوده L١(G) هماني عنصر E اينرو

حالت در تنها و هستند متفاوت هم با τ توپولوژي و نرم توپولوژي باشد غيرگسسته گروه، که حالتي در که داديم نشان بالا گزاره در
به زير در است؟ چگونه هم با τ توپواوژي و ضعيف توپولوژي بين ارتباط که است اين سوال هستند. سازگار هم با توپولوژي دو اين گسسته

ميدهيم. پاسخ سوال اين

روي τ و ضعيف توپولوژيهاي اگر تنها و اگر است متناهي G باشد. فشردهموضعي و هاسدورف گروهي G کنيم فرض .٢. ٢ گزاره
باشند. سازگار هم L∞(G)با

سازگار هم با فضا اين روي محدبموضعي توپولوژي دو هر اينرو از و است متناهي بعد L∞(G)داراي باشد، متناهي Gگروهي اگر اثبات.
.[١۴] هستند سازگار هم با τ توپولوژي و ضعيف توپولوژي بنابراين هستند.

است موجود M چپ پاياي ميانگين نباشد، گسسته G اگر باشند. سازگار هم با τ توپولوژي با ضعيف توپولوژي کنيم فرض برعکس،
نسبت اگر تنها و اگر است توپولوژيک چپ پاياي ميانگين يک چپ، پاياي ميانگين هر چون .[١۶] نيست توپولوژيک چپ پاياي ميانگين که
با اگر تنها و اگر است پيوسته نرم با تابعک يک ديگر طرف از نيست. پيوسته τ توپولوژي به Mنسبت اينرو از باشد، پيوسته τ توپولوژي به
است. پسGگسسته است. تناقض يک اين و نيست Mپيوسته که ميشود مشخص توضيحات اين با .[١۴] باشد پيوسته ضعيف توپولوژي
سازگار هم با نرم توپولوژي با ضعيف توپولوژي نتيجه در هستند. سازگار هم با L∞(G) روي τ توپولوژي با نرم توپولوژي اينکه نتيجه
متناهي بعد داراي فضا آن که هستند سازگار هم با باناخ فضاي يک روي صورتي در ضعيف توپولوژي و نرم توپولوژي دو که آنجا از هستند.

است. متناهي G نتيجه در و است متناهي بعد داراي L∞(G) بنابراين ،[۶] باشد

خواهد زير در آمده بهدست نتايج کليد زير لم ميدهيم. نمايش coX با را L∞(G) Xاز زيرمجموعه محدب ترکيبات که کنيم توجه
بود.

،f ∈ L∞(G) براي باشد. فشردهموضعي و هاسدورف گروهي G کنيم فرض .٢. ٣ لم

co{Lxf ;x ∈ G} = {φ ∗ f ;φ ∈ P ١(G)}

ميشود. گرفته نظر در τ توپولوژي به نسبت بستار آن در که
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φ̂ ∈ که است واضح .φ̂(x) = φ(x−١)∆(x−١) ميکنيم تعريف باشد. دلخواه عنصري φ ∈ P ١(G) کنيم فرض اثبات.
P ١(G) در احتمال اندازههاي از تقريبي واحد يک {φα} کنيم فرض اکنون .φ̂∗f = fφ ،f ∈ L∞(G) هر براي نيز و P ١(G)

داشت خواهيم ،a ∈ G براي .[١] باشد

∆(a)Raφ̂α ∗ f = φ̂α ∗ Laf = Lafφα.

نوشت ميتوان ،ψ ∈ L١(G) عنصر هر و α هر براي

‖[∆(a)Raφ̂α ∗ f − Laf ]ψ‖ = ‖[φ̂α ∗ Laf − Laf ]ψ‖
= ‖[Lafφα − Laf ]ψ‖
≤ ‖Laf‖‖φα ∗ ψ − ψ‖١.

باشد. τ توپولوژي به Lafنسبت از همسايگي يک W =
⋂n

i=١{h ∈ L∞(G); ‖hψi − Lafψi‖ < ϵ} کنيم فرض اکنون
،α هر براي که آنجا از .‖Laf‖‖φα ∗ ψi − ψi‖١ < ϵ ،i هر براي که است موجود α يک است، تقريبي واحد يک {φα} چون

.Laf ∈ {φ ∗ f ;φ ∈ P ١(G)} که ميشود ديده آساني به ،∆(a)Raφ̂α ∈ P ١(G)
براي است. پيوسته τ توپولوژي با L∞(G) فضاي به G گروه از x 7→ Lxf نگاشت ميکنيم ثابت ابتدا شمول، عکس اثبات براي
شده داده L١(G) اعضاي از φ١, ..., φn عناصر کنيم فرض نيز و بوده همگرا x ∈ G به G عناصر از {xα} تور کنيم فرض اينکار

داشت خواهيم باشد.

‖Lxαfφi − Lxfφi‖ = ‖φ̂i ∗ Lxαf − φ̂i ∗ Lxf‖
= ‖∆(xα)Rxαφ̂i ∗ f −∆(x)Rxφ̂i ∗ f‖
≤ ‖∆(xα)Rxαφ̂i −∆(x)Rxφ̂i‖١‖f‖

است. پيوسته τ توپولوژي به نسبت x 7→ Lxf نگاشت بنابراين ،[۶] هستند پيوسته x 7→ Rxφ̂i تابع نيز و ∆ مدولار تابع چون
δ(‖φ١‖١ + ميدهيم قرار باشد. شده داده ϵ > ٠ و L١(G) از عناصري φ١, ..., φn و φ ∈ P ١(G) کنيم فرض ∫اکنون
G\K φ(x)dx < ϵ که دارد Gوجود Kدر فشرده زيرمجموعه ،M(G) در اندازهها بودن منظم بنابر .· · ·+‖φn‖١)۴‖f‖ = ϵ

‖Ly−١fφi − ،١ ≤ i ≤ n و y ∈ Ux هر براي که است موجود x از Ux متقارن و باز همسايگي يک x ∈ G هر براي .[١]
Ux١ متناظر همسايگي تعدادي نيز و x١, ..., xm Gچون از نقطه متناهي تعداد است، Kفشرده که آنجا از .[١۶] Lx−١fφi‖ < ϵ

داشت خواهيم y ∈ Uxi
و k ∈ {١, ..., n} ،i ∈ {١, ...,m} اگر و بوده K از پوششي که دارد وجود Uxm و ... و

‖Ly−١fφk − Lxi
−١fφk‖ <

ϵ

٢
.

که است واضح .Ai = (Uxi
∩ K) \ Ai−١ ،٢ ≤ i ≤ m براي و A١ = Ux١ ∩ K ،A٠ = G \ K ميدهيم قرار

براي و c٠ =
∫
G\K φ(x)dx ميدهيم قرار بود. Kخواهد مجموعه Aiها همه اجتماع و بوده مجزا دو به دو و اندازهپذير بورل Aiها

نوشت ميتوان ١ ≤ k ≤ n هر و ϕ ∈ L١(G) هر براي .ci =
∫
Ai
φ(x)dx ميدهيم قرار ،i ∈ {١, ...,m}∣∣∣ ∫

A٠

∫
[Lx١−٠f − Ly−١f ](x)φk ∗ ϕ(x)dxφ(y)dy

∣∣∣ < ٢‖f‖‖φk‖١‖ϕ‖١δ.

داريم 〉∣∣∣همينطور m∑
i=٠

ciLxi
−١f − φ ∗ f, φk ∗ ϕ〉

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫ m∑

i=٠

ciLxi
−١f(x)−

∫
f(y−١x)φ(y)dyφk ∗ ϕ(x)dx

∣∣∣
≤

∣∣∣ ∫ m∑
i=٠

∫
Ai

[Lxi
−١f − Ly−١f ](x)φ(y)dyφk ∗ ϕ(x)dx

∣∣∣
≤

∣∣∣ m∑
i=٠

∫
Ai

∫
[Lxi

−١f − Ly−١f ](x)φk ∗ ϕ(x)dxφ(y)dy
∣∣∣
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≤ ϵ

٢
‖ϕ‖١ +

∣∣∣ m∑
i=١

∫
Ai

〈Lxi
−١f − Ly−١f, φk ∗ ϕ〉φ(y)dy

∣∣∣
≤ ϵ

٢
‖ϕ‖١ +

∣∣∣ m∑
i=١

∫
Ai

〈(Lxi
−١f − Ly−١f)φk, ϕ〉φ(y)dy

∣∣∣
≤ ϵ

٢
‖ϕ‖١ +

ϵ

٢
‖ϕ‖١

n∑
i=١

∫
Ai

φ(y)dy < ϵ‖ϕ‖١.

ميشود. کامل برهان و φ ∗ f ∈ co{Lxf ;x ∈ G} که ميدهد نتيجه اين

روي ضربگرها حالتکلي در همينطور هست. و بوده توجه مورد و مهم مسائل از ميشوند جابهجا پيچش و انتقال با که عملگرهايي
رسانده چاپ به ضربگرها درباره کتاب دو لارسن .[۶] است باناخ جبرهاي دوم دوگان روي مخصوصاً مطالعه، براي مهم مسئله باناخ جبرهاي
.[١٠] دادند قرار مطالعه مورد گروهي جبرهاي دوم دوگان روي همچنين و گروهي جبرهاي روي را ضربگرها مطلق قدر لائو و قهرماني نيز و
با که پيوسته عملگر يک ميدانيم است. شده بررسي و مطالعه [١٢] در کوانتوم گروههاي روي فشرده ضعيف بطور و فشرده ضربگرهاي
برقرار مهم اين τ توپولوژي به نسبت عملگر پيوستگي شرط با زير در شود. جابهجا پيچش عملگر با که ندارد لزومي ميشود جابهجا انتقالها

شد. خواهد

به نسبت که بوده کراندار عملگري T : L∞(G) → L∞(G) کنيم فرض و فشرده هاسدورف، گروهي G کنيم فرض .۴ .٢ قضيه
φ ∈ L١(G) هر براي اگر تنها و اگر T (Lxf) = LxT (f) ،f ∈ L∞(G) و x ∈ G هر براي است. پيوسته نيز τ توپولوژي

.T = λ∗µ که است موجود L١(G) در µ اندازه حالت اين در .T (fφ) = T (f)φ ،f ∈ L∞(G) و

تنها و اگر T (Lxf) = LxT (f) بهوضوح ،٢. ٣ لم به بنا .x ∈ G و φ ∈ L١(G) ،f ∈ L∞(G) کنيم فرض اثبات.
کنيد فرض نيز و T عملگر الحاقي نگاشت T ∗ : L∞(G)∗ → L∞(G)∗ که کنيم فرض اکنون .T (fφ) = T (f)φ اگر
f تابع به L∞(G) در {fα} تور کنيم فرض اينکار براي .T ∗(φ) ∈ L١(G) ميکنيم ادعا باشد. دلخواه عنصري φ ∈ L١(G)

نوشت ميتوان باشد. همگرا τ توپولوژي در

lim
α
〈T ∗(φ), fα〉 = lim

α
〈T (fα), φ〉 = 〈T (f), φ〉 = 〈T ∗(φ), f〉.

بنابراين است، L١(G) گروهي جبر τ توپولوژي به نسبت L∞(G) دوگان چون است. پيوسته τ توپولوژي به نسبت T ∗(φ) بنابراين
اندازه يک وندل مشهور قضيه به بنا اينرو از بوده، چپ ضربگر يک T ∗ : L١(G) → L١(G) اينکه نتيجه .T ∗(φ) ∈ L١(G)
است. فشرده λµ : L١(G) → L١(G) نگاشت بنابراين است، فشرده G گروه چون .T ∗ = λµ که است موجود µ ∈ M(G)
اندازههاي از تقريبي واحد يک {φα} کنيد فرض است. فشردهنسبي L١(G) در {µ ∗ ν; ν ∈ L١(G), ‖ν‖١ ≤ ١} اينکه نتيجه
داراي {µ ∗ φα} تور .µ ∗ φα ∈ {µ ∗ ν; ν ∈ L١(G), ‖ν‖١ ≤ ١} ،α هر براي که است واضح باشد. L١(G) در احتمال
f ∈ C٠(G) ⊆ LUC(G) = براي همگراست. ν ∈ L١(G) چون عنصري به که بوده {µ ∗ φβ} چون همگرايي زيرتور

که ديد ميتوان آساني به ،[۶] L∞(G)L١(G)

〈f, ν〉 = lim
α
〈f, µ ∗ φα〉 = 〈f, µ〉.

ضعيف توپولوژي با T ∗ نيز و چگال L∞(G)∗ در ستاره ضعيف توپولوژي با L١(G) که آنجا از .µ ∈ L١(G) که ميدهد نشان اين
.T = λ∗µ بنابراين ،[۶] است پيوسته ستاره

τ توپولوژي به نسبت متناوب تقريباً توابع ٣
است. متناوب تقريباً f گوئيم باشد، فشردهنسبي (τ) نرم توپولوژي به نسبت {Lxf ;x ∈ G} اگر .f ∈ L∞(G) کنيم فرض
توپولوژي از ظريفتر نرم توپولوژي که آنجا از ميدهيم. نمايش (τ−AP (L∞(G))AP (L∞(G)) با را توابعي چنين همه مجموعه
است. L∞(G) از فضايي زير τ −AP (L∞(G)) که است واضح .AP (L∞(G)) ⊆ τ −AP (L∞(G)) بوضوح است، τ

هستند: برقرار زير گزارههاي باشد، فشردهموضعي و هاسدورف گروهي G اگر .٣. ١ گزاره
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است. برابر τ − AP (L∞(G)) فضاي با τ توپولوژي به نسبت AP (L∞(G)) بستار (i)

.L∞(G) = τ − AP (L∞(G)) اگر تنها و اگر است فشرده G گروه (ii)

.AP (L∞(G)) = τ − AP (L∞(G)) اگر تنها و اگر است متناهي G آنگاه باشد، فشرده گروه G اگر (iii)

بنا .[۴] باشد فشردهنسبي نرم توپولوژي به نسبت {φ ∗ f ;φ ∈ P ١(G)} اگر تنها و اگر f ∈ AP (L∞(G)) ميدانيم اثبات.
اکنون باشد. فشردهنسبي τ توپولوژي به نسبت {φ ∗ f ;φ ∈ P ١(G)} اگر تنها و اگر f ∈ τ − AP (L∞(G)) ،٢. ٣ لم به
{φ ∗ fα} ،φ ∈ L١(G) هر براي باشد. همگرا f به τ توپولوژي در که بوده τ − AP (L∞(G)) در توري {fα} کنيم فرض
است. بسته نرم به نسبت AP (L∞(G)) نيز و φ ∗ fα ∈ AP (L∞(G)) ،α هر براي که آنجا از همگراست. نرم در φ ∗ f به
که ميدهد نتيجه اين است. بسته τ − AP (L١(G)) اينرو از .φ ∗ f ∈ AP (L١(G)) ،φ ∈ L١(G) هر براي بنابراين

.AP (L∞(G)) ⊆ τ − AP (L∞(G))

اندازههاي از L١(G) در کراندار تقريبي واحد باشد. شده داده f ∈ τ − AP (L١(G)) کنيم فرض شمول، عکس اثبات براي
است موجود α باشد، شده داده L١(G) اعضاي از φ١, · · · , φn عناصر نيز و ϵ > ٠ اگر .[١] ميگيريم نظر در را {φα} چون احتمال

،i هر براي .‖φα ∗ φi − φi‖ < ϵ ،i هر براي که

‖fφα ∗ φi − fφi‖ ≤ ‖f‖‖φα ∗ φi − φi‖ ≤ ‖f‖ϵ.

AP (L١(G)) = نتيجه در همگراست. f به τ توپولوژي به نسبت AP (L١(G)) اعضاي از {fφα} تور که ميدهد نشان اين
.τ − APL١(G))

،f ∈ L∞(G) عنصر هر براي که است شده ثابت ٢. ٣ لم برهان در باشد. فشرده گروهي G کنيم فرض ،(ii) قسمت اثبات براي
{Lxf ;x ∈ G} اينرو از است، فشرده G چون است. پيوسته τ توپولوژي به نسبت L∞(G) به G گروه از x 7→ Lxf نگاشت

.f ∈ AP (L∞(G)) بنابراين است. فشرده
φ ∈ و f ∈ L∞(G) = τ − AP (L∞(G)) هر براي .L∞(G) = τ − AP (L∞(G)) کنيم فرض برعکس،
C٠(G) ⊆ LUC(G) که آنجا از .φ∗f ∈ AP (L∞(G))∩LUC(G) بنابراين .φ∗f ∈ AP (L١(G)) ،L١(G)

است. فشرده G که ميگيريم نتيجه ،[۴] C٠(G) ∩ AP (L∞(G)) = {٠} ،G غيرفشرده گروه براي و
سازگار τ توپولوژي با نرم توپولوژي ،٢. ١ گزاره به بنا و است گسسته گروهي اينرو از باشد، متناهي G اگر ،(iii) قسمت اثبات براي

.AP (L∞(G)) = τ − AP (L∞(G)) اينرو از و بوده
پيوسته لزوماً متناوب، تقريباً تابع هر که کرده ثابت اولگر .AP (L∞(G)) = L∞(G)) ،(ii) قسمت و فرض به بنا برعکس،

است. متناهي اينرو از و گسسته گروهي G اينکه نتيجه .L∞(G) ⊆ C(G) بنابراين است.

کنيم فرض کنيم. بيان را τ توپولوژي به نسبت متناوب تقريباً توابع و نرم به نسبت متناوب تقريباً توابع بين ديگري ارتباط داريم قصد
.[١] باشد L١(G) در احتمال اندازههاي از توري {φα} کنيد فرض باشد. شده داده f ∈ τ − AP (L∞(G)) ∩ LUC(G)
h ∈ L∞(G) اينرو از ،f ∈ LUC(G) = L∞(G)L١(G) چون .fφα ∈ AP (L∞(G)) ،α هر براي که است واضح
چون همگراست. نرم در f = hψ تابع به fφα = hψ ∗ φα که است واضح .f = hψ که دارند وجود ψ ∈ L١(G) و

.f ∈ AP (L∞(G)) اينرو از است، بسته نرم AP (L∞(G))

توري {φα} کنيم فرض دوباره .f ∈ τ − AP (L∞(G)) که است واضح .f ∈ AP (L∞(G)) کنيم فرض برعکس
چون .fφα ∈ LUC(G) = L∞(G)L١(G) ،α هر براي که است واضح .[١] باشد L١(G) در احتمال هاي اندازه از
همگرا نرم در h ∈ L∞(G) تابع به fφα کنيم فرض آيد وارد خللي کليت به اينکه بدون است، فشردهنسبي {fφ;φ ∈ P ١(G)}
بسته نرم به نسبت LUC(G) چون .f = h اينرو از و همگراست ستاره ضعيف توپولوژي به نسبت f به fφα که است واضح باشد.

.AP (L∞(G)) = τ − AP (L∞(G)) ∩ LUC(G) نهايت در و f ∈ LUC(G) بنابراين است،

τ−AP (L∞(G))روي منحصربهفرد توپولوژيک چپ پاياي ميانگين باشد. فشردهموضعي و هاسدورف Gگروهي کنيد فرض .٣. ٢ گزاره
دارد. وجود

APبوده (L∞(G))روي توپولوژيک چپ پاياي ميانگين يک که است MرويL∞(G)موجود خطي تابعک که است شده ثابت اثبات.
کراندار تقريبي واحد يک که احتمال اندازههاي از {φα} کراندار تور اکنون .[۴] است نيز بهفرد منحصر توپولوژيک چپ پاياي ميانگين چنين و
چپ پاياي ميانگين يک φM ميدهيم نشان و گرفته نظر در ثابت را φ ∈ P ١(G) عنصر .[۶] بگيريد نظر در را است L١(G) براي
همينطور و 〈φM, ١〉 = 〈M, ١φ〉 = 〈M, ١〉 = ١ که است واضح است. τ−AP (L∞(G))روي منحصربهفرد توپولوژيک
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f ∈ τ − AP (L∞(G)) براي است. ميانگين يک φM اينرو از و ‖φM‖ = ١ بنابراين ،‖φM‖ ≤ ‖φ‖١‖M‖ = ١
،ψ ∈ P ١(G) و

〈φM, fψ〉 = lim
α
〈M, fφα ∗ ψ ∗ φ〉 = lim

α
〈M, fφα ∗ φ〉

= 〈M, fφ〉 = 〈φM, f〉.

هر براي که است واضح و است AP (L∞(G)) روي توپولوژيک چپ پاياي ميانگين يک M که باشيد داشته توجه بالا تساوي در
اينرو از .fϕ ∈ AP (L∞(G)) ،ϕ ∈ P ١(G) هر و f ∈ τ − AP (L∞(G))

lim
α
〈M, fφα ∗ ψ ∗ φ〉 = lim

α
〈M, fφα ∗ φ〉.

f ∈ عنصر هر براي باشد. τ − AP (L∞(G)) روي توپولوژيک چپ پاياي ميانگين دو M٢ و M١ کنيم فرض اکنون
،τ − AP (L∞(G))

〈M١, f〉 = lim
α
〈M١, fφα〉 = lim

α
〈M٢, fφα〉 = 〈M٢, f〉.

روي توپولوژيک چپ پاياي ميانگين يک تنها و تنها که ميدهد نشان اين برابرند. هم APبا (L∞(G)) M٢روي M١و که کنيد توجه
دارد. وجود τ − AP (L∞(G))

ميانگين يک تنها L∞(G) ،٣. ٢ گزاره بنابر .L∞(G) = τ −AP (L∞(G)) ،٣. ١ گزاره به بنا باشد، فشرده Gگروهي اگر
M اگر واقع در است. P ١(G) از عضوي توپولوژيک چپ پاياي ميانگين اين که ميدهيم نشان دارد. منحصربهفرد توپولوژيک چپ پاياي
است. پيوسته τ توپولوژي به نسبت است، توپولوژيک چپ پاياي چون و بوده L∞(G) روي پيوسته خطي تابعک M باشد، ميانگيني چنين

.M ∈ P ١(G) بنابراين است، L١(G) گروهي جبر τ توپولوژي به نسبت L∞(G) دوگان که آنجا از
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On dual of group algebras under a locally convex topology
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Abstract: For a locally compact groupG, L1(G) is its group algebra and L∞(G) is the dual of L1(G).
We consider on L∞(G) the τ -topology, i.e. the weak topology under all right multipliers induced by
measures in L1(G). For such an arbitrary G the τ -topology is not weaker than the weak∗-topology and
not stronger than the norm topology on L∞(G). Among the other results we mention that except for
discreteG the τ -topology is always different from the norm-topology. The properties of τ are then studied
further and we pay attention to the τ -almost periodic elements of L∞(G).
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