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متناهي نيم گروه هاي عمل براي بودن انبساطي و ضعيف سايه اي ويژگي سايه اي، ويژگي  مفاهيم مقاله، اين در چکيده:
متريک فضاي در آن ها تعريف با و ديناميکي اند ويژگي هاي که مي شود معرفي غيرفشرده متريک فضاي در توليدشده
توليد  شده متناهي آبلي نيم گروه هاي با متناظر عمل هاي براي توپولوژيکي پايداري مفهوم هم چنين، مي باشند. معادل فشرده
متريک فضاهاي در توليدشده متناهي آبلي نيم گروه هاي توپولوژيکي پايداري براي کافي و لازم شرط و مي گردد تعريف

مي شود. ارائه فشرده موضعاً

توپولوژيکي. پايداري انبساطي، سايه اي، ويژگي نيم گروه ها، عمل کليدي: واژه هاي
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مقدمه ۱
به کمّي صورت به کاربردي تصميم گيري هاي و پيچيده مسايل حل در مهندسي، و رياضي علوم در قوي ابزار يک به عنوان رياضي مدل سازي
مهندسي، علوم در ديفرانسيل معادلات کاربرد در کرد. توصيف ديفرانسيل معادلات توسط مي توان را رياضي مدل هاي از بسياري مي رود. کار
و کرد استفاده نظير ديفرانسيل معادلات دقيق حل از مي توان پديده ها اين کيفي ويژگي هاي تحليل و تجزيه براي و...، زيست شناسي فيزيک،
را طبيعي پديده هاي که معادلاتي دقيق حل کلي به طور مي باشد. معادلات اين دقيق حل عرصه، اين محققين نگراني هاي اصلي ترين از يکي
کار نظر، مورد پديده کيفي ويژگي هاي استخراج شوند، پيدا دقيقي حل هاي راه که زماني حتي و است غيرممکن اغلب و دشوار مي کنند، توصيف
معمولي ديفرانسيل معادلات جواب منحني هاي مدت طولاني رفتار درک براي را جديدي روش پوانکاره نوزدهم، قرن پايان در نيست. آساني
ناميده ديناميکي سيستم که کرد نظير نگاشتي معمولي ديفرانسيل معادله هر به پوانکاره واقع در کرد. پيدا معادلات اين دقيق حل به نياز بدون
مطالعه براي ديناميکي سيستم هاي ابزارهاي از و کرد توصيف ديناميکي سيستم توسط مي توان را رياضي مدل هاي از بسياري بنابراين مي شود.
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۳۳۳ نيم گروه ها عمل توپولوژيکي پايداري و سايه اي ويژگي هاي

پايداري دارند. رياضي مدل هاي در تاثيرگذار نقشي ديناميکي، سيستم هاي در مهم مفاهيم از پايدار، ساختاراً مفهوم کرد. استفاده مدل ها، اين
خطاهاي آن گاه نباشد، پايدار ساختاراً ديناميکي سيستم اگر واقع در مي باشد. آن درستي ارزيابي براي ضروري معيار رياضي، مدل يک ساختاري
شده ارائه حل راه اين که يعني اين و مي دهد افزايش چشمگير به طور را جواب ساختار در تغييرات شانس مدل، در شده اعمال تغييرات و کوچک
مهم ابزارهاي از ديگر يکي ببينيد. را [۱۹ ،۱۰] هواشناسي و آب مدل هاي در پايدار ساختاراً مفهوم کاربرد براي است. ناپايدار يا اشتباه اساساً
ابزاري به عنوان مي کند ايفا ساختاري پايداري نظريه در که مهمي نقش بر علاوه سايه زني نظريه است. سايه زني مفهوم ديناميکي سيستم هاي
اين کمک به هواشناسي، و آب مدل هاي در مثال به عنوان مي باشد. ديفرانسيل معادلات جواب هاي تقريب براي عددي روش هاي در توانمند
واقعي مدار نزديک مي کنيم) ياد سيستم شبه مدار به عنوان آن از (که پيش بيني يک مدار مدت، چه براي که داد پاسخ سوال اين به مي توان ابزار

بود؟ خواهد

خواهد قرار سيستم حالت فضاي از عضوي مدار سايه در سيستم شبه مدار هر هذلولوي، مجموعه ي يک در که است شده ثابت ،[۱۵] در
ويژگي با سيستم هايي اما بود خواهند سايه اي ويژگي داراي پايدار ساختاراً سيستم يک به نزديک کافي به قدر سيستم هاي همه ي گرفت.
ويژگي از بسياري جديد تعريف هاي اخير، سال هاي در نيستند. انبساطي سيستم ها اين و نمي باشند پايدار ساختاراً که دارند وجود سايه اي
سايه اي ويژگي ،[۸] d‐سايه اي ويژگي ،[۹] ارگوديک سايه اي ويژگي مانند است، شده ارائه کلاسيک ديناميکي سيستم هاي براي سايه اي
استفاده برهان .[۱۵] معادلند توپولوژيکي پايداري و سايه اي مفاهيم انبساطي، ديناميکي سيستم هاي در والتر، پايداري قضيه بنابر .[۱] ضعيف
ويژگي با را سايه اي ويژگي مي توان آن گاه باشد، دو از بزرگتر بعد با فشرده منيفلدهاي X حالت فضاي اگر که مي دهد نشان قضيه اين در شده

کرد. جايگزين ضعيف سايه اي

پايداري و سايه زني مفاهيم محققين از برخي است. شده داده اختصاص گروه ها عمل کاربردهاي به تحقيقاتي ازکارهاي بسياري اخيراً،
داده اند قرار مطالعه مورد را پايداري و سايه اي ويژگي هاي مختلف انواع بين روابط و داده توسيع گروه ها عمل به پيوسته نگاشت هاي از را
غيراتمي بورلي اندازه ي هر اگر که مي شود ثابت و مي شود مطالعه اندازه نظريه ديدگاه از گروه ها عمل سايه اي ويژگي ،[۶] در .[۱۴ ،۷ ،۵]
در هم چنين بود. خواهد سايه اي ويژگي داراي توليد شده متناهي گروه عمل با متناظر ديناميکي سيستم آن گاه باشد، سازگار سايه اي ويژگي با

مي شود. داده توسيع فشرده موضعاً متريک فضاي در پيوسته گروه هاي عمل براي والتر پايداري قضيه مقاله، اين

به طور تابع تکرار سيستم هاي از مي شوند. ناميده تابع تکرار سيستم هاي توليد شده، متناهي نيم گروه هاي با متناظر پيوسته عمل هاي
و رودريگرز استفاده مي شود. [۱۲] شبکه امنيت و رمزنگاري ،[۳] تصوير پردازش و تصوير فشرده سازي ،[۴] فرکتال ها ساخت براي گسترده
معرفي نيم گروه ها عمل براي متوسط سايه اي ويژگي ،[۲] در کردند. معرفي نيم گروه ها عمل براي را مشخصه ويژگي مفهوم ،[۱۶] ورنداس
ارگوديک سايه اي ويژگي داد. گسترش نيم گروه ها عمل پيوسته به نگاشت هاي از را مجانبي متوسط سايه اي ويژگي ،[۱۳] نيا فاتحي گرديد.

شد. تعريف [۱۷] در نيم گروه ها عمل براي

هم چنين و همسان ريختي ها براي مي باشند) پايا مزدوجي تحت که ويژگي هايي (يعني ديناميکي ويژگي هاي برخي مي دانيم که همان طور
يک مثال، به عنوان نباشند. ديناميکي ويژگي هاي غيرفشرده متريک فضاهاي در است ممکن فشرده، متريک فضاهاي در نيم گروه ها عمل
همان که ديگري متريک به نسبت ولي باشد انبساطي متريک يک به نسبت است ممکن توليد شده) متناهي نيم گروه يک همسان ريختي(يا
براي را سايه اي ويژگي ،[۱۱] در نويسندگان و لي ببينيد). را ۲ ‐۳ مثال ۲. ۲و مثال [۱۱] نباشد( انبساطي مي کند توليد را توپولوژي
معادل فشرده متريک فضاي در مفهوم اين تعريف با و است ديناميکي ويژگي که کردند معرفي غيرفشرده متريک فضاي در همسان ريختي ها
از مستقل ويژگي اين که شد داده نشان و گرديد معرفي غيرفشرده متريک فضاي در نيم گروه ها عمل براي ϵ‐زنجير مفهوم [۱۸] در مي باشد.
در نيم گروه ها عمل براي انبساطي بودن و ضعيف سايه اي ويژگي سايه اي، ويژگي مفاهيم مقاله، اين در مي باشد. فضا روي شده تعريف متريک
بازگشتي مجموعه هاي به علاوه، هستند. پايا مزدوجي تحت ويژگي ها اين که مي شود داده نشان و مي گردد معرفي غيرفشرده متريک فضاي
عمل براي توپولوژيکي پايداري مفهوم ادامه در مي  شود. بررسي مي باشند ضعيف سايه اي و سايه اي ويژگي هاي داراي که نيم گروه هايي عمل
نيم گروه هاي با متناظر پيوسته عمل هاي براي که مي شود ثابت و مي شود تعريف غيرفشرده متريک فضاي در توليد شده متناهي نيم گروه هاي

مي باشد. منطبق توپولوژيکي پايداري مفهوم با ضعيف سايه اي ويژگي فشرده، موضعاً متريک فضاي در مولد متناهي تعداد با انبساطي آبلي

مجموعه هاي برخي تعريف هاي و مي شوند بيان مقاله در نياز مورد مقدمات و مفاهيم ،۲ بخش در است: شده تنظيم زير شرح به مقاله اين
مي گردند. يادآوري شده اند، معرفي [۱۸] در که فشرده متريک فضاي در نيم گروه ها عمل براي ضعيف سايه اي و سايه اي ويژگي هاي و بازگشتي
که مي شوند تعريف غيرفشرده متريک فضاي در نيم گروه ها عمل براي بودن انبساطي و ضعيف سايه اي ويژگي سايه اي، ويژگي  ،۳ بخش در
ويژگي هاي داراي که نيم گروه هايي عمل بازگشتي مجموعه هاي و مي باشند) فضا روي متريک از مستقل هستند(يعني ديناميکي  ويژگي هايي
معرفي غيرفشرده متريک فضاي در نيم گروه ها عمل براي توپولوژيکي پايداري مفهوم ،۴ بخش در مي گيرند. قرار بررسي مورد سايه اي ا ند،
سايه اي ويژگي با فشرده، موضعاً متريک فضاي در انبساطي آبلي نيم گروه هاي براي و مي دهد نتيجه را ضعيف سايه اي ويژگي که مي شود

مي باشد. منطبق  ضعيف
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اوليه تعاريف و مفاهيم ۲

توليد شده G۱ = {id, g۱, . . . , gn} مولدهاي از متناهي مجموعه توسط که باشد توليد  شده متناهي نيم گروه يک (G, ◦) کنيد فرض
و G۰ = id آن در که ، G =

∪
m∈N۰

Gmبنويسيم مي توانيم صورت اين در است،

g ∈ Gm ⇐⇒ g = gim · · · gi۲gi۱ , m ≥ ۱,

از اعضايي شامل Gm واقع، در است. شده استفاده gi ◦ gj جاي به gigj از نمادگذاري در سادگي براي و gij ∈ G۱ آن در که
راه نامه نگاشت از استفاده مطلب، اين تفسير روش يک است. شده حاصل G۱ از عضو m حداکثر الحاق از که است G نيم گروه

τ : Fn → G
j = jp · · · j۱ 7→ gj = gjp · · · gj۱

نظر در τ نگاشت تحت Fn روي مسيرهاي تصويرهاي به عنوان G روي الحاق و است، مولد n با آزاد نيم گروه يک Fn آن در که مي باشد
،x ∈ X هر و g, h ∈ G هر براي هرگاه مي کند القا X روي Ψ : G ×X → X عمل يک G نيم گروه گوييم مي شود. گرفته
پيوسته g : X → X نگاشت g ∈ G هر براي هرگاه ناميم پيوسته را Ψ عمل .Ψ(gh,X) = Ψ(g,Ψ(h, x)) باشيم داشته

باشد.
از .Σn = {۱, . . . , n}Z يعني بگيريد، نظر در {۱, . . . , n} نماد n از نامتناهي دوطرفه دنباله هاي فضاي را Σn فضاي
براي و ω = · · ·ω−۲ω−۱ω۰ω۱ω۲ · · · ∈ Σn دنباله هر براي مي شود: استفاده G نيم گروه اعضاي نمايش براي نمادين ديناميک

دهيد: قرار ،m ∈ N هر

g۰ω := id, gmω (x) := gωm−۱ ◦ · · · ◦ gω۰(x), g−m
ω (x) := g−۱

ω−m
◦ · · · ◦ g−۱

ω−۱
(x).

هر براي .Γn =
∪

m∈N{۱, . . . , n}m يعني، باشد، {۱, . . . , n} نمادهاي از متناهي کلمات همه مجموعه Γn کنيد فرض
.giw := gwi

◦ · · · ◦ gw۱ ،i = ۱, . . . , n هر براي و g۰w = id دهيد قرار ،w = w۱ · · ·wn ∈ Γn

باشد، زير C۰‐متريک با X فضاي روي همسان ريختي ها تمام گردايه H(X) و باشد فشرده متريک فضاي يک (X, d) کنيد فرض

d۰(f, g) = max
x∈X

d(f(x), g(x)) + max
x∈X

d(f−۱(x), g−۱(x)).

براي آن در که ،G۱ = {id, g۱, g۲, . . . , gn} مولدهاي از متناهي مجموعه ي با X در G مانند نيم گروه هايي تمام گردايه ي
با نيم گروه دو ترتيب به F,G ∈ Hn(X) کنيد فرض مي دهيم. نشان Hn(X) نماد با را ،gi ∈ H(X) ،i = ۱, . . . , n هر
زير صورت به را Hn(X) روي C۰‐متريک باشند. G۱ = {id, g۱, . . . , gn} و F۱ = {id, f۱, . . . , fn} مولدهاي مجموعه

مي کنيم: تعريف
D۰(F,G) = max

۱≤i≤n
d۰(fi, gi).

.D۰(F,G) < ϵ هرگاه است F ∈ Hn(X) به ϵ‐نزديک ،G ∈ Hn(X) گوييم هم چنين
متناهي دنباله ،y به x از G نيم گروه ,ϵ)‐زنجير w) يک ،ϵ > ۰ و w = w۱ · · ·wn ∈ Γn ،G ∈ Hn(X) براي

.d(gwi
(xi), xi+۱) < ϵ ،i = ۰, ۱, . . . , n− ۱ هر براي که مي باشد {x۰ = x, x۱, . . . , xn = y}

مولدهاي از متناهي مجموعه با نيم گروه يک G ∈ Hn(X) و باشد فشرده متريک فضاي يک (X, d) کنيد فرض .([۱۸]) ۱ .۲ تعريف
،x ∈ X نقطه يک باشد. G۱ = {id, g۱, . . . , gn}

نقاط مجموعه .gw(x) = x به طوري که باشد داشته وجود w ∈ Γn متناهي کلمه اگر است، G نيم گروه از تناوبي نقطه يک .۱
مي دهيم. نشان Per(G) نماد با را G نيم گروه تناوبي

به طوري که باشد داشته وجود ،F ∈ Hn(x) نيم گروه ،ϵ > ۰ هر براي اگر است، G نيم گروه از ضعيف تناوبي نقطه يک .۲
مي دهيم. نشان Perw(G) نماد با را G نيم گروه ضعيف تناوبي نقاط مجموعه .x ∈ Per(F ) و D۰(F,G) < ϵ

داشته وجود خودش به x از G نيم گروه در ϵ‐زنجير يک ،ϵ > ۰ هر براي اگر است، G نيم گروه از بازگشتي زنجيري نقطه يک .۳
مي دهيم. نشان CR(G) نماد با را G نيم گروه بازگشتي زنجيري نقاط مجموعه باشد.
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باشد موجود ω ∈ Σn و ℓ ∈ N مانند عددي ،x از U همسايگي هر براي هرگاه است، G نيم گروه از ناسرگردان نقطه يک .۴
مي دهيم. نشان Ω(G) نماد با را G نيم گروه ناسرگردان نقاط مجموعه .gℓω(x) ∈ U به طوري که

به طوري که باشد داشته وجود ،F ∈ Hn(x) نيم گروه ،ϵ > ۰ هر براي اگر است، G نيم گروه از ضعيف ناسرگردان نقطه يک .۵
مي دهيم. نشان Ωw(G) نماد با را G نيم گروه ضعيف ناسرگردان نقاط مجموعه .x ∈ Ω(F ) و D۰(F,G) < ϵ

و Per(G) ⊂ Ω(G) ،Ω(G) ⊂ Ωw(G) ،Per(G) ⊂ Perw(G) که است واضح ۱ .۲ تعريف از .۲ .۲ ملاحظه
کنيد. مراجعه [۱۸] مرجع به ،۱ .۲ تعريف بازگشتي مجموعه هاي پايه اي ويژگي هاي از ديگر برخي ديدن براي .Perw(G) ⊂ Ωw(G)

فشرده متريک فضاهاي در نيم گروه ها عمل انبساطي ويژگي و ضعيف سايه اي ويژگي سايه اي، ويژگي يادآوري به بخش اين ادامه در
مي پردازيم.

باشد. دلخواه δ > ۰ و G ∈ Hn(X) باشد، فشرده متريک فضاي يک (X, d) کنيد فرض .۳ .۲ تعريف

هرگاه مي شود، ناميده G از ,δ)‐شبه مدار ω) يک ω = (. . . , ω−۱, ω۰, ω۱, . . .) ∈ Σn براي {xi}i∈Z دنباله [۲] .۱
.d(gωi

(xi), xi+۱) < δ ،i ∈ Z هر براي

‐(δ, ω) هر براي به طوري که باشد داشته وجود δ > ۰ مانند عددي ،ϵ > ۰ هر براي اگر است سايه اي ويژگي داراي G [۲] .۲
.i ∈ Z هر براي d(giω(x), xi) < ϵ يعني شود، ϵ‐سايه زني ،x ∈ X مانند نقطه اي توسط ،G از {xi}i∈Z شبه مدار

هر براي به طوري که باشد داشته وجود δ(ϵ) > ۰ مانند عددي ،ϵ > ۰ هر براي اگر دارد ضعيف سايه اي ويژگي G [۱۸] .۳
شرط در که باشد داشته وجود y ∈ X مانند عضوي ω ∈ Σn و x ∈ X براي ،D۰(F,G) < δ که F ∈ Hn(X)

کند: صدق زير
d(giω(y), f

i
ω(x)) < ϵ, ∀i ∈ Z.

هر براي اگر به طوري که باشد داشته وجود مي شود) ناميده انبساطي ثابت (که δ > ۰ مانند عددي هرگاه است انبساطي G [۱۶] .۴
.x = y آن گاه باشد، برقرار i ∈ Z هر براي d(giω(x), giω(y)) < δ شرط ،ω ∈ Σn

G نيم گروه سايه اي ويژگي آن گاه باشد G۱ = {id, g۱, g۲, . . . , gn} مولدهاي با نيم گروه يک G ∈ Hn(X) اگر .۴ .۲ ملاحظه
نگاشت هر آن گاه باشد ضعيف سايه اي ويژگي داراي G اگر به علاوه نيست. درست آن برعکس ولي مي کند ايجاب را ضعيف سايه اي ويژگي

.[۱۸] مي باشد ضعيف سايه اي ويژگي داراي ،i = ۱, . . . , n ،gi

متريک فضاي در نيم گروه ها عمل بودن انبساطي و ضعيف سايه اي سايه اي، ويژگي هاي ۳
غيرفشرده

تعريف غيرفشرده متريک فضاهاي در نيم گروه ها عمل انبساطي ويژگي و ضعيف سايه اي ويژگي سايه اي، ويژگي مفاهيم بخش اين در
از G۱ = {id, g۱, . . . , gn} متناهي خانواده توسط باشدکه نيم گروه يک G کنيد فرض مي باشند. ديناميکي ويژگي هاي که مي شوند
P ويژگي داراي G نيم گروه يک اگر مي شود ناميده ديناميکي ويژگي يک P ويژگي يک است. توليد شده X فضاي در همسان ريختي ها
سايه اي ويژگي هاي که کنيد توجه باشد. داشته را P ويژگي نيز است G با توپولوژيکي مزدوج که F مانند ديگري نيم گروه هر آن گاه باشد،
مثال مي باشند. ديناميکي ويژگي هاي و متريک اند از مستقل فشرده، متريک فضاي در نيم گروه ها عمل انبساطي ويژگي و ضعيف سايه اي و

نيستند. ديناميکي ويژگي هاي غيرفشرده متريک فضاهاي در ضعيف سايه اي و سايه اي ويژگي هاي مي دهد زيرنشان

مي شود: تعريف زير صورت به t ∈ R هر براي که باشد نگاشتي Λ : R → S۱ \ {(۰, ۱)} کنيد فرض .۱ .۳ مثال

Λ(t) = (
۲t

۱+ t۲
,
t۲ − ۱
t۲ + ۱

)

روي گسسته متريک d′ و است شده القا S۱ روي ريماني متريک از که باشد X روي متريکي d کنيد فرض .X = λ(Z) دهيد قرار
به صورت که باشد همسان ريختي يک g۱ : X → X کنيد فرض مي کنند. القا X روي يکسان توپولوژي d′ و d به وضوح باشد. X
همسان ريختي يک g۲ آن در که بگيريد نظر در {id, g۱, g۲} توسط توليد شده نيم گروه عمل را G مي شود. تعريف g۱(ai) = ai+۱
G مي دهيم نشان دارد. سايه اي ويژگي d متريک به نسبت G که ديد مي توان به سادگي است، گسسته d متريک چون است. X روي دلخواه
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دراين باشد. ضعيف سايه اي ويژگي داراي d′ متريک به نسبت G کنيد فرض خلف برهان به ندارد. ضعيف سايه اي ويژگي d′ متريک به نسبت
عددي δ > ۰ کنيد فرض ،ϵ = ۱/۲ براي مي باشد. ضعيف سايه اي ويژگي داراي g۱ : X → X نگاشت ،۴ .۲ ملاحظه بنابر صورت
.d′(ak, a−k) < δ/۲ که باشد به گونه اي k ∈ N کنيد فرض است. آمده به دست g۱ نگاشت ضعيف سايه اي ويژگي تعريف از که باشد

بگيريد. نظر در را زير ضابطه ي با f : X → X همسان ريختي

f(ai) =


ai+۱, i ∈ {−k, . . . , k − ۱},
ak, i = k,

ai, |i| > k.

به طوري که دارد وجود y ∈ X مانند عضوي z ∈ X براي بنابراين ،d′(f(x), g۱(x)) < δ ،x ∈ X هر براي چون

d′(gn(z), fn(y)) < ϵ. (۱ .۳)

با تناقض در که ،d′(gn(z), fn(y)) ≥ ϵ به طوري که دارد وجود n ∈ Z مانند عددي ،{gn۱ (z), n ∈ Z} = X چون طرفي از
ندارد. ضعيف سايه اي ويژگي d′ متريک به نسبت ولي است سايه اي ويژگي داراي d متريک به نسبت G بنابراين مي باشد. (۱ .۳) رابطه

است. وابسته فضا روي تعريف شده متريک به فشرده غير متريک فضاي در نيم گروه ها عمل انبساطي ويژگي مي دهيم نشان مثال اين در

توسط توليدشده G نيم گروه باشند. g۲(x) = ۳x و g۱(x) = ۲x ضابطه هاي با R در نگاشت دو g۲ و g۱ کنيد فرض .۲ .۳ مثال
،x, y ∈ R هر براي که باشد R در ديگري متريک d′ و R در اقليدسي متريک d کنيد فرض بگيريد. نظر در را G۱ = {id, g۱, g۲}

مي شود: تعريف زير صورت به
d′(x, y) = | tan−۱ x− tan−۱ y|.

d متريک به نسبت G نيم گروه که مي شود ديده به سادگي به علاوه مي کنند. توليد R در يکسان توپولوژي d′ و d متريک دو به وضوح
کنيد فرض خلف، برهان به نمي باشد. انبساطي ويژگي داراي d′ متريک به نسبت G نيم گروه مي دهيم نشان است. انبساطي ويژگي داراي
دلخواه ω ∈ Σn کنيد فرض .x = tan δ و a = tan(π/۲ − δ) دهيد قرار باشد. δ > ۰ انبساطي ثابت با انبساطي G
دارد وجود پيوسته اند g۲ و g۱ نگاشت هاي چون .gNω (x) > a به طوري که دارد وجود N > ۰ مانند عددي صورت اين در باشد.
مي دهد نتيجه مطلب اين .gNω (y) > a و d′(giω(x), giω(y)) < δ ،۰ ≤ i ≤ N هر براي و y < x به قسمي که y ∈ R
دلخواه ω ∈ Σn چون مي باشد. برقرار d′(giω(x), giω(y)) < δ رابطه i ∈ Z هر براي بنابراين و d′(gNω (x), gNω (y)) < δ

است. d′ متريک به نسبت G نيم گروه انبساطي ويژگي با متناقض مطلب اين بود

باشد. (۰,∞) به X از پيوسته توابع همه مجموعه C(X) کنيد فرض

باشند. متريک فضاي دو (Y, ρ) و (X, d) کنيد فرض [۸ .۲ لم و ۷ .۲ لم ،۱۱] .۳ .۳ لم

اگر به طوري که δ ∈ C(X) باشد داشته وجود ،ϵ ∈ C(Y ) هر براي اگر تنها و اگر است پيوسته f : X → Y نگاشت يک .۱
.d′(f(x), f(y)) < ϵ(f(x)) آن گاه ،(x, y ∈ X ) d(x, y) < δ

به طوري که γ ∈ C(X) دارد وجود ،α ∈ C(X) هر براي .۲

γ(X) ≤ inf{α(z) : z ∈ B(x, γ(x)}. (۲ .۳)

مي دهد: نتيجه d(x, y) < γ(x) نامساوي که داد نشان مي توان باشد. برقرار (۲ .۳) نامساوي کنيد فرض .۴ .۳ ملاحظه

γ(X) ≤ inf{α(z) : z ∈ B(x, γ(x))} ≤ min{α(x), α(y)}.

آن گاه ،d(x, y) < max{γ(x), γ(y)} اگر که مي آيد به دست مطلب اين به کاربردن با و

d(x, y) = d(y, x) < min{α(x), α(y)}.

فضاي در توليدشده متناهي نيم گروه هاي عمل براي انبساطي ويژگي و ضعيف سايه اي ويژگي سايه اي، ويژگي از جديدي مفهوم اکنون
مي باشد. فضا روي تعريف شده ازمتريک هاي مستقل که مي شود ارائه غيرفشرده متريک
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G۱ = {i, g۱, . . . , gn} مولدهاي با نيم گروه يک G ∈ Hn(X) و باشد متريک پذير فضاي يک (X, d) کنيد فرض .۵ .۳ تعريف
گوييم باشد.

D۰(F,G, d) < δ نماد با را آن و است d متريک به نسبت G به δ‐نزديک ،F ∈ Hn(X) نيم گروه ،δ ∈ C(X) براي .۱
.x ∈ X و ۱ ≤ i ≤ n هر براي d(gi(x), fi(x)) < δ(gi(x)) هرگاه مي دهيم نشان

هرگاه است، G از ,δ)‐شبه مدار ω) يک δ ∈ C(X) و ω = (. . . , ω−۱, ω۰, ω۱, . . .) ∈ Σn براي {xi}i∈Z دنباله .۲
.d(gωi

(xi), xi+۱) < δ(gωi
(xi)) ،i ∈ Z هر براي

‐(δ, ω) هر براي به طوري که باشد داشته وجود δ ∈ C(X) ،ϵ ∈ C(X) هر براي اگر است سايه اي ويژگي داراي G نيم گروه .۳
d(giω(x), xi) < باشيم داشته ،i ∈ Z هر براي که باشد داشته وجود x ∈ X مانند نقطه اي ،G از {xi}i∈Z شبه مدار

.ϵ(giω(x))

هر براي به طوري که باشد داشته وجود δ ∈ C(X) ،ϵ ∈ C(X) هر براي اگر است ضعيف سايه اي ويژگي داراي G نيم گروه .۴
هر براي که باشد داشته وجود y ∈ X مانند عضوي است، G به δ‐نزديک که F ∈ Hn(X) هر و ω ∈ Σn ،x ∈ X

.d(giω(y), f i
ω(x)) < ϵ(giω(y)) باشيم داشته ،i ∈ Z

ω ∈ Σn هر براي به طوري که باشد داشته وجود مي شود) ناميده انبساطي تابع (که e ∈ C(X) اگر است انبساطي G نيم گروه .۵
.x = y باشيم داشته آن گاه باشد برقرار i ∈ Z هر براي d(giω(x), giω(y)) ≤ e(giω(x)) شرط اگر

هر به طوري که باشد داشته وجود δ ∈ C(X) ،ϵ ∈ C(X) هر براي يعني باشد، سايه اي ويژگي داراي G کنيد فرض .۶ .۳ ملاحظه
۴ .۴ لم [۱۸] در آن چه مشابه بحثي صورت اين در شود، ϵ‐سايه زني ،x ∈ X مانند نقطه اي توسط ،G از {xi}i∈Z ,δ)‐شبه مدار ω)

است. ضعيف سايه اي ويژگي داراي G مي دهد نشان شد، انجام

{id, g۱, . . . , gn} با متناظر توليدشده متناهي نيم گروه يک G ∈ Hn(X) و باشد متريک فضاي يک X کنيد فرض .۷ .۳ گزاره
ديناميکي اند، ويژگي هاي شد، ارائه ۵ .۳ تعريف در که G نيم گروه بودن انبساطي و ضعيف سايه اي سايه اي، ويژگي هاي صورت اين در باشد.

مي باشند. پايا مزدوجي تحت ديگر عبارت به

F۱ = {id, f۱, . . . , fn} G۱و = {id, g۱, . . . , gn}خانواده هاي توسط توليدشده نيم گروه هاي Fبه ترتيب Gو کنيد فرض اثبات.
باشند. h : X → Y مزدوجي نگاشت با توپولوژيکي مزدوج F و G کنيد فرض باشند. (Y, ρ) و (X, d) متريک فضاهاي در

ϵ ∈ C(X) ،ϵ′ ∈ C(Y ) هر براي باشد. داشته سايه اي Gويژگي کنيد فرض است. پايا مزدوجي تحت سايه اي ويژگي مي دهيم نشان ابتدا
ويژگي ازتعريف δ ∈ C(X) کنيد فرض .ρ(h(x), h(y)) < ϵ′(h(x)) آن گاه ،d(x, y) < ϵ(x) اگر به طوري که دارد وجود
d(h−۱(x), h−۱(y)) < آن گاه ،ρ(x, y) < δ′(x) اگر که باشد به گونه اي δ′ ∈ C(Y ) و باشد، آمده به دست G سايه اي
ω = (. . . ω−۲ω−۱ω۰ω۱ω۲ . . .) ∈ Σn براي F از ,′δ)‐شبه مدار ω) يک ،{xi}i∈Z ⊂ Y کنيد فرض .δ(h−۱(x))
ρ(fωi

(xi), xi+۱) < δ′(fωi
(xi)) نامساوي واقع در است. G از ,δ)‐شبه مدار ω) يک {h−۱(xi)}i∈Z مي دهيم نشان باشد.

،i ∈ Z هر براي مي دهد نتيجه

d(gωi
(h−۱(xi), h

−۱(xi+۱)) = d(h−۱(fωi
(xi)), h

−۱(xi+۱)) < δ(gωi
(h−۱(xi))).

هر براي به طوري که دارد وجود x ∈ X مانند عضوي دارد، سايه اي ويژگي G چون است. G از δ‐شبه مدار يک h−۱(xi) بنابراين
،i ∈ Z هر براي مي دهد نتيجه مطلب اين . d(giω(x), h−۱(xi)) < ϵ(giω(x)) ،i ∈ Z

ρ(h(giω(x)), x) = ρ(f i
ω(h(x), xi) < ϵ′(f i

ω(h(x))).

دارد. سايه اي ويژگي F که معناست آن به اين و
نامساوي که بگيريد نظر در طوري را ϵ ∈ C(X) ،ϵ′ ∈ C(Y ) هر براي باشد. داشته ضعيف سايه اي ويژگي G کنيد فرض اکنون
ويژگي تعريف مانند ϵ با متناظر δ ∈ C(X) کنيد فرض دهد. نتيجه را ρ(h(x), h(y)) < ϵ′(h(x))نامساوي ،d(x, y) < ϵ(x)
d(h−۱(x), h−۱(y)) < آن گاه ρ(x, y) < δ′(x) اگر که مي کنيم انتخاب به گونه اي را δ′ ∈ C(Y ) باشد، G ضعيف سايه اي
ω ∈ Σn و y ∈ Y و باشد F نيم گروه به δ‐نزديک ،{id, s۱, . . . , sn} توسط توليد شده نيم گروه F ′ کنيد فرض .δ(h−۱(x))
،{id, t۱, . . . , tn} مولد مجموعه با G′ نيم گروه که مي شود ديده به سادگي .ti := h−۱ ◦ si ◦h دهيد قرار بگيريد. نظر در دلخواه را
.d(giω(x), tiω(h−۱(y))) < ϵ(giω(x)) به طوري که دارد وجود x ∈ X ،h−۱(y) ∈ X براي بنابراين است. G به δ‐نزديک
و h(tiω(h−۱(y)) = siω(y) چون طرفي، از .ρ(h(giω(x)), h(tiω(h−۱(y)))) < ϵ′(h(giω(x))) داريم فرض بنابر
سايه اي ويژگي مطلب اين از .ρ(f i

ω(h(x)), s
i
ω(y)) < ϵ′(f i

ω(h(x)) ،i ∈ Z هر براي پس ،h(giω(x)) = f i
ω(h(x))

مي باشد. ديناميکي ويژگي يک بودن انبساطي ويژگي مي دهد نشان شد انجام بالا در آن چه مشابه بحثي مي شود. نتيجه F ضعيف
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مي کنيم. مطالعه را هستند ضعيف سايه اي و سايه اي ويژگي داراي که نيم گروه ها عمل بازگشتي مجموعه هاي برخي بخش، اين ادامه در

{id, g۱, . . . , gn} متناهي خانواده توسط توليد شده نيم گروه G ∈ Hn(X) و متريک فضاي يک (X, d) کنيد فرض .۸ .۳ گزاره
اين صورت در باشد.

،Ωw(G) = Ω(G) آن گاه باشد، داشته ضعيف سايه اي ويژگي G نيم گروه اگر .۱

.CR(G) = Ωw(G) = Ω(G) آن گاه باشد، داشته سايه اي ويژگي G نيم گروه اگر .۲

يک U کنيد فرض و p ∈ Ωw(G) کنيد فرض .Ωw(G) ⊂ Ω(G) دهيم نشان است کافي ۲ .۲ ملاحظه بنابر .۱ اثبات.
را ϵ ∈ C(X) .B(p, ϵ۰) ⊂ U به طوري که دارد وجود ϵ۰ > ۰ ثابت عدد باشد. p شامل X از ناتهي و باز مجموعه ي
ϵ ∈ C(X) با متناظر δ ∈ C(X) دارد وجود ،G ضعيف سايه اي ويژگي به توجه با .ϵ(p) < ϵ۰

۲ که کنيد انتخاب به گونه اي
مجموعه توسط توليدشده F نيم گروه ،p ∈ Ωw(G) چون .δ(p) < inf{ϵ(z)/۴ : z ∈ B(p, δ(p))} به قسمي که
وجود ω ∈ Σn دنباله و ℓ ∈ N عدد بنابراين .p ∈ Ω(F ) و است G به δ‐نزديک که دارد وجود {id, f۱, . . . , fn}
ويژگي G چون .y, f ℓ

ω(y) ∈ B(p, δ(p)) کنيد فرض .f ℓ
ω(B(p, δ(p))) ∩ B(p, δ(p)) 6= ∅ به طوري که دارند

اين .d(giω(z), f i
ω(y)) < ϵ(giω(z)) ،i ∈ Z هر براي به قسمي که دارد وجود z ∈ X مانند عضوي دارد، ضعيف سايه اي

مي دهد نتيجه مطلب
d(z, p) < d(z, y) + d(y, p) < ϵ(z) + δ(p) < ϵ۰

بنابراين و

d(gℓω(z), p) < d(gℓω(z), f
ℓ
ω(y)) + d(f ℓ

ω(y), p) < ϵ(gℓω(z)) + δ(p) < ϵ۰.

زيرمجموعه ي يک U ⊂ X و p ∈ CR(G) کنيد فرض .CR(G) ⊂ Ω(G) مي دهيم نشان ،۲ .۲ ملاحظه به توجه با .۲
است، سايه اي ويژگي داراي G نيم گروه چون .B(p, ϵ) ⊂ U که کنيد انتخاب به قسمي را ϵ > ۰ باشد. p شامل باز
به p از {xi}ℓi=۰ مانند δ‐زنجيري مي دهد نتيجه ،p ∈ CR(G) طرفي از دارد. وجود ϵ > ۰ با متناظر δ ∈ C(X)
،i = ۰, . . . , ℓ هر براي به طوري که مي دهيم گسترش {zi}i∈Z ,δ)‐زنجير ω) يک به را {xi}ℓi=۰ دارد. وجود خودش
قسمي به دارد وجود y ∈ X مانند عضوي ،G سايه اي ويژگي بنابر .d(gωi

(zi), zi+۱) < δ(gωi
(zi)) و zi = xi

مي دهد نتيجه مطلب اين .d(gℓω(y), p) < ϵ و d(y, p) < ϵ بنابراين .d(giω(y), xi) < ϵ ،i ∈ Z هر براي که
.gℓω(B(p, ϵ)) ∩B(p, ϵ) 6= ∅

غيرفشرده متريک فضاي در آبلي آزاد نيم گروه هاي عمل توپولوژيکي پايداري ۴

مي شود داده نشان و مي گردد معرفي توليد شده متناهي آبلي نيم گروه هاي با متناظر عمل هاي براي توپولوژيکي پايداري مفهوم بخش، اين در
منطبق اند. توپولوژيکي پايداري و ضعيف سايه اي ويژگي مفاهيم فشرده، موضعاً متريک فضاي در انبساطي آبلي نيم گروه هاي براي

{id, g۱, . . . , gn} خانواده توسط توليدشده متناهي آبلي نيم گروه هاي تمام An(X)گردايه ي و متريک فضاي Xيک کنيد فرض
رسيده ارث به Hn(X) از که باشد متريکي ،An(X) روي متريک کنيد فرض .gi ∈ Hn(X) ،i = ۱, . . . , n هر براي که باشد

است.

توپولوژيکي پايدار G گوييم باشد. {id, g۱, . . . , gn} خانواده با متناظر آبلي نيم گروه يک G ∈ An(X) کنيد فرض .۱ .۴ تعريف
که F ∈ An(X) مانند ديگر آبلي نيم گروه هر براي به طوري که باشد داشته وجود δ ∈ C(X) ،ϵ ∈ C(X) هر براي اگر است
هر براي giω ◦ h = h ◦ f i

ω به قسمي که باشد داشته وجود h : X → Y پيوسته نگاشت يک ،ω ∈ Σn هر و است G به δ‐نزديک
.x ∈ X هر براي ،d(h(x), x) < ϵ(h(x)) و ،i ∈ Z

،ϵ ∈ C(X) هر براي يعني دارد، ضعيف سايه اي ويژگي آن گاه باشد، توپولوژيکي Gپايدار ∈ An(X) اگر که مي شود ديده به سادگي
و ω ∈ Σn هر و است G به δ‐نزديک که F ∈ An(X) مانند ديگر آبلي نيم گروه هر براي که قسمي به دارد وجود δ ∈ C(X)

. i ∈ Z هر براي d(giω(y), f i
ω(x)) < ϵ(giω(y)) که قسمي به دارد وجود y ∈ X مانند عضوي ،x ∈ X هر

مي باشد. ديناميکي ويژگي يک توپولوژيکي پايداري که مي دهد نشان زير گزاره
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صورت اين در باشد. {id, g۱, . . . , gn} خانواده با متناظر آبلي نيم گروه يک G و باشد متريک فضاي يک X کنيد فرض .۲ .۴ گزاره
مي باشد. ديناميکي ويژگي گرديد، ارائه ۱ .۴ تعريف در که G توپولوژيکي پايداري ويژگي

G۱ = {id, g۱, . . . , gn} خانواده هاي توسط توليدشده متناهي آبلي نيم گروه هاي به ترتيب ،G,F ∈ An(X) کنيد فرض اثبات.
نگاشت با توپولوژيکي مزدوج F و G کنيد فرض باشند. (Y, ρ) و (X, d) متريک فضاهاي در F۱ = {id, f۱, . . . , fn} و
نامساوي که بگيريد نظر در طوري را ϵ ∈ C(X) ،ϵ′ ∈ C(Y ) هر براي باشد. توپولوژيکي پايدار G و باشند h : X → Y مزدوجي
پايداري تعريف در ϵ با متناظر ،δ ∈ C(X) کنيد فرض دهد. نتيجه را ρ(h(x), h(y)) < ϵ′(h(x)) نامساوي ،d(x, y) < ϵ(x)
فرض .d(h−۱(x), h−۱(y)) < δ(h−۱(x)) آن گاه ،ρ(x, y) < δ′(x) اگر که باشد به گونه اي δ′ ∈ C(Y ) و G ساختاري
به سادگي .ti = h−۱◦si◦h دهيد قرار Fباشد. به δ‐نزديک ،{id, s۱, . . . , sn} توسط Fتوليد شده ′ ∈ An(X) نيم گروه کنيد
h′ : X → Y بنابراين مي باشد. G به δ‐نزديک و است آبلي {id, t۱, . . . , tn} مولد مجموعه ي با G′ نيم گروه که مي شود ديده
.h′ ◦ h−۱ ◦ siω ◦ h = giω ◦ h′ مي شود نتيجه که ،d(h′(x), x) < ϵ(h′(x)) و giω ◦ h′ = h′ ◦ tiω به طوري که دارد وجود
،d(h′(x), x) < ϵ(h′(x)) به اين که توجه با بگيريد. نظر در H(y) = h◦h′ ◦h−۱(y) به صورت را H : X → Y نگاشت

.f i
ω ◦H = H ◦ siω ،i ∈ Z هر براي و ρ(H(y), y) < ϵ′(y) داريم

موضعاً متريک فضاهاي در توليدشده متناهي آبلي نيم گروه هاي تمام فضاي در توپولوژيکي پايداري براي کافي و لازم شرط ادامه، در
مي دهيم. ارائه فشرده

زير گزاره هاي صورت اين در باشد. X فشرده موضعاً متريک فضاي در انبساطي نيم گروه يک G ∈ An(X) کنيد فرض .۳ .۴ قضيه
معادلند:

است. توپولوژيکي پايدار G .۱

دارد. ضعيف سايه اي ويژگي G .۲

داريم. نياز زير لم دو به ،۳ .۴ قضيه اثبات براي

براي به قسمي که دارد وجود α ∈ C(X) صورت اين در باشد. فشرده موضعاً متريک فضاي يک X کنيد فرض [ ۱ .۳ لم ،۱۱] .۴ .۴ لم
است. فشرده X در B(x, α(x)) ،x ∈ X هر

هم چنين مي کنيم. استفاده است فشرده X در B(x, α(x)) ،x ∈ X هر براي وقتي که براي αX ∈ C(X) نماد از اينجا در ما
.x ∈ X هر براي δ(x) < ϵ(x) هرگاه δ < ϵ مي نويسيم ،δ, ϵ ∈ C(X) هر براي

که باشد e ∈ C(X) انبساطي تابع با X فشرده موضعاً متريک فضاي در انبساطي نيم گروه يک G ∈ Hn(X) کنيد فرض .۵ .۴ لم
به طوري که دارد وجود N ∈ N طبيعي عدد ،λ ∈ C(X) و y ∈ X هر براي است. شده داده ω ∈ Σn کنيد فرض و e < αX

.d(y, z) < λ(y) آن گاه ،−N < i < N هر براي d(giω(y), giω(z)) ≤ e(giω(y)) اگر

zm ∈ X دارد وجود ،m ∈ N هر براي به طوري که دارند وجود λ ∈ C(X) و y ∈ X کنيد فرض خلف برهان به برهان.
که d(y, zm) ≤ e(y) بنابراين .d(y, zm) ≥ λ(y) و −m < i < m هر براي d(giω(y), giω(z)) ≤ e(giω(y)) که

مي دهد نتيجه
{zm}m∈N ⊂ B(y, e(y)) ⊂ B(y, αX(y)).

به طوري که دارند وجود z ∈ B(y, αX(y)) نقطه و {zm}k∈N از {zmk
}k∈N زيردنباله ي ،B(y, αX(y)) بودن فشرده به باتوجه

نتيجه در .limk→∞ zmk
= z

d(y, z) = limk→∞d(y, zmk
) ≥ λ(y) > ۰,

،i ∈ Z هر براي و
d(giω(y), g

i
ω(z)) = lim

m→∞
d(giω(y), g

i
ω(zm)) ≤ e(giω(y)),

مي باشد. G بودن انبساطي با متناقض که
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ويژگي G کنيد فرض برعکس، است. ضعيف سايه اي ويژگي داراي آن گاه باشد، توپولوژيکي پايدار G اگر به وضوح قضيه۴. ۳) (برهان اثبات.
به طوري که دارد وجود γ ∈ C(X) ،۳ .۳ لم به توجه با .e < αX که باشد G انبساطي تابع e ∈ C(X) و باشد داشته ضعيف سايه اي
δ ∈ C(X) کنيد فرض ،ϵ < γ/۴ که ϵ ∈ C(X) هر براي .x ∈ X هر براي γ(x) ≤ inf{e(y) : y ∈ B(x, γ(x))}
،x ∈ X هر براي پس .ω ∈ Σm و باشد G به δ‐نزديک ،F ∈ Cm(X) کنيد فرض باشد. G ضعيف سايه اي ويژگي تعريف مانند

،i ∈ Z هر براي به طوري که دارد وجود y ∈ X مانند نقطه اي

d(giω(y), f
i
ω(x)) < ϵ(giω(y)). (۱ .۴)

،i ∈ Z هر براي صورت اين در .d(gjω(z), f j
ω(x)) < ϵ(gjω(z)) ،j ∈ Z هر براي که باشد به گونه اي z ∈ X کنيد فرض

d(giω(y), g
i
ω(z)) ≤ d(giω(y), f

i
ω(x)) + d(giω(z), f

i
ω(x)) < ϵ(giω(y)) + ϵ(giω(z))

<
γ(giω(y))

۴
+

γ(giω(z))

۴
< max{γ(giω(y)), γ(giω(z))}

< e(giω(y)), (۴ .۳ ملاحظه به توجه (با

بگيريد. نظر در h(x) = y ضابطه با را h : X → Y نگاشت .y = z مي دهد نتيجه G نيم گروه بودن انبساطي بنابراين و
نتيجه (۱ .۴) به کاربردن با .d(h(x), x) < ϵ(h(x)) داريم ،(۱ .۴) نامعادله در i = ۰ دادن قرار با است. تعريف خوش h نگاشت

،i ∈ Z هر براي مي شود

d(giω(h(fσiω(x))), f
i
ω(fσiω(x))) < ϵ(giω(h(fσiω(x))). (۲ .۴)

و

d(giω(gσiω(h(x))), f
i+۱
ω (x)) = d(gi+۱

ω (h(x)), f i+۱
ω (x)) < ϵ(gi+۱

ω (h(x))). (۳ .۴)

،i ∈ Z هر براي که مي شود نتيجه (۳ .۴) و (۲ .۴) از هستند آبلي F و G چون

d(giω(gσiω(h(x))), g
i
ω(h(fσiω(x)))) < γ(giω(gσiω(h(x)))). (۴ .۴)

.h◦f i
ω = giω ◦h بنابراين و h◦fωi

= gωi
◦h مي دهد نتيجه که ،h(fσiω(x)) = gσiω(h(x)) ،i ∈ Z هر براي بنابراين

هر براي دهد نتيجه ،d(y, y′) < η که باشد به قسمي η > ۰ کنيد فرض است. پيوسته h نگاشت مي دهيم نشان اکنون
،−N < i < N

d(f i
ω(y

′), f i
ω(y)) <

γ(h(f i
ω(y

′)))

۴
نوشت، مي توان −N < i < N هر براي آن گاه ،d(y, y′) < η اگر بنابراين

d(giω(h(y
′)), giω(h(y))) = d(h(f i

ω(y
′), h(f i

ω(y)))

≤ d(h(f i
ω(y

′)), f i
ω(y

′)) + d(f i
ω(y

′), f i
ω(y) + d(f i

ω(y), h(f
i
ω(y)))

≤ ϵ(h(f i
ω(y

′)) +
γ(h(f i

ω(y
′))

۴
+

γ(h(f i
ω(y))

۴

≤ γ(h(f i
ω(y

′))

۴
+

γ(h(f i
ω(y

′))

۴
+

γ(h(f i
ω(y))

۴
< max{γ(giω(y′)), γ(giω(y))}
< e(giω(h(y

′)), (۴ .۳ ملاحظه به توجه (با

.d(h(y′), h(y)) < λ ،۵ .۴ لم به توجه با نتيجه در
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Abstract: In this paper, the concepts of shadowing, weak shadowing and expansiveness for finitely
generated semigroup actions on noncompact metric spaces are introduced, which are dynamical properties
and equivalent to their definitions on compact metric spaces. Also, the notion of topological stability
for actions associated to finitely generated abelain semigroups is defined and a necessary and sufficient
condition for the topological stability of finitely generated abelian semigroups on a locally compact metric
space is provided.
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