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زيرمدول هاي ساختار مقاله اين در باشد. يکاني R‐مدول يک M و يک دار جابه جايي حلقه يک R کنيد فرض چکيده:
است تحويل ناپذير کاملاً شمارنده داراي K زيرمدول مي کنيم، ثابت ابتدا و داده قرار مطالعه مورد را تحويل ناپذير کاملاً
بورباکي وابسته اول ايده آل يک m ماکسيمال ايده آل مي دهد نتيجه که باشد نابديهي Soc(M/K) اگر فقط و اگر
از زيرمدول هايي آن از پس باشد. اولين ‐m تحويل ناپذير کاملاً شمارنده يک داراي K اگر فقط و اگر است K قوي
که مي دهيم نشان سپس مي کنيم. رده بندي تحويل ناپذيرند، کاملاً زيرمدول هاي زايد غير اشتراک به صورت که را M
آن مولفه هاي که باشد داشته اوليه اي تجزيه آن صفر زيرمدول اگر فقط و اگر است آرتيني M آن گاه باشد، نوتري R اگر
زيرمدول هاي مجموعه اگر فقط و اگر است توزيع پذير M مي دهيم نشان درنهايت، تحويل ناپذيراند. کاملاً زيرمدول هاي

به صورت آن تحويل ناپذير }کاملاً
m(Rx)(m) | x ∈ M,m ∈ Max(R)

⋂
Supp(Rx)

}
باشد.

توزيع پذير. مدول اولين، زيرمدول تحويل ناپذير، کاملاً زيرمدول کليدي: واژه هاي

13A15; 13C99 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
ابرخانواده يک را M زيرمدول هاي از {Ki}i∈I خانواده است. يکاني R‐مدول يک M و يک دار جابه جايي حلقه يک R مقاله سراسر در
مي شود ناميده (نامتناهي) متناهي ،K براي ابرخانواده يک باشد. K شامل اکيداً ،i ∈ I هر براي ،Ki هرگاه مي ناميم K زيرمدول براي
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را زيرمدول يک مي ناميم. {Ki}i∈I ابرخانواده اشتراک را
⋂

i∈I Ki اشتراک باشد. (نامتناهي) متناهي I انديس گذار مجموعه هرگاه
(متناهي ابرخانواده اي هيچ اشتراک هرگاه مي ناميم تحويل ناپذير کاملاً آن را و نباشد متناهي ابرخانواده هيچ اشتراک هرگاه مي ناميم تحويل ناپذير
تحويل ناپذير تحويل ناپذير، کاملاً زيرمدول هر به وضوح است. زُرن لم از نتيجه اي تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي وجود نباشد. نامتناهي) يا
حالي که در باشد، ماکسيمال اگر فقط و اگر است تحويل ناپذير کاملاً اول ايده آل يک مثال، به عنوان نيست. برقرار همواره آن عکس ولي است،
يک S(N) = {r ∈ R : N ⊊ N :M r} هرگاه مي ناميم اولين را M از N زيرمدول است. تحويل ناپذير همواره اول ايده آل يک
و مي شود ناميده N الحاقي ايده آل که است، R اول ايده آل يک S(N) ايده آل اين صورت در باشد). بسته جمع تحت (يعني باشد R ايده آل
بنابر ببينيد). را [۲۷۷۳ صفحه ،۵] يا [۲ بخش ،۴] ،[۲] (مراجع است M اولين ‐S(N) زيرمدول يک N مي گوييم روشن بيان منظور به
تحويل ناپذير زيرمدول هر که ديد مي توان است، تعميم قابل هم مدول ها براي به سادگي و است، شده ثابت [۳ قضيه و ۱ قضيه ،۴] در آنچه
،p اول ايده آل براي اولين، ‐p زيرمدول دو اشتراک متاسفانه، است. اولين زيرمدول هاي از ابرخانواده يک اشتراک زيرمدول هر و است اولين
کاملاً زيرمدول هاي مورد در وضعيت حال، اين با نيست. مقدور لاسکر‐نوتر تجزيه مشابه نظريه اي تعميم نتيجه در و نيست اولين ‐p الزاماً
.(۳ .۳ قضيه و ۶ .۲ (گزاره داد قرار بررسي مورد را آنها از بيشتري خواص مي توان شرايطي تحت و (۶ .۳ (گزاره است بهتر بسيار تحويل ناپذير
که مي کنيم ثابت و کرده ارائه تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي براي رده بندي چندين نخست فصل در است. قرار اين از حاضر مقاله پيکربندي
(
√

(N :R M)
n ⊆ (N :R M) که دارد وجود n طبيعي عدد M از N زيرمدول هر براي (يعني؛ M قوي لاسکرين مدول يک در

نوتري، مدول يک براي نتيجه، در باشد. R ماکسيمال ايده آل يک S(N) و بوده اوليه اگر فقط و اگر است تحويل ناپذير کاملاً N زيرمدول
مي پردازد مساله اين به دوم فصل مي يابد. تقليل آن اوليه تجزيه به تحويل ناپذير، کاملاً زيرمدول هاي اشتراک به صورت زيرمدول يک تجزيه
چندين نوشت. تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي از خانواده يک زايد غير اشتراک به صورت مي توان را زيرمدول يک شرايطي چه تحت که
زيرمدول هاي از خانواده اي غيرزائد اشتراک به صورت را زيرمدول يک بتوان اگر که مي دهيم نشان و کرده ارائه مساله اين براي معادل شرط
مي کنيم ثابت گزاره ها، اين از استفاده با کرد. تبديل غيرزائد تجزيه يک به را آن اولين کانوني تجزيه مي توان آن گاه نوشت، تحويل ناپذير کاملاً
يک اشتراک به صورت M زيرمدول هر (۲) است؛ آرتيني M (۱) شرط هاي M R‐مدول براي آن گاه باشد، نوتري حلقه يک R اگر که
زيرمدول هاي از متناهي ابرخانواده يک اشتراک به صورت M صفر زيرمدول (۳) است؛ تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي از متناهي ابرخانواده
کاملاً زيرمدول هاي اگر فقط و اگر است توزيع پذير M مدول که مي دهيم نشان سوم فصل در سرانجام، معادل اند. است؛ تحويل ناپذير کاملاً

به صورت آن }تحويل ناپذير
m(Rx)(m) | x ∈ M, m ∈ Max(R)

⋂
Supp(Rx)

}
مي دهيم قرار M از N و K زيرمدول هاي براي باشند.

(N :R K) = {r ∈ R | rK ⊆ N}.

مي د هيم قرار R از p اول ايده آل براي

N(p) = {m ∈ M | ∃s ∈ R \ p; sm ∈ N}.

نمادها ساير براي .p = (K :R m) که باشد موجود m ∈ M هرگاه مي ناميم K قوي بورباکي وابسته ايده آل يک را p اول ايده آل
بنگرد. را [۱] مي تواند خواننده است، نشده داده آنها درباره توضيحي که

تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي ۲
ابرخانواده اي هيچ اشتراک هرگاه مي ناميم تحويل ناپذير کاملاً را M محض زيرمدول يک باشد. R‐مدول يک M کنيد فرض .۱ .۲ تعريف

نباشد.

جانشين تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي لاسکر‐نوتر، تجزيه مشابه نظريه اي توسعه براي که مي دهد نشان ۵ .۳ قضيه و زير ملاحظه
باشد، صفر غير K =

⋂
۰ ̸=L≤M

L و R‐مدول يک M اگر که مي کنيم يادآوري هستند. نوتري) حالت (در اوليه زيرمدول هاي براي مناسبي

است. ساده K آن گاه

m ∈ M مانند عضوي هرگاه است تحويل ناپذير کاملاً M از N سره زيرمدول که داد نشان مي توان سادگي به (۱) .۲ .۲ ملاحظه
زيرا است، کافي باشد تحويل ناپذير کاملاً N اين که براي خاصيت اين واقع در است. ماکسيمال m /∈ N خاصيت با N که باشد موجود
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ابرخانواده اي اشتراک از m عضو آن گاه باشد، تحويل ناپذير کاملاً زيرمدولي N اگر طرفي از است. N ابرخانواده هر اشتراک از عضوي m
بود. خواهد ماکسيمال m /∈ N خاصيت با N که است واضح .m /∈ N که طوري به است موجود هستند N شامل اکيداً همگي که

يک N كه مي شود ملاحظه [۱ قضيه ،۴] اثبات بنابر اين صورت، در باشد. M تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول يک N کنيد فرض (۲)
قرار اگر واقع، در است. N قوي بورباکي وابسته اول ايده آل يک ،N الحاقي اول ايده آل ،S(N) مي دهيم نشان است. M اولين زيرمدول
نتيجه در و است ساده R‐مدول يك N∗/N آن گاه ،∆ = {K ≤ M | N ⊊ K} آن در که N∗ :=

⋂
K∈∆K دهيم

داريم واقع، در است. N قوي بورباکي وابسته اول ايده آل يک m بنابراين، .N∗/N = R/m که دارد وجود m ماکسيمال ايده آل

Ass(M/N) = {m} = {S(N)}.

زيرمدول هاي K ⊆ N اگر که کنيد توجه ماکسيمال اند. الحاقي ايده آل با اولين زيرمدول هاي تحويل ناپذير، کاملاً زيرمدول هاي بنابراين،
باشد. M/K تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول N/K اگر فقط و اگر است M تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول N آن گاه باشند، M

باشيم داشته M از L غيرصفر زيرمدول هر براي هرگاه مي شود ناميده اساسي M R‐مدول از N زيرمدول که مي کنيم يادآوري
است. آن کسرهاي ميدان اساسي زيرمدول يک صحيح حوزه يک صفر غير ايده آل هر به وضوح .L

⋂
N ̸= {۰}

است. M اساسي زيرمدول يک N∗ آن گاه باشد، M تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول يک N اگر .۳ .۲ لم

يا M از L زيرمدول هر براي اين صورت در است. ماکسيمال x /∈ N رابطه با N که باشد طوري x ∈ M کنيد فرض اثبات.
اين در که ،N∗ = N + Rx ⊆ L +N اين که يا L؛

⋂
N∗ = L نتيجه در و L ⊆ N حالت اين در که ،L +N = N

که مي آيند به دست z ∈ N و y ∈ L اعضاي حالت

۰ ̸= y = x− z ∈ L
⋂

N∗

است). تناقض يك كه x = z ∈ N اين صورت غير در زيرا ۰؛ ̸= y كه كنيد (توجه مي شود ثابت حکم و

زيرمدولي M به قسمي که باشد R‐مدول ها از انديس دار مجموعه يک {Mi}i∈I و R‐مدول يک M کنيد فرض (۱) .۴ .۲ تعريف
طبيعي همريختي ،i ∈ I هر براي هرگاه، مي ناميم {Mi}i∈I گردايه مستقيم زيرضرب يک را M اين صورت در است.

∏
i∈I Mi از

مستقيم زيرضرب يک را M آن گاه باشد، {Mi}i∈I گردايه مستقيم زيرضرب يک M اگر باشد. بروريختي يک πi|M
: M → Mi

باشد. يکريختي يک πi|M
که باشد موجود i ∈ I هرگاه مي ناميم گردايه اين تحويل ناپذير

مي کنيم. تعريف M ساده زيرمدول هاي مجموع آن را و مي دهيم نشان Soc(M) با را M مدول ساکل (۲)

مي کند. ارائه باشد، تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول يک اين که براي معادل شرط چندين است، [۱.۳ قضيه ،۶] از تعميمي كه زير قضيه

مي شود. حفظ آن، الحاقي ايده آل به نسبت موضعي سازي تحت زيرمدول يک بودنِ تحويل ناپذير کاملاً که مي شود نتيجه قضيه اين از به ويژه،

معادل اند: زير گزاره هاي آن گاه باشد، M سره زيرمدول يک N اگر باشد. R‐مدول يک M کنيد فرض .۵ .۲ قضيه

است؛ تحويل ناپذير مستقيم زيرضرب يک M/N (۱)

است؛ تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول يک N (۲)

است؛ اساسي و ساده زيرمدول يک Soc(M/N) (۳)

است؛ نابديهي Soc(M/N) و است تحويل ناپذير N (۴)

N؛ ⊊ (N :M m) که دارد وجود m ماکسيمال ايده آل و است تحويل ناپذير N (۵)

m؛ = (N :R x) که دارند وجود x ∈ M \N و m ماکسيمال ايده آل (۶)

است. Mm تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول يک Nm و N = N(m) که دارد وجود m ماکسيمال ايده آل (۷)
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كه دارد وجود M زيرمدول هاي از {Ni}i∈I ابرخانواده اين صورت، در نباشد. تحويل ناپذير كاملاً N كنيد فرض (۱) ⇒ (۲) اثبات.
تكريختي يك f(m+N) = (m+Ni)i∈I ضابطه با f : M/N −→

∏
i∈I M/Ni نگاشت نتيجه در .N =

⋂
i∈I Ni

است. تناقض در مساله فرض با كه ker(πi ◦ f)|M/N
= Ni/N داريم ،i ∈ I هر براي و است

است. واضح ۳ .۲ لم و ۲ .۲ ملاحظه بنابر (۲) ⇒ (۳)
.Soc(M/N) = (Rx + N)/N که دارد وجود x ∈ M اين رو از است، ساده Soc(M/N) چون (۳) ⇒ (۲)
Ni/N ⊇ ،i ∈ I هر براي فرض، بنابر اين صورت، در باشد. N براي M زيرمدول هاي از ابرخانواده يك {Ni}i∈I كنيد فرض

است. M تحويل ناپذير كاملاً زيرمدول يك N بنابراين .
⋂

i∈I Ni ⊇ Rx+N ⊋ N مي دهد نتيجه كه (Rx+N)/N
i ∈ I هر براي و است

∏
i∈I Mi از زيرمدولي M/N كه باشد R‐مدول ها از خانواده اي {Mi}i∈I كنيد فرض (۲) ⇒ (۱)

كه دارد وجود i ∈ I نتيجه در و N =
⋂

i∈I ker(πi|M/N
) مي گيريم نتيجه πi|M/Nها

بودن پوشا از پوشاست. πi|M/N
نگاشت

است. يكريختي يك πi|M/N
بنابراين .N = ker(πi|M/N

)

زيرمدول يك Soc(M/N) اينكه از حال .N = J
⋂

K كه باشند M از زيرمدول هايي K و J كنيد فرض (۳) ⇒ (۴)
است. تحويل ناپذير زيرمدول يك N نتيجه در و N = K يا N = J كه مي گيريم نتيجه است، اساسي

كه دارد وجود m ماكسيمال ايده آل اين رو از دارد. (Rx + N)/N مانند ساده اي زيرمدول M/N فرض بنابر (۴) ⇒ (۵)
.x ∈ (N :M m) \N نتيجه در و mx ⊆ N

.m = (N :R x) داريم x ∈ (N :M m) \N هر براي که است اشکار (۵) ⇒ (۶)
اولين زيرمدول يک N ،[۱ قضيه ،۴] اثبات بنابر اين صورت، در باشد. تحويل ناپذير زيرمدول يک N کنيد فرض (۶) ⇒ (۷)
توجه با است. Mm/Nm از زيرمدولي M/N که مي دهد نتيجه اين .N = N(m) داشت خواهيم [۱.۳ لم ،۵] بنابر نتيجه، در است.
است ساده Soc(M/N) = (Rx + N)/N مي گيريم نتيجه ،S(N) = {r ∈ R : N ⊊ N :M r} = m اين که به
کاملاً زيرمدول يک Nm که مي دهد نشان گزاره ها اين بود. خواهد نيز N + Rx شامل است، N شامل اکيداً که M زيرمدول هر و

است. Mm تحويل ناپذير
،(۲) ⇒ (۳) اثبات بنابر است. Mm/Nm زيرمدول يک M/N که مي شود نتيجه N = N(m) از (۷) ⇒ (۳)

است. اساسي و ساده نيز Soc(M/N) مي دهد نتيجه كه است اساسي و ساده زيرمدول يک Soc(Mm/Nm)

عدد اگر باشد. M اوليه ‐m تحويل ناپذير زيرمدول يک N و R ماکسيمال ايده آل يک m R‐مدول، يک M کنيد فرض .۶ .۲ گزاره
تحويل ناپذير زيرمدول L اگر به ويژه، است. تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول يک N آن گاه ،mn ⊆ (N :R M) که باشد موجود n طبيعي

باشد. ماکسيمال آن وابسته اول ايده آل و بوده اوليه L اگر فقط و اگر است تحويل ناپذير کاملاً L آن گاه باشد، قوي لاسکري مدول يک

L کنيد فرض حال است. تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول يک ،۵ .۲ قضيه بنابر اين رو از است، (N :M m) سره زيرمدول N چون اثبات.
L نتيجه در و است L خود L مي نيمال اوليه تجزيه اين صورت در باشد. M قوي لاسکري R‐مدول در تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول يک

است. ماکسيمال L وابسته اول ايده آل که مي شود نتيجه ۲ .۲ ملاحظه از حال است. اوليه

بنگريد. را [۷] و [۳] لاسکري خاصيت مورد در بيشتر اطلاعات براي

يک را N اين صورت در است. تحويل ناپذير کاملاً N آن در که باشند M R‐مدول زيرمدول هاي K ⊆ N کنيد فرض .۷ .۲ تعريف
N که باشد M تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي از ابرخانواده اي زايد غير اشتراک K هرگاه مي ناميم، K تحويل ناپذير کاملاً شمارنده

مي دهد. نتيجه را K از بزرگتر اکيداً زيرمدولي اشتراک مولفه هاي از يک هر حذف يعني است؛ خانواده آن از عضوي
شرايطي تحت يادشده مفهوم اين، وجود با دارد. بستگي شده انتخاب ابرخانواده به تحويل ناپذير کاملاً شمارنده يک مفهوم که کنيد توجه

بنگريد). را [۲ .۳ قضيه ،۶] ) است مستقل انتخابي ابرخانواده از

معادل اند: زير گزاره هاي اين صورت در باشند. آن زيرمدول هاي K ⊊ N و R‐مدول يک M کنيد فرض .۸ .۲ گزاره

است؛ K تحويل ناپذير کاملاً شمارنده يک N (۱)

نيست؛ Soc(N/K) اساسي توسيع يک و است نابديهي Soc(M/K) (۲)

است. Soc(N∗/K) سره زيرمدول يک Soc(N/K) (۳)

در N و K = N ∩ (
⋂

i∈I Ki) که دارد وجود M تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي از {Ki}i∈I خانواده (۱) ⇒ (۲) اثبات.
داريم x ∈ (N∗ ∩

⋂
i∈I Ki) \ N هر براي که دارد وجود m ماکسيمال ايده آل ،۲ .۲ ملاحظه بنابر، است. زايد غير اشتراک اين
نيست. N/K زيرمجموعه که است M/K ساده زيرمدول يک (Rx+K)/K نتيجه در .mx ⊆ K
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ملاحظه بنابر .(Rx +K)/K ∩ N/K = ۰ که دارد وجود M/K از (Rx +K)/K ساده زيرمدول (۲) ⇒ (۳)
است. برقرار حکم و است N∗/K زيرمدول يک (Rx+K)/K پس است. M/N اساسي و ساده زيرمدول يک N∗/N ،۲ .۲

از {Ki}i∈I خانواده مي دهيم نشان .(Rx +K)
⋂
N = K که دارد وجود x ∈ N∗ \ N مانند عضوي (۳) ⇒ (۱)

قرار و باشد دلخواه y ∈ M \Rx+K کنيد فرض .Rx+K =
⋂

i∈I Ki که دارد وجود M تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي
مانند ماکسيمال عضو يک داراي Σ مجموعه زُرن لم بنابر .Σ := {T | y /∈ T Rxو +K زيرمدولMشامل {Tيک مي دهيم
به وضوح است. M تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول يک Ty ،۲ .۲ ملاحظه بنابر حال، است. ماکسيمال y /∈ Ty خاصيت با Ty و است Ty

مي شود. ثابت حکم و
⋂

y/∈Rx+K Ty = Rx+K

ملاحظه را [۱.۱۱ نتيجه ،۶] ) مي كند ارائه زيرمدول يك تحويل ناپذير کاملاً شمارنده وجود براي وكافي لازم شرط يك زير نتيجه
كنيد).

است تحويل ناپذير کاملاً شمارنده يک داراي K اين صورت در باشد. آن سره زيرمدول يک K و R‐مدول يک M کنيد فرض .۹ .۲ نتيجه
باشد. نابديهي Soc(M/K) اگر فقط و اگر

در و K ̸= N کرد فرض مي توان ۵ .۲ قضيه بنابر باشد. K تحويل ناپذير کاملاً شمارنده يک N کنيد فرض “ ⇒ ” اثبات.
هر براي که دارد وجود m ماکسيمال ايده آل ۵ .۲ قضيه بنابر است. M از زيرمدولي K ⊊ B آن در که K = N

⋂
B نتيجه

Soc(M/K) نتيجه در و است M/K ساده زيرمدول يک (Rx+K)/K بنابراين .mx ⊆ K داريم x ∈ (B
⋂
N∗)\N

است. نابديهي
M از N مانند زيرمدولي زُرن لم بنابر .mx ⊆ K که دارد وجود m ماکسيمال ايده آل و x ∈ M \ K عضو “ ⇐ ”
که است اشکار است. تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول يک ۲ .۲ ملاحظه بنابر که است ماکسيمال x /∈ N خاصيت با که دارد وجود K شامل
وجود M تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي از {Ki}∈I خانواده ((۳) ⇒ (۱)) ۸ .۲ گزاره اثبات بنابر .K = (Rx +K) ∩N

مي شود. ثابت حکم و Rx+K =
⋂

i∈I Ki که دارد

اول ايده آل يک m اين صورت در باشد. R ماکسيمال ايده آل يک m و آن سره زيرمدول K R‐مدول، يک M کنيد فرض .۱۰ .۲ گزاره
باشد. داشته اولين ‐m تحويل ناپذير کاملاً شمارنده يک K اگر فقط و اگر است K قوي بورباکي وابسته

اول ايده آل يک m ،۵ .۲ قضيه، بنابر اين صورت، در باشد. K اولين ‐m تحويل ناپذير کاملاً شمارنده يک N کنيد فرض “ ⇒ ” اثبات.
است. K قوي بورباکي وابسته

ماکسيمال ايده آل يک حال، عين در که باشد K قوي بورباکي وابسته اول ايده آل يک m = (K :R x) کنيد فرض “ ⇐ ”
يک N پس m = (N :R x) چون است. ماکسيمال x /∈ N خاصيت با که باشد K شامل M از زيرمدولي N کنيد فرض است.
زيرمدول هاي از {Ki}i∈I خانواده ۸ .۲ گزاره اثبات بنابر .(Rx+K)

⋂
N = K به وضوح است. M تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول

مي شود. ثابت حکم و Rx+K =
⋂

i∈I Ki دارد که وجود M تحويل ناپذير کاملاً

زايد غير اشتراک هاي ۳

به بخش اين در مي شود. مدول ها برخي ساکل بودن صفر غير به منتهي زايد غير تحويل ناپذير کاملاً شمارنده وجود که ديديم قبل بخش در
هر براي هرگاه مي ناميم زايد غير را

⋂
i∈I Ki اشتراک که مي کنيم يادآوري مي پردازيم. آن از حاصل نتايج و زايد غير اشتراک هاي بررسي

است. [۲.۱ لم ،۶] از تعميمي زير لم .
⋂

i∈I Ki ⊊
⋂

i∈I\{j}Ki باشيم داشته j ∈ I

زيرمدول هاي از {Ki}∈I خانواده زايد غير Kاشتراک کنيد فرض همچنين باشد. آن Kزيرمدول و MيکR‐مدول کنيد فرض .۱ .۳ لم
اين صورت در .K̂i :=

⋂
j∈I\{i}Kj مي دهيم قرار i ∈ I هر براي باشد. M تحويل ناپذير کاملاً

.K∗
i = Ki +Rmi که دارد وجود mi مانند عضوي i ∈ I هر براي (۱)

مي شود. توليد mi +K توسط که است M/K اساسي زيرمدول يک Soc(K̂i/K) ،i ∈ I هر براي (۲)

. i ∈ I هر براي ،K ⊊
⋂

j∈I\{i}Kj ∩N آن گاه ،Ki ⊊ N و باشد M از زيرمدولي N اگر (۳)
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و است ساده R‐مدول يک Mi اين صورت در .Mi = (Rmi +K)/K مي دهيم قرار (۱) بند مفروضات با (۴)⊕
i∈I

Mi ⊆ Soc(M/K) ⊆
∏
i∈I

Mi.

از است. M/Ki اساسي زيرمدول يک Soc(M/Ki) = K∗
i /Ki ،۵ .۲ قضيه بنابر مي کنيم. ثابت هم زمان را (۲) و (۱) اثبات.

.K∗
i = Ki+Rmi داريم mi ∈ (K̂i

⋂
K∗

i )\Ki هر براي ،۳ .۲ لم بنابر نتيجه، در .K̂i ⊈ Ki داريم i ∈ I هر براي طرفي،
شد، گفته (۱) بند اثبات در آنچه بنابر آن گاه باشد، Ki شامل اکيداً و M از زيرمدولي N اگر باشد. دلخواه i ∈ I کنيد فرض (۳)

مي کند. ثابت را ادعا درستي که mi ∈ (
⋂

j∈J Kj) ∩N \K نتيجه در و mi ∈ N
j ∈ I \ {i} هر براي که کنيد توجه خطي اند. مستقل ،R حلقه روي ،{mi +K}i∈I عناصر مجموعه مي دهيم نشان ابتدا (۴)
است، ساده R‐مدول يک Mi چون .Mi

⋂
Σn∈I\{i}Mn ̸= {۰} که دارد وجود i ∈ I کنيد فرض .mj ∈ Ki داريم

بنابراين است. تناقض در (۱) بند با که mi ∈ Ki مي دهد نتيجه اين .mi = Σrnmn که دارند وجود rn ∈ R اعضاي پس
که دارد وجود pi ماکسيمال ايده آل پس است، ساده Mi چون .

∑
i∈I Mi =

⊕
i∈I Mi

pimi ⊆ Ki

⋂
(

⋂
j∈I\{i}

Kj) = K.

نتيجه در

Soc(M/K) ⊇
∑
i∈I

Mi =
⊕
i∈I

Mi.

فرض .Soc(M/K) ⊋
∑

i∈I Mi کرد فرض مي توان اين رو از است. برقرار حکم آن گاه ،Soc(M/K) =
⊕

i∈I Mi اگر
ايده آل شد، گفته آنچه بنابر .m /∈ Kj که باشد طوري j ∈ I کنيد فرض همچنين .m+K ∈ Soc(M/K)\

∑
i∈I Mi کنيد

.(Rm+Kj)∩ (Kj +Rmj) = Kj پس است، ساده K∗
i /Ki چون .nm ⊆ K ⊆ Kj که دارد وجود n مانند ماکسيمالي

شرط با j ∈ I هر براي نتيجه، در است. تناقض يک mکه ∈ Kj مي شود Kjنتيجه تحويل ناپذيري از آن گاه ،m /∈ Kj+Rmj اگر
حاصل ضرب به m+K عضو M/K ↪→

∏
i∈I M/Ki طبيعي نگاشت تحت بنابراين .mj ∈ Kj +Rmj داريم m /∈ Kj

حکم (Rmi +Ki)/Ki
∼= (Rmi +K)/K = Mi يکريختي به توجه با و مي شود نگاشته

∏
i∈I(Rmi +Ki)/Ki

مي شود. ثابت

داريم ،(۴) بند بنابر ،۱ .۳ لم مفروضات ⊕با
i∈I

Soc(K̂i/K) ⊆ Soc(M/K) ⊆
∏
i∈I

Soc(K̂i/K). (۱ .۳)

باشند. اكيد يا مساوي شمول، رابطه دو هر است ممکن (۱ .۳) رابطه در که مي دهد نشان زير مثال

آن گاه باشد، دلخواه R‐مدول يک M و شبه ‐موضعي حلقه يک (R,m) اگر که داد نشان مي توان به سادگي .۲ .۳ مثال

Soc(M) ∼= HomR(R/m,M).

باشد. دلخواه نامتناهي مجموعه يک I و R/m R‐مدول انژکتيو پوشش E(R/m) شبه ‐موضعي، حلقه يک (R,m) کنيد فرض حال
کاملاً زيرمدول يک Kj ،۵ .۲ قضيه بنابر .j ∈ I ،Kj :=

∏
i∈I\{j}E(R/m) و M :=

∏
i∈I E(R/m) مي دهيم قرار

اين در و است M تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي از {Ki}i∈I ابرخانواده زايد غير اشتراک M صفر زيرمدول است. M تحويل ناپذير
داريم شد، گفته آنچه بنابر حالت،

Soc(M) ∼= HomR(R/m,
∏
i∈I

E(R/m))

∼=
∏
i∈I

HomR(R/m, E(R/m))

∼=
∏
i∈I

R/m.
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M :=
∏

p∈P Zp∞ مي دهيم قرار حال است. تساوي يك دوم شمول و است اكيد (۱ .۳) رابطه در اول شمول حالت، اين در اين رو از
.Zp∞ = {m

pn
+ Z | m ∈ Z, n ∈ N} ≤ Q/Z و اول اعداد مجموعه P آن در كه M [p] :=

∏
q∈P\{p} Zq∞ و

صفر زيرمدول نمايش
⋂

p∈P M [p] = ۰ اشتراك و است M تحويل ناپدير كاملاً زيرمدول يك M [p] ،۵ .۲ قضيه بنابر مجدداً،
اكيد زيرمجموعه يك Soc(M) =

⊕
p∈P Z/pZ حالت اين در و است تحويل ناپذير كاملاً زيرمدول هاي غيرزايد اشتراك به صورت

دو هر از تساوي (۱ .۳) رابطه در آن گاه باشد، متناهي K =
⋂

i∈I Ki نمايش در I مجموعه اگر اين، وجود با است.
∏

p∈P Zp∞

ميدان روي بُعدي ‐|I| برداري فضاي يك Soc(M/K) آن گاه باشد، شبه‐موضعي حلقه يك (R,m) اگر به ويژه، است. برقرار طرف
است. R/m

{Ij}j∈J خانواده آن گاه باشد، R يكدار و جابه جايي حلقه در ايده آلي I اگر كه كرده اند ثابت همكاران و فاكس [۳ .۵ قضيه ،۶] در
) كرده اند ارائه ابرخانواده اين مولفه هاي بودن يکتا براي معادل شرط چندين و I =

⋂
j∈J Ij كه دارد وجود R حلقه اولين ايده آل هاي از

يك زير قضيه ببينيد). را [۵.۱۴ قضيه و ۵.۱۰ لم ،۴.۷ نتيحه ،۴.۶ قضيه ،۴.۳ گزاره ،۴.۲ قضيه ،۴.۱ لم ،۲.۷ قضيه ،۲.۵ قضيه ،۶]
مي كند. ارائه باشد تحويل ناپذير كاملاً زيرمدول هاي از ابرخانواده اي غيرزايد اشتراك زيرمدول يك اينكه براي كافي و لازم شرط

معادل اند: زير گزاره هاي اين صورت در باشد. آن سره زيرمدول يك K و R‐مدول يك M كنيد فرض .۳ .۳ قضيه

است؛ تحويل ناپذير كاملاً زيرمدول هاي از ابرخانواده يك غيرزايد اشتراك K (۱)

هر براي و است آن مستقيم زيرضرب يك M/K كه دارد وجود تحويل ناپذير مستقيم زيرضرب هاي از ،{M/Mi}i∈I خانواده (۲)
نمي شود. نشانده

∏
j∈I\{i}M/Mj حاصل ضرب در M/K ،i ∈ I

كه دارد وجود ساده R‐مدول هاي از {Si}i∈I خانواده (۳)⊕
i∈I

E(Si) ⊆ E(M/K) ⊆
∏
i∈I

E(Si).

اين صورت، در باشد. M تحويل ناپذير كاملاً زيرمدول هاي از {Ki}i∈I ابرخانواده غيرزايد اشتراك K كنيد فرض (۱) ⇒ (۲) اثبات.
براي ،(۵ .۲) قضيه بنابر و است تك ريختي يك f(m+K) = (m+Ki)i∈I ضابطه با f : M/K →

∏
i∈I M/Ki نگاشت

،M/K ↪→
∏

j∈I\{i}M/Kj كه به قسمي باشد موجود i ∈ I اگر است. تحويل ناپذير مستقيم زيرضرب يك M/Ki ،i ∈ I هر
مي كند. نقض را K =

⋂
j∈I Kj اشتراك بودن غيرزايد كه K =

⋂
j∈I\{i}Kj آن گاه

باشد، تحويل ناپذير مستقيم زيرضرب هاي از ،{M/Mi}i∈I گردايه مستقيم زيرضرب يك M/K كنيد فرض (۲) ⇒ (۳)
و دلخواه i ∈ I كنيد فرض نشود. نشانده

∏
j∈I\{i}M/Mj حاصل ضرب در M/K ،i ∈ I دلخواه عضو هر براي كه به قسمي

πi :
∏

i∈I M/Mi → M/Mi و طبيعي بروريختي π : M → M/K آن در كه βi = πi ◦ π : M → M/Mi

mi كنيد فرض است. K شامل M تحويل ناپذير كاملاً زيرمدول يك ker βi ،۵ .۲ قضيه بنابر اين صورت در است. كانوني بروريختي
اين صورت در باشد. (۱ .۳) لم ⊕همانند

i∈I

(Rmi +K)/K =
∑
i∈I

(Rmi +K)/K ⊆ M/K ⊆
∏
i∈I

E(R/pi) (۲ .۳)

رابطه بنابر پس، است انژكتيو R‐مدول يك
∏

i∈I E(R/pi) چون است. ،i ∈ I براي ،ker βi الحاقي اول ايده آل pi آن در كه
نتيجه

∑
i∈I E(R/pi) =

⊕
i∈I E(R/pi) اينكه به توجه با است.

∏
i∈I E(R/pi) زيرمدول يك E(M/K) ،(۲ .۳)

⊕مي گيريم
i∈I

E(R/pi) ⊆ E(M/K) ⊆
∏
i∈I

E(R/pi)

مي شود. ثابت حكم و
كه دارد وجود ساده R‐مدول هاي از {Si}i∈I خانواده (۳) ⇒ (۱)⊕

i∈I

E(Si) ⊆ E(M/K) ⊆
∏
i∈I

E(Si).

بنابر ،Ki است. كانوني تصوير πi :
∏

j∈I E(Si) → E(Si) آن در كه Ki := ker(πi|M/K
) مي دهيم قرار i ∈ I هر براي

K غيرزايد نمايش يك K =
⋂

i∈I Ki به وضوح . است M تحويل ناپذير كاملاً زيرمدول يك ،۲ .۲ ملاحظه و (۳) بند ۵ .۲ قضيه
است. M تحويل ناپذير كاملاً زيرمدول هاي اشتراك به صورت
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معادل اند: زير گزاره هاي اين صورت در باشد. R‐مدول يک M و نوتري حلقه يک R کنيد فرض .۴ .۳ نتيجه

است؛ تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي از متناهي ابرخانواده يک اشتراک M سره زيرمدول هر (۱)

است؛ تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي از متناهي ابرخانواده يک اشتراک M صفر زيرمدول (۲)

است؛ M متناهي توليد با و اساسي زيرمدول يک Soc(M) (۳)

است. آرتيني M (۴)

است. واضح (۱) ⇒ (۲) اثبات.
۲ .۲ ملاحظه بنابر .

⋂n
i=۱Ki = {۰} که دارد وجود تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي از {Ki}ni=۱ خانواده (۲) ⇒ (۳)

مي شود نتيجه ،۶ .۲ گزاره از حال .Ass(M/Ki) = {mi} و K∗
i /Ki

∼= R/mi که دارد وجود mi مانند ماکسيمالي ايده آل
داشت خواهيم تجزيه، يکتايي قضيه اولين بنابر نتيجه، در است. صفر زيرمدول براي مي نيمال اوليه تجزيه يک

⋂n
i=۱Ki = {۰}

نتيجه ۵ .۲ قضيه از اين رو از ،R/mi ↪→ M ↪→
⊕n

i=۱M/Ki اين که به توجه با .AssR(M) = {m۱, . . . ,mn}
مي گيريم

Soc(M) =
n⊕

i=۱

K∗
i /Ki

∼=
n⊕

i=۱

R/mi

دارد وجود i ∈ {۱, ۲, . . . , n} اين صورت در باشد. دلخواه ۰ ̸= m ∈ M کنيد فرض حال است. متناهي توليد با زيرمدول يک
اين رو از و ۰ ̸= rm +Ki ∈ K∗

i /Ki
∼= R/mi ↪→ M که است موجود r ∈ R ،۳ .۲ لم بنابر نتيجه، در .m /∈ Ki که

که مي دهد نشان اين است. M اساسي زيرمدول يک Soc(M)

E(M) = E(Soc(M)) =
n⊕

i=۱

E(R/mi). (۳ .۳)

است. آرتيني R‐مدول يک M مي گيريم نتيجه [۴.۳۰ قضيه ،۸] از حال
، اين رو از است. برقرار (۳ .۳) رابطه که است موجود ماکسيمال ايده آل هاي از {mi}n=۱ متناهي خانواده فرض بنابر (۳) ⇒ (۴)

مي شود. نتيجه [۴.۳۰ قضيه ،۸] از حکم مجدداً
اساسي زيرمدول يک Soc(M/K)اين صورت در باشد. آن سره Kزيرمدول و آرتيني MيکR‐مدول کنيد فرض (۴) ⇒ (۱)
.E(M/K) =

⊕n
i=۱E(R/mi) که دارد وجود ماکسيمال ايده آل هاي از {mi}ni=۱ خانواده ، اين رو از است. متناهي توليد با و

مي شود. نتيجه ۳ .۳ قضيه از حکم حال

كه است اوليه تجزيه داراي آرتيني مدول يك سره زيرمدول  هر نوتري، حلقه هاي روي كه، مي شود نتيجه ۶ .۲ گزاره و بالا نتيجه از
تمامي اوليه، تجزيه يكتايي قضيه دومبن بنابر نتيجه، در ماكسيمال اند. الحاقي ايده آل با تحويل ناپذير كاملاً زيرمدول هاي آن مولفه هاي

ببينيد). را [۴.۱ لم ،۶] ) است ۵ .۲ قضيه از تعميمي زير قضيه هستند. يکتا تجزيه اين مولفه هاي

تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي از خانواده اي زايد غير اشتراک که باشد آن از زيرمدولي K و R‐مدول يک M کنيد فرض .۵ .۳ قضيه
نابديهي M از K سره زيرمدول هر براي Soc(M/K) اگر عکس، بر است. اساسي زيرمدول يک Soc(M/K) اين صورت در است.

است. تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي از خانواده اي زايد غير اشتراک M سره زيرمدول هر آن گاه باشد،

زيرمدول هاي از {Ki}i∈I ابرخانواده زايد غير اشتراک به صورت K نمايش K =
⋂

i∈I Ki و M سره زيرمدول K کنيد فرض اثبات.
لم اثبات بنابر آن گاه کنيم، استفاده ۱ .۳ لم نمادهاي از و باشد M/K صفر غير عضو يک m + K اگر باشد. M تحويل ناپذير کاملاً
نتيجه خود نوبه به اين .rm ∈ (K̂i

∗⋂
j∈I\{i}Kj) \ Ki که مي آيد به دست r ∈ R مانند عضوي i ∈ I هر براي مذکور،

.۰ ̸= rm+K ∈ Soc(M/K) که مي دهد
‐R از {Si}i∈I خانواده اين صورت در باشد. اساسي M از K سره زيرمدول هر براي ،Soc(M/K) کنيد فرض ⊕برعکس،

j∈I\i Sj شامل M از زيرمدولي ،i ∈ I ،Ki کنيد فرض .Soc(M/K) =
⊕

i∈I Si که دارد وجود ساده زيرمدول هاي
کاملاً زيرمدول يک Ki ،۲ .۲ ملاحظه بنابر ،i ∈ I هر براي است. ماکسيمال خاصيت اين به نسبت و Si

⋂
Ki = {۰} که باشد

است. زايد غير K =
⋂

i∈I Ki اشتراک که مي دهد نشان ها Ki ساختار .K =
⋂

i∈I Ki و است M تحويل ناپذير

است. [۲.۸ گزاره ،۶] از تعميمي زير گزاره



۴۲۹ آرتيني و توزيع پذير مدول هاي رده بندي و تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي

زيرمدول هاي از {Ki}i∈I ابرخانواده زايد غير اشتراک K اگر باشد. آن سره زيرمدول K و R‐مدول يک M کنيد فرض .۶ .۳ گزاره
که است ماکسيمال ايده آل هاي از خانواده اي اجتماع S(K) = {r ∈ R | K ⊊ (K :M r)} آن گاه باشد، M تحويل ناپذير کاملاً
يک ،i ∈ I هر براي ،Ki اگر فقط و اگر است اولين ‐m زيرمدول يک K به ويژه، هستند. K قوي بورباکي وابسته اول ايده آل همگي

باشد. اولين ‐m زيرمدول

اين صورت در .r ∈ S(K) کنيد فرض اثبات.

K ⊊ (K :M r) =
⋂
i∈I

(Ki :M r).

۲ .۲ ملاحظه بنابر است. Ki الحاقي اول ايده آل mi آن در که r ∈ mi بنابراين .K ⊊ (Ki :M r) که دارد وجود i ∈ I اين رو از
است. برقرار حکم نتيجه در و miK

∗ ⊆ Ki داريم

تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي از ابرخانواده يک زايد غير اشتراک که باشد آن سره Kزيرمدول و MيکR‐مدول کنيد فرض .۷ .۳ نتيجه
مولفه هر که به طوري است متمايز، الحاقي ايده آل هاي با اولين، زيرمدول هاي از ابرخانواده يک زايد غير اشتراک K اين صورت در است. M

است. M تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي از ابرخانواده يک زايد غير اشتراک اولين،

نتيجه ۶ .۳ گزاره از حکم حال هستند. اولين ‐m ها Ki آن در که K(m) :=
⋂
Ki مي دهيم قرار m ماکسيمال ايده آل براي اثبات.

مي شود.

توزيع پذير مدول هاي تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي ۴
اين صورت در باشد. R‐مدول يک M کنيد فرض .۱ .۴ تعريف

باشيم داشته Z و Y ،X دلخواه زيرمدول هاي براي هرگاه مي ناميم توزيع پذير را M (۱)

X ∩ (Y + Z) = (X ∩ Y ) + (X ∩ Z).

باشد. کامل شمول) رابطه به (نسبت ،m ماکسيمال ايده آل هر براي ،Mm زيرمدول هاي مشبکه هرگاه مي ناميم ارزياب را M (۲)

M از Y متناهي توليد با زيرمدول هر براي يعني باشند؛ ضربي آن متناهي توليد با زيرمدول هاي هرگاه مي ناميم شبه‐ضربي را M (۳)
.X = cY که باشد موجود c مانند ايده آلي X ⊆ Y زيرمدول هر و

است. [۵.۱ لم ،۶] از تعميمي زير قضيه کنيد. مراجعه [۱۰] يا [۹] مرجع به ضربي مدول هاي مورد در بيشتر بحث براي

معادل اند: زير گزاره هاي اين صورت در باشد. R‐مدول يک M کنيد فرض .۲ .۴ قضيه

است؛ توزيع پذير M (۱)

است؛ ارزياب M (۲)

است. شبه‐ضربي M (۳)

است. شبه‐موضعي حلقه يک (R,m) کرد فرض مي توان موارد، تمامي در به وضوح، اثبات.
اين صورت در باشند. دلخواه x, y ∈ M کنيد فرض (۱) ⇒ (۲)

Rx = Rx ∩ (Ry +R(x− y)) = Rx ∩Ry +Rx ∩R(x− y).

(۱−β)x = α−βy و شبه‐موضعي (R,m) چون .x = α+β(x−y) که موجودند β ∈ R αو ∈ Rx
⋂
Ry اين رو از

است. ارزياب M اين رو از و Ry ⊆ Rx مي دهد نتيجه آن هم که β /∈ m يا و Rx ⊆ Ry مي دهد نتيجه که β ∈ m يا پس
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مي دهيم قرار است. متناهي توليد با R‐مدول يک Y آن در که باشند M زيرمدول هاي X ⊆ Y کنيد فرض (۲) ⇒ (۳)
اين رو از است، اصلي R‐مدول يک Y چون .c = (X :R Y )

cY = (X :RY )Y = Y ∩X = X,

مي شود. ثابت حکم و
c مانند ايده آلي فرض بنابر .Ry ⊆ Rx يا Rx ⊆ Ry ،x, y ∈ M دلخواه عناصر براي کنيم ثابت بايد (۳) ⇒ (۲)
که دارند وجود α, β ∈ m اين صورت در است. R سره ايده آل يک c کرد فرض مي توان .Rx = c(Rx + Ry) که دارد وجود

مي شود. ثابت حکم و Rx ⊆ Ry که مي شود نتيجه است، شبه‐موضعي (R,m) اين که از .x = αx+ βy
است. واضح (۲) ⇒ (۱)

معادل اند: زير گزاره هاي اين صورت در باشد. R‐مدول يک M کنيد فرض .۳ .۴ قضيه

است؛ توزيع پذير M (۱)

داريم M از Z و Y ،X دلخواه زيرمدول هاي براي (۲)

(X + Y :R Z) = (X :R Z) + (Y :R Z)

داريم X دلخواه زيرمدول و Z ،Y متناهي توليد با زيرمدول هاي براي (۳)

(X :R Y ∩ Z) = (X :R Y ) + (X :R Z).

بنابراين است. ارزياب M ،۲ .۴ قضيه بنابر نتيجه، در است. شبه‐موضعي حلقه يک (R,m) کرد فرض مي توان (۱) ⇒ (۲) اثبات.
است. برقرار حکم نتيجه در و Y ⊆ X يا X ⊆ Y

داريم x, y ∈ M هر براي (۲) ⇒ (۳)

(Rx :R Ry) + (Ry :R Rx) = (Rx :R Rx+Ry) + (Ry :R Rx+Ry)

= (Rx+Ry :R Rx+Ry)

= R,

(Ry)m ⊆ يا (Rx)m ⊆ (Ry)m داريم ،m ماکسيمال ايده آل هر براي ، اين رو از است. برقرار فرض بنابر دوم تساوي آن در که
آن گاه ،Ym ⊆ Xm اگر .Ym ⊆ Zm کرد فرض مي توان تقارن بنابر .Zm ⊆ Ym يا Ym ⊆ Zm مي دهد نتيجه که (Rx)m

(X :R Y ∩ Z)m ⊇ (Xm :Rm Zm) + (Xm :Rm Ym) = Rm

چون x ∈ X هر براي .y/۱ ∈ Ym \ Xm کنيد فرض .Ym ⊈ Xm کرد فرض مي توان پس است. برقرار حکم اين حالت در و
مي دهد نتيجه r/۱ ∈ (X :R Y ∩Z)m حال .Xm ⊆ Ym مي دهد نتيجه که (Rx)m ⊆ (Ry)m پس (Ry)m ⊈ (Rx)m

r/۱ ∈ (Xm :Rm Ym) = (Xm :Rm Zm) + (Xm :Rm Ym)

است. برقرار حکم هم اين حالت در و
داريم x, y ∈ M هر براي (۳) ⇒ (۱)

(Rx :R Ry) + (Ry :R Rx) = (Rx ∩Ry :R Rx) + (Ry ∩Rx :R Ry)

= (Rx ∩Ry :R Rx ∩Ry)

= R,

.(Ry)m ⊆ (Rx)m يا (Rx)m ⊆ (Ry)m mداريم ماکسيمال ايده آل هر براي اين رو از است. برقرار فرض بنابر دوم تساوي آن در که
است. توزيع پذير M مي دهد نتيجه ،۲ .۴ قضيه بنابر خود، به نوبه ان هم که است ارزياب Mm مي شود نتيجه (۲) ⇒ (۳) اثبات مانند
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با (حلقه هاي نيم‐موضعي حلقه هاي روي که مي دهد نشان زير قضيه ضربي اند. متناهي، توليد با توزيع پذير مدول هاي ،۲ .۴ قضيه بنابر
هستند. ضربي  نتيجه در و اصلي  توزيع پذير مدول هاي متناهيِ توليد با زيرمدول هاي ماکسيمال) ايده آل متناهي تعداد

باشد، آن متناهي توليد با زيرمدول يک X و توزيع پذير R‐مدول يک M اگر باشد. نيم‐موضعي حلقه يک R کنيد فرض .۴ .۴ قضيه
.X = Rx که دارد وجود x ∈ X آن گاه

Rx + Ry زيرمدول x, y ∈ M هر براي دهيم نشان است کافي باشند. R ماکسيمال ايده آل هاي {mi}ni=۱ کنيد فرض اثبات.
اين رو از است. ارزياب مدول ‐Rmi

يک Mmi
،۱ ≤ i ≤ n ،i هر براي ، ۲ .۴ قضيه بنابر است. اصلي

(Rx)mi
⊆ (Ry)mi

يا (Ry)mi
⊆ (Rx)mi

.

قضيه بنابر .(Rx)mi
⊈ (Ry)mi

داريم k + ۱ ≤ i ≤ n براي و (Rx)mi
⊆ (Ry)mi

داريم ۱ ≤ i ≤ k براي کنيد فرض
شرايط با α, β ∈ R عناصر اول ايده آل هاي از اجتناب

α ∈
k⋂

i=۱

mi \
n⋃

i=k+۱

mi و β ∈
n⋂

i=k+۱

mi \
k⋃

i=۱

mi (۱ .۴)

معکوس پذير β/۱ ∈ Rmi
،۱ .۴ رابطه بنابر آن گاه ،۱ ≤ i ≤ k اگر مي افتد. اتفاق حالت دو ۱ ≤ i ≤ n که i هر براي دارند. وجود

اين رو از و است،

(R(αx+ βy))mi
= (Ry)mi

= (Rx)mi
+ (Ry)mi

.

اين رو از و است، معکوس پذير α/۱ ∈ Rmi
،۱ .۴ رابطه بنابر مجدداً آن گاه ،k + ۱ ≤ i ≤ n اگر

(R(αx+ βy))mi
= (Rx)mi

= (Rx)mi
+ (Ry)mi

.

است. برقرار حکم و Rx+Ry = R(αx+ βy) داريم ،[۱ قضيه ،۳ شماره ،§ ۳ ،۳ فصل ،۱] بنابر نتيجه، در

اين، وجود با است. اصلي نيم موضعي، حلقه يک روي توزيع پذير مدول يک از متناهي توليد با زيرمدول هر ۳ .۴ قضيه بنابر .۵ .۴ ملاحظه
و اول عدد يک p اگر مثال، به عنوان باشد. متناهي باتوليد مدول خود که ندارد لزومي

Zp∞ = {m/pn + Z | m ∈ Z, n ∈ N} =
⋃
n∈N

⟨۱/pn + Z⟩ ≤ Q/Z

به صورت آن زيرگروه هاي مشبکه پس، است. طبيعي عدد يک n آن در که است ⟨۱/pn + Z⟩ صورت به Zp∞ سره زيرمدول هر آن گاه

{۰} ⊊ ⟨۱/p+ Z⟩ ⊊ ⟨۱/p۲ + Z⟩ ⊊ · · · ⊊ ⟨۱/pn + Z⟩ ⊊ ⟨۱/pn+۱ + Z⟩ ⊊ · · · (۲ .۴)

توسط ضربي هم ريختي ،x ∈ Z \ pZ صحيح عدد هر براي اين که به توجه با است. توزيع پذير آبلي گروه يک Zp∞ نتيجه در است.
يکسان  هم با آن زيرمدول هاي ‐ZpZ و زيرمدول ها ‐Z و است مدول ‐ZpZ يک Zp∞ اين رو از است، يک ريختي يک Zp∞ روي x

نيست. متناهي توليد با مدول) ‐ZpZ نتيجه در (و آبلي گروه يک Zp∞ که است واضح ،۲ .۴ رابطه به توجه با هستند.

معادل اند: زير گزاره هاي اين صورت در باشد. R‐مدول يک M و شبه‐موضعي حلقه يک (R,m) کنيد فرض .۶ .۴ قضيه

است؛ توزيع پذير M (۱)

است؛ {mx | ۰ ̸= x ∈ M} به صورت M تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي مجموعه (۲)

است. M تحويل ناپذير زيرمدول يک ،۰ ̸= x ∈ M هر براي ،mx (۳)
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که دارد وجود x ∈ M مانند عضوي ۵ .۲ قضيه بنابر آن گاه باشد، M تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول يک N اگر (۱) ⇒ (۲) اثبات.
n ∈ N هر براي پس .N ⊊ Rx مي شود نتيجه m بودن ماکسيمال و ۲ .۴ قضيه ،M بودن توزيع پذير از اين رو از .m = (N :R x)

.N = mx نتيجه در و .N ⊆ mx بنابراين .r ∈ m مي دهد نتيجه اين .n = rx که دارد وجود r ∈ R مانند عضوي
است. واضح (۲) ⇒ (۳)

وجود x, y ∈ M ،((۱) ⇔ (۲)) ۲ .۴ قضيه بنابر اين صورت در نباشد. توزيع پذير M خلف) (فرض کنيد فرض (۳) ⇒ (۱)
بنابر بود. خواهد M/my ساده زيرمدول يک (Rx+my)/my آن گاه ،mx ⊆ my اگر .Ry ⊈ Rx و Rx ⊈ Ry که دارند
تناقض يک که Rx+my = Ry نتيجه در و است M/my اساسي زيرمدول يک Soc(M/my) = (Ry/my) ،۵ .۲ قضيه

داريم ۵ .۲ قضيه طبق مجدداً بنابراين، .mx ⊈ my پس است.

Ry/my = Soc(M/my) ⊆ (mx+my)/my ⊆ (Rx+my)/my

است. تناقض يک نيز اين که

به صورت آن تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي مجموعه اگر تنها و اگر است توزيع پذير M R‐مدول .۷ .۴ }قضيه
m(Rx)(m) | x ∈ M,m ∈ Max(R)

⋂
Supp(Rx)

}
(۳ .۴)

باشد.

زيرمدول يک Nm ،۵ .۲ قضيه بنابر باشد. آن الحاقي ايده آل m و M تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول يک N کنيد فرض “ ⇒ ” اثبات.
.Nm = m(Rx)m mداريم = (N :R x) با x ∈ M هر براي ،۳ .۴ و قضاياي۴. ۲ بنابر نتيجه، در و Mmاست تحويل ناپذير کاملاً

پس است، M اولين ‐m زيرمدول يک N چون

N = N(m) = (mRx)(m) = m(Rx)(m),

داريم p اول ايده آل هر براي ([۱ قضيه ،۳ شماره ،§ ۳ ،۳ فصل ،۱]) که است برقرار دليل اين به دوم تساوي آن در )که
(mRx)(m)

)
p
=

(
m(Rx)(m)

)
p
.

R کرد فرض مي توان ۲ .۴ و ۵ .۲ قضاياي بنابر باشد. شده گفته شکل به M تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي کنيد فرض “ ⇐ ”
مي شود. نتيجه ۳ .۴ قضيه از حکم حال است. شبه‐موضعي حلقه يک

منابع فهرست
[1] Bourbaki, N., 1998.Commutative algebra: chapters 17 (Vol. 1). Springer Science & Business Media.

[2] Dauns, J., 1997. Primal Modules, Communications in Algebra, 25 (8), pp.24092435. doi:
10.1080/00927879708825998

[3] Fuchs, L., 1948. A condition under which an irreducible ideal is primary, The Quarterly Journal of
Mathematics, 19(1), pp.235237. doi: 10.1093/qmath/os19.1.235

[4] Fuchs, L., 1950. On primal ideals, Proceedings of the American Mathematical Society, 1(1), pp.16.
doi: 10.1090/S00029939195000325848

[5] Fuchs, L., Heinzer, W. and Olberding, B., 2005. Commutative ideal theory without finiteness condi
tions: primal ideals. Transactions of the American Mathematical Society, 357(7), pp.27712798. doi
10.1090/S0002994704035834



۴۳۳ آرتيني و توزيع پذير مدول هاي رده بندي و تحويل ناپذير کاملاً زيرمدول هاي

[6] Fuchs, L., Heinzer, W. and Olberding, B., 2006. Commutative ideal theory without finiteness con
ditions: Completely irreducible ideals. Transactions of the American Mathematical Society, 358(7),
pp.31133131. doi: 10.1090/S0002994706038153

[7] Heinzer, W. and Lantz, D., 1981. The Laskerian property in commutative rings. Journal of Algebra,
72(1), pp.101114. doi: 10.1016/00218693(81)903136

[8] Sharpe, D.W. and Vámos, P., 1972. Injective modules. Cambridge University Press, London.

[9] Smith, P. F., 1988. Some remarks on multiplication modules. Archiv der Mathematik, 50, pp.223235.
doi: 10.1080/00927872.2011.628724

[10] Zamani, N., 2011. Finitely generated gradedmultiplicationmodules.GlasgowMathematical Journal,
53(3), pp.693705. doi: 10.1017/S0017089511000279



۴۳۴ ‐۴۲۱ صفحه ،۳ شماره ،۱۳ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / خوجالي احمد ۴۳۴

Completely Irreducible Submodules and Characterization of
Distributive and Artinian Modules

A. Khojali 2

Department of Mathematics, Faculty of Sciences, University of Mohaghegh Ardabili, Ardabil, Iran

Communicated by: Amir Mafi

Received: 12 July 2023 Accepted: 1 December 2023

Abstract: Let R be a commutative ring with identity and let M be a unitary Rmodule. In this paper,
the structure of completely irreducible submodules will be studied and it is proved that a submodule K
has a comlpetely irreducible divisor if and only if Soc(M/K) is nontrivial which implies that a maximal
idealm is an strongly Bourbaki associated prime ideal ofK if and only ifK has anmprimal completely
irrducible divisor. Submodules ofM that are representable as an irredundant intersection of an overfamily
of completely irreducible submodules are characterized. Then it will be shown that, if R is a Noetherian
ring, thenM is Artinian if and only if its zero submodule has a primary decomposition whose components
are completely irreducible submodules. Finally, it is proved thatM is distributive if and only if the set of
its completely irreducible submodules is

{
m(Rx)(m) |x ∈ M, m ∈ Max(R)

⋂
Supp(Rx)

}
.
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