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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۵۲۳ ‐۵۰۳ ص ،۴ شماره ،۱۳ دوره ،۱۴۰۲ سال

ديناميکي سيستم هاي کمک به مبتلا فرد بدن در کرونا ويروس رفتار تحليل

(۱) قصاب لطفعلي احسان و ۱ (۱) چهارپاشلو رضا

ايران. دزفول، دزفول، شاپور جندي صنعتي دانشگاه پايه، علوم دانشکده رياضي، گروه (۱)

جهرمي فخارزاده رضا علي مسئول: دبير

۱۴۰۲/۱۰/۱۴ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۱/۹/۱۴ دريافت: تاريخ

سلول به aويروس الصاق شامل که است مرحله پنج شامل انسان بدن در ويروس هر انتشار فرايند کلي طور به چکيده:
زندگي سيکل داراي متفاوت ويروس هاي حال اين با مي باشد. eانتشار و dتکثير ، cتکثير براي آماده سازي ، bنفوذ ميزبان،
در ويروس اين رفتار تحليل و مبتلا فرد هر بدن در کرونا ويروس رفتار مدل سازي به مقاله اين در هستند. متفاوتي
استراتژي بين تکاملي رقابت ديناميک مطالعه به امر اين براي که مي پردازيم ديناميکي سيستم هاي از استفاده با فرد بدن

مي پردازيم. T و B لنفوسيت هاي بخصوص بدن ايمني سلول هاي و کرونا ويروس

T لنفوسيت ، B لنفوسيت انتشار، تکثير، نفوذ، تعادل، ديناميکي، سيستم هاي کليدي: واژه هاي

54E50; 54A20; 47H10 رياضي: ردهبندي
aVirus
bPenetrate
cUncoating
dReplication
eRelease

مقدمه ۱
ويروس ها اين آران اي که هنگامي هستند. ساده رشته اي دو آران اي ژنوم يک داراي و بوده ويريده کرونا ويروسي خانواده عضو کروناويروس ها
رونويسي جهت ندارد احتياجي ديگر و مي رود زبر آندوپلاسمي شبکه به متصل ريبوزوم هاي سمت به مستقيم مي شود، رها ميزبان سلول در

مي سازد. را خود آنتي ژن هاي ميزبان، جاندار سلول هاي ريبوزوم هاي توسط و مستقيم به طور و شود سلول هسته وارد
کروناويروس ها به ابتلا خطر معرض در بيشتر قلبي، بيماري هاي به مبتلا کودکان و مُسن افراد باشند، ديگري بيماري داراي هم زمان که افرادي

است. بيشتر باشد آن عامل کروناويروس که سرماخوردگي شدت معمولاً هستند.
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مي شوند. سرماخوردگي باعث بهار و زمستان در بيشتر و هستند سرماخوردگي به ابتلا عامل بزرگ ترين راينوويروس ها از پس ويروس ها، کرونا
تشخيص مي دهد. قرار تأثير تحت را انسان بدن تنفسي دستگاه آن ها از نوع هفت اما مي شوند، ديده حيوانات در بيشتر کروناويروس ها اگرچه
نمو و رشد آزمايشگاه در سختي به راينوويروس ها برخلاف آن ها که چرا است، مشکل کمي خير يا باشند کروناويروس ها بيماري، علت اين که
تشکيل پروتئيني تاج هاي را آن بيروني لايه و هستند ويروس مرکز در ژنتيکي مواد شده است؛ تشکيل لايه دو از ويروس اين ساختار مي کنند.
يک از هميشه کروناويروس ها مي شود سلول سيتوپلاسم وارد آن ژنوم و شده پوشش بدون ويروس ذره ميزبان، سلول به ورود از پس داده اند
بيماري موجب و کند پيدا ژنتيكي جهش يا تکامل است ممکن آسان تر انتقال براي ويروس اين شده است. منتقل ديگري گونه به حيوان گونه

شود. سخت تري
سلول درون به نفوذي راه که اين از بعد مي چسبد، بدن سلول هاي به ويروس اين يعني مي باشد. لايتيک ويروس هاي نوع از کرونا ويروس
پروتئيني غشا از و مي شود تکثير آن چنان مي کند، تغديه سلول پروتئيني غشا از کار اين براي و مي کند سلول درون تکثير به شروع کرد پيدا
به شده تکثير تازه ويروس هاي سلول از شدن خارج با و مي شود ميزبان سلول مرگ به منجر نهايت در و کرده پاره را غشا تا مي کند تغذيه
در اما مي پردازد ويروس با مقابله به T و Bهاي لنفوسيت از استفاده با بدن ايمني سيستم هنگام اين در مي روند. بدن سلول هاي ديگر سمت

است. يافته کاهش بيماري اين با مواجه هنگام در بدن لنفوسيت هاي توليد سطح که گرديده مشاهده موارد اغلب
پارامترهاي گرفتن نظر در با را بدن در ويروس  ها انتشار کومبز۲ است. شده انجام ويروس ها انتشار زمينه در زيادي مطالعات اخير سال هاي در
عمر طول در سلول داخل در شده توليد ويروس هاي تخميني تعداد و زماني واحد يک در سلول ها مرگ رشد سرعت ويروس، تکثير سرعت
سرعت عمر۵، ساختاري مدل از استفاده با وهمکاران کريست۴ گيل .[۲] داد، قرار مطالعه مورد مي گويند، برست۳ سايز آن به ميزبان،که سلول
که مختلفي عوامل تاثير مطالعه براي عمر ساختار مدل همين از نيز وهمکاران، نلسون۶ .[۳] دادند، قرار مطالعه مورد را ويروس ها تکثير
۷ کوماروا ،[۵] مرجع در .[۶] نمود، استفاده نباشند ثابت ايدز بيماري در سلول ها مرگ سرعت هم چنين و ويروس انتشار سرعت مي شوند باعث
معادلات از منظور اين براي او داد. قرار مطالعه مورد را بادينگ و لايتيک ويروس هاي وشيوع تکثير از جلوگيري براي مناسب استراتژي هاي
ويروس ها انتشار در پادتن ها اثر تحليل براي ديفيوژن۹ واکنشي معادلات از و آلودگي مستعد سلول هاي جمعيت تاثير تحليل براي اويلر‐لوتکا۸
باشد. زياد توجهي قابل مقدار به سالم سلول هاي درصد که کاراست زماني تنها مدل اين که است آن اويلر‐لوتکا مدل معايب از نمود. استفاده
دوره گرفتن نظر در با را ديگري رياضي مدل اويلر‐لوتکا، معادلات از استفاده به جاي مشکل، اين کردن برطرف براي مقاله اين در اين رو از
تاريخچه و مقدمه اول بخش در است. شده تشکيل بخش شش از مقاله اين مي دهيم. ارائه ويروس آن انتشار استراتژي و ويروسي بيماري يک
همگي مدل اين جواب هاي که مي دهيم نشان  سوم بخش در مي پردازيم. مدل بررسي و تحليل به دوم بخش است. شده معرفي کار به مربوط
در کرونا ويروس عملکرد بررسي به پنجم، بخش در مي گيرد. قرار بررسي مورد مدل اين پايداري و تعادل چهارم، بخش در کراندارند. و مثبت
مقاله اين در که مدلي مشابه است. شده داده قرار کار نتيجه گيري نيز ششم بخش در مي پردازيم. بدن ايمني سلول هاي با آن تقابل و بدن
تقابل به مقاله اين در حال است[۵]. داشته وجود بدن در بادينگ و لاتيک هاي ويروس بين رقابت بررسي براي مدل هايي پيشتر مي کنيم ارايه
T و B لنفوسيت نام هاي به لنفوسسيت نوع دو انسان هر بدن در که مي شود نشان خاطر مي پردازيم. ويروس کرونا با بدن لنفوسيت هاي بين
مي کنند. نابود را آن ها آلوده سلول هاي به چسبيدن با T لنفوسيت هاي و مي شوند ظاهر پادتن نقش در بدن در B لنفوسيت هاي که دارد، وجود

رياضي مدل بندي ۲

.[۷ ،۶ ،۳] است، گرفته قرار محققان توجه مورد ايدز بيماري ديناميک روي شده انجام پژوهش هاي در عمر، ساختاري مدل اخير سال هاي در
آوردن به دست جهت مدلي ، برده به کار (HIV) وي آي اچ بيماري براي ،[۷] رانگ که مدلي در تغييراتي ايجاد و برداري الگو با مقاله اين در

مي کنيم. معرفي را مدل اين پارامترهاي ذيل در مي آوريم. به دست ويروس کرونا به آلوده سلول هاي جمعيت از مناسب تخمين
. است شده آلوده سلول که است زماني مدت ديگر عبارت به يا است سلول آلودگي عمر نشان دهنده a

است. t زمان در ويروسي آلودگي معرض در مستعد سلول هاي چگالي نشان دهنده T (t)
مي باشد. t زمان در شده توليد B لنفوسيت هاي چگالي VB(t)

است. t زمان در شده توليد T لنفوسيت هاي چگالي VL(t)
شده اند. کشته B لنفوسيت هاي توسط که مي باشد t زمان در شده کشته ويروس هاي چگالي T ∗

B(t, a)
مي روند. بين از T لنفوسيت هاي توسط که است t زمان در a آلودگي عمر با آلوده سلول هاي چگالي T ∗

L(t, a)

2Coombs
3Burst size
4Gilchrist
5Agestructured model
6Nelson
7Komarova
8EulerLotka Equation
9Reaction Diffusion Equation
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است. t زمان در کرونا ويروس هاي چگالي A(t)
داديم، توضيح بالا در که پارامترهايي به توجه با بخش اين در مي شود؛ ايجاد رقابت نوعي کرونا ويروس  و بدن لنفوسيت هاي بين آن جايي که از

مي دهيم: ارائه زير به صورت بدن لنفوسيت هاي و کرونا ويروس  بين ديناميکي رقابت اين توصيف براي رياضي مدل يک

dT (t)

dt
= H − dTT (t)− βBT (t)VB(t)− βLT (t)VL(t),

∂T ∗
B(t, a)

∂t
+
∂T ∗

B(t, a)

∂a
= −dT ∗

B
(a)T ∗

B(t, a),

∂T ∗
L(t, a)

∂t
+
∂T ∗

L(t, a)

∂a
= −dT ∗

L
(a)T ∗

L(t, a),

dVB(t)

dt
=

∫ τ∗

τB

γB(a)T
∗
B(t, a)da− dV VB(t)− ηBVB(t)A(t),

dVL(t)

dt
=

∫ τ∗

τL

γL(a)T
∗
L(t, a)da− dV VL(t)− ηLVL(t)A(t),

dA(t)

dt
= p
(
VB(t) + VL(t)

)
A(t)− dAA(t)− ηBVB(t)A(t)− ηLVL(t)A(t).

(۱ .۲)

γL(a) و γB(a) ضرايب هستند. T و B لنفوسيت هاي توسط ويروس ها بردن بين از سرعت نشان  دهنده به ترتيب βL و βB آن در که
که است زماني مدت بيان گر به ترتيب τL و τB ضرايب است. a زمان مدت در بدن در T و B لنفوسيت هاي توليد سرعت بيان گر به ترتيب
و ηB ضرايب و پادتن هاست فعال سازي سرعت p ضريب شوند. نابود بدن در T و B لنفوسيت هاي توسط آلوده سلول هاي تا مي کشد طول

هستند. T و B لنفوسيت هاي بر کرونا ويروس غلبه سرعت به ترتيب نيز ηL
بدن در عفونتي و ويروس هيچ گونه t ∈ [−τ ∗, ۰) زمان در و شود شناسايي بدن در t = ۰ زمان در عفونت و ويروس کنيد فرض

داريم: صورت اين در دهد رخ ويروس شناسايي از بعد بلافاصله t = ۰ لحظه در ويروسي آلودگي ديگر به عبارت باشد. نداشته وجود

T ∗
B(۰, a) = ۰ = T ∗

L(۰, a), ∀a > ۰. (۲ .۲)

عمر با T و B لنفوسيت هاي با که آلوده سلول هاي چگالي که مي کنند جديد عفونت هاي ايجاد به شروع صفر آلودگي عمر با آلوده سلول هاي
مي آيند: بدست زير به صورت مي روند بين از t زمان در صفر آلودگي

T ∗
B(t, ۰) = βBT (t)VB(t), T ∗

L(t, ۰) = βLT (t)VL(t). (۳ .۲)

گرفت. نظر در B لنفوسيت هاي ديناميک براي را زير مرزي مقدار مسأله مي توان شد گفته آن چه به توجه با

∂T ∗
B(t, a)

∂t
+
∂T ∗

B(t, a)

∂a
= −dT ∗

B
T ∗
B(t, a),

T ∗
B(t, ۰) = βBT (t)VB(t),

T ∗
B(۰, a) = ۰, ∀a > ۰.

(۴ .۲)

داريم: مشخصه ها روش به فوق مساله حل با

T ∗
B(t, a) =


βBT (t− a)VB(t− a)e

−
∫ a
۰ dT∗

B
(ξ)dξ

, t ≥ a,

۰, t < a.

(۵ .۲)

آورد. بدست زير به صورت مي توان نيز را T ∗
L(t, a) مشابه به طور

T ∗
L(t, a) =


βLT (t− a)VL(t− a)e

−
∫ a
۰ dT∗

L
(ξ)dξ

, t ≥ a,

۰, t < a.

(۶ .۲)
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t ∈ [−τ ∗, ۰) هر براي VL(t) = ۰ و VB(t) = ۰ فرض گرفتن نظر در با و (۱ .۲) رابطه در (۶ .۲) و (۵ .۲) روابط جاي گذاري با
داريم:
(۷ .۲)

dT (t)

dt
= H − dTT (t)− βBT (t)VB(t)− βLT (t)VL(t),

dVB(t)

dt
=

∫ τ∗

τB

γB(a)e
−

∫ a
۰ dT ∗

B(ξ)dξβBT (t− a)VB(t− a)da− dV VB(t)− ηBVB(t)A(t),

dVL(t)

dt
=

∫ τ∗

τL

γL(a)e
−

∫ a
۰ dT ∗

L(ξ)dξβLT (t− a)VL(t− a)da− dV VL(t)− ηLVL(t)A(t),

=
dA(t)

dt
= p
(
VB(t) + VL(t)

)
A(t)− dAA(t)− ηBVB(t)A(t)− ηLVL(t)A(t).

مي پردازيم. سيستم اين ديناميک بررسي به مقاله اين ادامه در

سيستم جواب هاي بودن مثبت و کرانداري ۳
در که FDE اساسي تئوري به توجه با باشد. سوپريمم نرم با پيوسته توابع از باناخ فضاي يک X = C([−τ ∗, ۰],R۴) کنيد فرض
معادلات دستگاه براي

(
T (t), VB(t), VL(t), A(t)

)
يکتاي جواب يک که گرفت نتيجه مي توان است، شده اشاره آن به [۴] منبع

توابع از يک هر براي که بيولوژي تعريف گرفتن نظر در با دارد. وجود
(
T (θ), VB(θ), VL(θ), A(θ)

)
∈ X اوليه شرايط با (۷ .۲)

گرفت. نظر در زير به صورت توابع اين براي را زير اوليه شرايط مي توان است شده ارائه A(θ) و VL(θ) ،VB(θ) ،T (θ){
T (θ) ≥ ۰, VB(θ) = ۰, VL(θ) = ۰, A(θ) ≥ ۰, ∀θ ∈ [−τ ∗, ۰),
T (۰) > ۰, VB(۰) > ۰, VL(۰) > ۰, A(۰) > ۰.

(۱ .۳)

مي شود. ارائه زير قضيه مدل، اين براي (۱ .۳) در شده ارائه اوليه شرايط و (۷ .۲) مدل به توجه با

اين در مي کند. صدق (۴ .۲) اوليه شرايط در که باشد (۷ .۲) دستگاه جواب
(
T (t), VB(t), VL(t), A(t)

)
کنيد فرض .۱ .۳ قضيه

هستند. کراندار و نامنفي t ≥ ۰ هر براي A(t) و VL(t) ،VB(t) ،T (t) صورت

داريم: (۷ .۲) معادلات دستگاه در سوم و اول معادلات به توجه با اثبات.

T (t) = T (۰)e−
∫ t
۰ (dT+βBVB(ξ)+βLVL(ξ))dξ +

∫ t

۰
He−

∫ t
۰ (dT+βBVB(ξ)+βLVL(ξ))dξdη > ۰, (۲ .۳)

A(t) = A(۰)e
∫ t
۰ [pVB(ξ)+pVL(ξ)−dA−ηBVB(ξ)A(t)−ηLVL(ξ)]dξ > ۰. (۳ .۳)

و VB(t۱) = ۰ که باشد موجود چنان t۱ > ۰ کنيد فرض خلف برهان به است. VB(t) > ۰ مي دهيم نشان t > ۰ هر براي حال
داريم: صورت اين در باشد. مثبت t ∈ [۰, t۱) هر براي VB(t) همچنين

dVB(t۱)

∂t
=

∫ τ∗

τB

γB(a)e
−

∫ a
۰ dT∗

B
(ξ)dξ

βBT (t۱ − a)VB(t۱ − a)da > ۰. (۴ .۳)

هر براي VB(t) اين رو از است. تناقض اين و است منفي t۱ چپ سمت از همسايگي يک در VB(t) که مي کند ايجاب (۴ .۳) رابطه
است. مثبت نيز VL(t) ،t > ۰ هر براي نمود اثبات مي توان مشابه به طور است. مثبت ،t > ۰

مي دهيم قرار مي پردازيم. پارامترها اين کرانداري اثبات به اکنون

γ̄B := max
a∈[τB ,τ∗]

γB(a) γ̄L := max
a∈[τL,τ∗]

γL(a),

γ̄ := max{γ̄B, γ̄L}, η := min{ηB, ηL}
dT ∗ := min{ min

a∈[τB ,τ∗]
dT ∗

B
(a), min

a∈[τL,τ∗]
dT ∗

L
(a)}



۵۰۷ ديناميکي سيستم هاي کمک به مبتلا فرد بدن در کرونا ويروس رفتار تحليل

مي کنيم تعريف زير به صورت را G تابع حال

G(t) = γ̄

∫ τ∗

τB

e
−dT∗

B
(a)
T (t− a)da+ VB(t) + VL(t) +

η

p
A(t). (۵ .۳)

داريم: هستند، نامنفي (۷ .۲) سيستم جواب هاي اين که به توجه با

dG(t)

dt
= Hγ̄

∫ τ∗

τB

e−dT∗ada− dT γ̄

∫ τ∗

τB

e−dT∗aT (t− a)da

= −γ̄
∫ τ∗

τB

e−dT∗ (a)[βBT (t− a)VB(t− a) + βLT (t− a)VL(t− a)]da

+

∫ τ∗

τB

γB(a)e
−

∫ a
۰ dT ∗

B(ξ)dξβBT (t− a)VB(t− a)da+ dV VB(t)− ηBVB(t)A(t)

+

∫ τ∗

τL

γL(a)e
−

∫ a
۰ dT ∗

L(ξ)dξβLT (t− a)VL(t− a)da+ dV VL(t)− ηLVL(t)A(t)

+ η
(
VB(t) + VL(t)

)
A(t)− dAη

p
A(t)− ηηB

p
VB(t)A(t)−

ηηL
p
VL(t)A(t)

≤ γ̄

∫ τ∗

τB

e−dT∗ada− dT γ̄

∫ τ∗

τB

e−dT∗aT (t− a)da− dV VB(t)− dV VL(t)−
dAη

p
A(t)

≤ Q− dG(t)

(۶ .۳)

اين رو از است. d = min{dT , dV , dA} > ۰ نيز و Q = Hγ̄

∫ τ∗

τB

e−dT∗ada > ۰ آن در که

lim sup
t→∞

G(t) ≤ Q

d
,

VL(t) ،VB(t) ،T (t) که گرفت نتيجه مي توان ۵ .۳ رابطه تعريفGدر نحوه به توجه با اين رو از است Gکراندار که مي کند ايجاب اين و
هستند. کراندار نيز A(t) و

سيستم پايداري و تعادل ۴

مي گيريم نظر در زير به صورت را R(۱)
L و R(۱)

B ،R(۰)
L ،R(۰)

B کميت هاي

R
(۰)
B =

βBHKB

dV dT
, R

(۰)
L =

βLHKL

dV dT
, (۱ .۴)

R
(۱)
B = R

(۰)
B − σB, R

(۱)
L = R

(۰)
L − σL. (۲ .۴)

آن در که

KB =

∫ τ∗

τB

γB(a)e
−

∫ a
۰ dT∗

B
(ξ)dξ

da, KL =

∫ τ∗

τL

γL(a)e
−

∫ a
۰ dT∗

L
(ξ)dξ

da,

σB =
βBdA

dT (p− ηB)
, σL =

βLdA
dT (p− ηL)

.

(۳ .۴)



۵۲۳ ‐۵۰۳ صفحه ،۴ شماره ،۱۳ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / قصاب لطفعلي و چهارپاشلو ۵۰۸

است. a آلودگي عمر طول با B لنفوسيت با برخورد از پس آلوده سلول ماندن زنده احتمال نشان دهنده e−
∫ a
۰ dT∗

B
ξdξ عبارت اين جا در

سايز KB کميت مي دهد. نشان را ويروس اين به آلوده دلخواه سلول يک عمر طول در شده تکثير B لنفوسيت هاي کل تعداد KB کميت
طول در سلول داخل در شده توليد ويروس هاي تخميني تعداد و زماني واحد يک در سلول ها مرگ رشد سرعت ويروس، تکثير برست(سرعت
عمر طول ۱

dV
کميت مي شود. گرفته نظر در T لنفوسيت برست سايز به عنوان KL مشابه، به طور است. B لنفوسيت ميزبان)۱۰ سلول عمر

در B لنفوسيت توسط پاک سازي سرعت βB نهايت، در و است محيط در سالم سلول هاي چگالي H
dT

است. پادتن غياب در B لنفوسيت يک
با B لنفوسيت يک که داد نشان مي توان گرديد ارائه بالا در شده اشاره کميت هاي براي که بيولوژي تفسير به توجه با است. شده گرفته نظر
سلول βB KBH

dT dV
پاک سازي با مي شود. آلوده سلول βB H

dT dV
پاک سازي باعث است، H

dT
آن سالم سلول هاي چگالي که محيطي به ورود

(۱ .۴) رابطه در که است R(۰)
B کميت پادتن غياب در B لنفوسيت توسط پاک سازي سرعت نهايت در و رفته بالا پاک سازي سرعت آلوده

سرعت که باشد محيط در پادتني اگر حال است. پادتن غياب در T لنفوسيت پاک سازي سرعت نيز R(۰)
L مشابه، به طور است. شده تعريف

R
(۱)
B کميت همان محيط در پادتن اين حضور با B لنفوسيت پاک سازي سرعت اين صورت در باشد σB ،B لنفوسيت براي آن پاک سازي

سرعت که است پادتني حضور با محيط در T لنفوسيت پاک سازي سرعت R(۱)نيز
L مشابه، به طور است. شده تعريف (۲ .۴) رابطه در که است

مي باشد. σL لنفوسيت اين براي آن پا  ک سازي
مي دهيم قرار مي کنيم. بررسي را (۷ .۲) سيستم تعادل نقاط حال

T (۰) :=
H

dT
.

گرفتن نظر در با است. (۷ .۲) سيستم در آلودگي آزاد تعادل نقطه E۰همواره = (T (۰), ۰, ۰, ۰) که کرد مشاهده مي توان صورت اين در
اشاره خلاصه به طور آن ها از تعدادي به ادامه در که گرفت نظر در (۷ .۲) سيستم براي نيز را ديگري تعادل نقاط مي توان خاص شرايطي

مي شود.

آن در که است (۷ .۲) سيستم براي تعادل نقطه يک E۱۰ = (T (۱۰), V
(۱۰)
B , ۰, ۰) صورت اين در باشد R(۰)

B > ۱ اگر (۱
مي شوند، تعريف زير به صورت V (۱۰)

B و T (۱۰) کميت هاي

T (۱۰) =
dV

KBβB
, V

(۱۰)
B =

dT
βB

(R
(۰)
B − ۱). (۴ .۴)

آن در که است (۷ .۲) سيستم براي تعادل نقطه يک E۰۱ = (T (۰۱), ۰, V (۰۱)
L , ۰) صورت اين در باشد R(۰)

L > ۱ اگر (۲
مي شوند، تعريف زير به صورت V (۰۱)

L و T (۰۱) کميت هاي

T (۰۱) =
dV

KLβL
, V

(۰۱)
L =

dT
βL

(R
(۰)
L − ۱). (۵ .۴)

موجود Ê = (T̂ , V̂B, V̂L, ۰) به فرم (۷ .۲) سيستم براي تعادل نقطه نامتناهي صورت اين در R(۰)باشد
B = R

(۰)
L > ۱ اگر (۳

مي باشند، زير به صورت V̂L و V̂B ،T̂ آن در که است

T̂ =
dV

KBβB
, βBV̂B + βLV̂L = dT (R

(۰)
B − ۱). (۶ .۴)

(۷ .۲) سيستم براي تعادل نقطه يک E۲۰ = (T (۲۰), V
(۲۰)
B , ۰, A(۲۰)) صورت اين در باشد R(۱)

B > ۱ و p > ηB اگر (۴
مي شوند، تعريف زير به صورت A(۲۰) و V (۲۰)

B ،T (۲۰) کميت هاي آن در که

T (۲۰) =
H

dT (۱+ σB)
, V

(۲۰)
B =

dA
p− ηB

, A(۲۰) =
dV

ηB(۱+ σB)
(R

(۱)
B − ۱). (۷ .۴)

(۷ .۲) سيستم براي تعادل نقطه يک E۰۲ = (T (۰۲), V
(۰۲)
B , ۰, A(۰۲)) صورت اين در باشد R(۱)

B > ۱ و p > ηB اگر (۵
مي شوند، تعريف زير به صورت A(۰۲) و V (۰۲)

B ،T (۰۲) کميت هاي آن در که

T (۰۲) =
H

dT (۱+ σL)
, V

(۰۲)
L =

dA
p− ηL

, A(۰۲) =
dV

ηL(۱+ σL)
(R

(۱)
L − ۱). (۸ .۴)

10Burst Size



۵۰۹ ديناميکي سيستم هاي کمک به مبتلا فرد بدن در کرونا ويروس رفتار تحليل

آن در که E۲۲ = (T (۲۲۰, V
(۲۲)
B , V

(۲۲)
L , A(۲۲)) نقطه (۶

T (۲۲) =
H(ηL − ηB)

dT (R
(۰)
B ηL −R

(۰)
L ηB

, A(۲۲) =
dV (R

(۰)
L −R

(۰)
B )

R
(۰)
B ηL −R

(۰)
L ηB

,

V
(۲۲)
B =

dT (
H

T (۲۲)dT
− ۱− σL)σB

βB(σB − σL)
, V

(۲۲)
L =

dT (
H

T (۲۲)dT
− ۱− σB)σL

βB(σL − σB)
,

(۹ .۴)

دهد، رخ زير شرايط از يکي هرگاه است (۷ .۲) سيستم براي مثبت تعادل نقطه

σB > σL, ηL > ηB, R
(۰)
L > R

(۰)
B ,

(VI− ۱)
R

(۰)
B

ηL
ηB

+ (۱+ σL)(۱−
ηL
ηB

) > R
(۰)
L > R

(۰)
B

ηL
ηB

+ (۱+ σB)(۱−
ηL
ηB

).

σB > σL, ηL < ηB, R
(۰)
L < R

(۰)
B ,

(VI− ۲)
R

(۰)
B

ηL
ηB

+ (۱+ σB)(۱−
ηL
ηB

) > R
(۰)
L > R

(۰)
B

ηL
ηB

+ (۱+ σL)(۱−
ηL
ηB

).

σB < σL, ηL > ηB, R
(۰)
L > R

(۰)
B ,

(VI− ۳)
R

(۰)
B

ηL
ηB

+ (۱+ σB)(۱−
ηL
ηB

) > R
(۰)
L > R

(۰)
B

ηL
ηB

+ (۱+ σL)(۱−
ηL
ηB

).

σB < σL, ηL < ηB, R
(۰)
L < R

(۰)
B ,

(VI− ۴)
R

(۰)
B

ηL
ηB

+ (۱+ σL)(۱−
ηL
ηB

) > R
(۰)
L > R

(۰)
B

ηL
ηB

+ (۱+ σB)(۱−
ηL
ηB

).

مي پردازيم. تعادل نقاط اين پايداري بررسي به حال
وقتي T و B لنفوسيت هاي جمعيت صورت اين در باشد يک از کمتر T و B لنفوسيت هاي پاک سازي سرعت هرگاه که مي شود نشان خاطر

مي کنند. ميل صفر سمت به ،t→ ∞

باشد. R(۰)
L < ۱ و R(۰)

B < ۱ هرگاه است پايدار۱۱ مجانب سرتاسري به طور E۰ = ( H
dT
, ۰, ۰, ۰) تعادل نقطه .۱ .۴ قضيه

به صورت و کرده E۰خطي سازي تعادل نقطه در را (۷ .۲) سيستم ابتدا باشد. (۷ .۲) سيستم براي موضعي تعادل E۰نقطه کنيد فرض اثبات.
مي گيريم نظر در زير

du۱(t)

dt
= −dTu۱(t)− βB

H

dT
u۲(t)− βL

H

dT
u۳(t),

du۲(t)

dt
=

∫ τ∗

τB

γB(a)e
−

∫ a
۰ dT∗

B
(ξ)dξ

βB
H

dT
u۲(t− a)− dV u۲(t),

du۳(t)

dt
=

∫ τ∗

τL

γL(a)e
−

∫ a
۰ dT∗

L
(ξ)dξ

βL
H

dT
u۳(t− a)− dV u۳(t),

du۴(t)

dt
= −dAu۴(t).

(۱۰ .۴)

11Globally Asymptotically Stable



۵۲۳ ‐۵۰۳ صفحه ،۴ شماره ،۱۳ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / قصاب لطفعلي و چهارپاشلو ۵۱۰

گرفت، نظر در زير به صورت مي توان نيز را خطي سيستم اين براي مشخصه معادله

J۰(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+ dT βB
H
dT

βL
H
dT

۰

۰ λ+ dV + βB
H
dT
KB(λ) ۰ ۰

۰ ۰ λ+ dV + βL
H
dT
KL(λ) ۰

۰ ۰ ۰ λ+ dA

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(۱۱ .۴)

آن در که

KB(λ) =

∫ τ∗

τB

γB(a)e
−(

∫ a
۰ dT∗

B
(ξ)dξ+λa)

da, KL(λ) =

∫ τ∗

τB

γL(a)e
−(

∫ a
۰ dT∗

B
(ξ)dξ+λa)

da (۱۲ .۴)

از استفاده با نيز ديگر ويژه مقادير و هستند سيستم اين براي ويژه مقدار دو λ۲ = −dA < ۰ و λ۱ = −dT < ۰ که است بديهي
مي آيند، بدست زير روابط

λ+ dV = βB
H

dT
KB(λ), (۱۳ .۴)

و

λ+ dV = βL
H

dT
KL(λ). (۱۴ .۴)

با معادلند به ترتيب (۱۴ .۴) و (۱۳ .۴) روابط

λ

dV
+ ۱ = R

(۰)
B

KB(λ)

KB

, (۱۵ .۴)

و

λ

dV
+ ۱ = R

(۰)
L

KL(λ)

KL

. (۱۶ .۴)

کنيد فرض خلاف، به هستند. منفي (۱۶ .۴) و (۱۵ .۴) معادلات ريشه هاي همه حقيقي قسمت مي دهيم نشان قضيه فرضيات به توجه با حال
صورت، اين در باشد. x ≥ ۰ و بوده (۱۵ .۴) معادله ريشه λ = x+ iy که

|KB(λ)| ≤
∫ τ∗

τB

γB(a)
∣∣∣e−(

∫ a
۰ dT∗

B
(ξ)dξ+λa)

∣∣∣ da ≤
∫ τ∗

τB

γB(a)e
−(

∫ a
۰ dT∗

B
(ξ)dξ+λa)

da = KB. (۱۷ .۴)

داريم: R(۰)
B < ۱ فرض گرفتن نظر در با ∣∣∣∣حال λdV + ۱

∣∣∣∣ ≥ ۱,
∣∣∣∣R(۰)

L

KL(λ)

KL

∣∣∣∣ < ۱, (۱۸ .۴)

گرفتن نظر در با مشابه به طور است. منفي (۱۵ .۴) معادله ريشه هاي تمام حقيقي قسمت اين رو از مي باشد. (۱۵ .۴) رابطه با متناقض که
E۰ نقطه ،[۴] به توجه با اين رو از هستند. منفي نيز (۱۶ .۴) معادله ريشه هاي همه حقيقي قسمت که داد نشان مي توان R(۰)

L < ۱ فرض
است. پايدار مجانب موضعي به طور

جاذب۱۲ سرتاسري E۰به طور که دهيم نشان کافيست منظور اين براي است. پايدار مجانب سرتاسري E۰به طور دهيم نشان بايد اکنون
داريم: هستند، مثبت (۷ .۲) سيستم جواب هاي تمام اين که به توجه با است.

dT (t)

dt
= H − dTT (t)− βBT (t)VB(t)− βLT (t)VL(t),

≤ H − dTT (t).

(۱۹ .۴)

12Attractive



۵۱۱ ديناميکي سيستم هاي کمک به مبتلا فرد بدن در کرونا ويروس رفتار تحليل

مي کند، ايجاب (۱۹ .۴) رابطه

lim supT (t) ≤ H

dT
. (۲۰ .۴)

مي کنيم، تعريف زير به صورت را R(۰)
L (ε) و R(۰)

B (ε) توابع حال

R
(۰)
B (ε) =

βB(H + ε)KB

dV dT
, R

(۰)
L (ε) =

βL(H + ε)KL

dV dT
. (۲۱ .۴)

کنند، صدق زير روابط در R(۰)
L (ε) و R(۰)

B (ε) به طوري که باشد کوچک کافي به اندازه مقداري ε کنيد فرض

R
(۰)
L (ε) < ۱, R

(۰)
B (ε) < ۱.

که، است موجود به گونه اي t∗ > ۰ که کرد مشاهده مي توان (۲۰ .۴) رابطه به توجه با

T (t) ≤ H + ε

dT
, t ≥ t∗. (۲۲ .۴)

داريم، بنابراين

dVB(t)

∂t
≤ H + ε

dT

∫ τ∗

τB

γB(a)e
−

∫ a
۰ dT∗

B
(ξ)dξ

βBVB(t− a)da− dV VB(t),

dVL(t)

∂t
≤ H + ε

dT

∫ τ∗

τL

γL(a)e
−

∫ a
۰ dT∗

L
(ξ)dξ

βLVL(t− a)da− dV VL(t).

(۲۳ .۴)

مي گيريم، نظر در را زير خطي سيستم اکنون
dw۲(t)

∂t
≤ H + ε

dT

∫ τ∗

τB

γB(a)e
−

∫ a
۰ dT∗

B
(ξ)dξ

βBw۲(t− a)da− dVw۲(t),

dw۳(t)

∂t
≤ H + ε

dT

∫ τ∗

τL

γL(a)e
−

∫ a
۰ dT∗

L
(ξ)dξ

βLw۳(t− a)da− dVw۳(t).

(۲۴ .۴)

Hشده Hجايگزين + ε آن ها در که هستند (۱۰ .۴) سيستم در سوم و دوم روابط مشابه (۲۴ .۴) سيستم رابطه دو هر که است توجه قابل
H جايگزين H + ε آن در که است (۱۶ .۴) و (۱۵ .۴) به فرم معادله دو حاصل ضرب نيز (۲۴ .۴) رابطه مشخصه معادله بنابراين است.
اين که به توجه با هستند. منفي نيز (۲۴ .۴) سيستم ويژه مقادير همه حقيقي قسمت که داد نشان مي توان مشابه، به طور بنابراين، مي شود.
[۸] مقايسه اي۱۳ قضيه به توجه با حال است. پايدار مجانب سرتاسري به طور (۲۴ .۴) سيستم بديهي جواب لذا است خطي (۲۴ .۴) سيستم

که، گرفت نتيجه مي توان
lim
t→∞

(
VB(t) + VL(t)

)T
= (۰, ۰).

مي گيريم، نظر در زير به صورت سيستم يک به شکل را (۷ .۲) سيستم آخر و اول معادلات خاتمه در
dw۱(t)

dt
= H − dTw۱(t),

dw۴(t)

dt
= −dAw۴(t).

(۲۵ .۴)

13Comparison Theorem
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مي توان ،[۱] زمان‐پايا۱۴، سيستم هاي مجانبي قضيه به توجه با مي کنند. ميل ( H
dT
, ۰) به سيستم اين جواب هاي همه که است بديهي

مي کند، صدق زير روابط در (۷ .۲) سيستم براي
(
T (t), VB(t), VL(t), A(t)

)
مثبت جواب هر کرد مشاهده

lim
t→infty

A(t) = ۰, lim
t→∞

T (t) =
H

dT
.

بنابراين

lim
t→∞

(
T (t), VB(t), VL(t), A(t)

)
= (

H

dT
, ۰, ۰, ۰).

است. جاذب سرتاسري به طور E۰ که معناست بدان اين

صورت اين در باشد. R(۱)
B < ۱ و p > ηB اين که يا p ≤ ηB هرگاه است. R(۰)

B > R
(۰)
L و R(۰)

B > ۱ کنيد فرض .۲ .۴ قضيه
اين در باشد R(۱)

B > ۱ و p > ηB اين که يا R(۰)
B < R

(۰)
L هرگاه همچنين است. مجانبي پايدار موضعي به صورت E۱۰ تعادل نقطه

است. ناپايدار E۱۰ نقطه صورت

مي گيريم، نظر در زير به صورت E۱۰ تعادل نقطه در را (۷ .۲) شده خطي سازي سيستم اثبات.
(۲۶ .۴)

du۱(t)

dt
= −dTu۱(t)− βBV

(۱۰)
B u۱(t)− βBT

(۱۰)u۲(t)− βLT
(۱۰)u۳(t),

du۲(t)

dt
=

∫ τ∗

τB

γB(a)e
−

∫ a
۰ dT∗

B
(ξ)dξ

[βBV
(۱۰)
B u۱(t− a) + βBT

(۱۰)u۲(t− a)]da− dV u۲(t)− ηBV
(۱۰)
B u۴(t),

du۳(t)

dt
=

∫ τ∗

τL

γL(a)e
−

∫ a
۰ dT∗

L
(ξ)dξ

βLT
(۱۰)u۳(t− a)da− dV u۳(t),

du۴(t)

dt
= (p− ηB)V

(۱۰)
B u۴(t)− dAu۴(t).

است، زير به صورت خطي سيستم اين براي مشخصه معادله
(۲۷ .۴)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+ dT + βBV
(۱۰)
B βBT

(۱۰) βLT
(۱۰) ۰

−βBV (۱۰)
B KB(λ) λ+ dV − βBT

(۱۰)KB(λ) ۰ ηBV
(۱۰)
B

۰ ۰ λ+ dV − βLT
(۱۰)KL(λ) ۰

۰ ۰ ۰ λ+ dA − (p− ηB)V
(۱۰)
B

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ۰.

است، زير به صورت (۲۶ .۴) سيستم براي ويژه مقادير از يکي که کرد مشاهده مي توان دقيق محاسبه با

λ۱ = −dA + (p− ηB)V
(۱۰)
B =

dA
σB

(R
(۱)
B − ۱). (۲۸ .۴)

R(۱)باشد
B > ۱ صورتي که در اما است. λ۱ < ۰ صورت اين در R(۱)باشد

B < ۱ و p > ηB اين که يا p ≤ ηB اگر که است بديهي
مي شوند. حاصل زير روابط از (۲۶ .۴) سيستم براي ديگر ويژه مقادير بود. خواهد λ۱ > ۰ صورت اين در

λ+ dV = βLT
(۱۰)KL(λ), (۲۹ .۴)

و

(λ+ dT )(λ+ dV ) + (λ+ dV )βBV
(۱۰)
B − (λ+ dT )βBT

(۱۰)KB(λ) = ۰. (۳۰ .۴)
14Theory of Asymptotically Autonomous Systems
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با است معادل (۲۹ .۴) رابطه

λ

dV
+ ۱ =

R
(۰)
L

R
(۰)
B

KL(λ)

KL

. (۳۱ .۴)

حقيقي قسمت صورت اين در باشد R(۰)
B > R

(۰)
L هرگاه که داد نشان مي توان گرديد ارائه (۱۵ .۴) معادله براي آنچه مشابه استدلالي با

هستند. منفي (۲۹ .۴) معادله ريشه هاي همه
با است معادل (۳۰ .۴) معادله هستند. منفي نيز (۳۰ .۴) معادله ريشه هاي همه حقيقي قسمت که مي دهيم نشان حال

(λ+ dT )(λ+ dV ) + (λ+ dV )dT (R
(۰)
B − ۱)− (λ+ dT )dV

KB(λ)

KB

= ۰. (۳۲ .۴)

کرد، بازنويسي زير به صورت مي توان نيز را (۳۲ .۴) معادله

(λ+ dTR
(۰)
B )(

λ

dV
+ ۱) = (λ+ dT )

KB(λ)

KB

. (۳۳ .۴)

اين که از استفاده با صورت اين در باشد. x ≥ ۰ که خلاف فرض به باشد. (۳۳ .۴) معادله ريشه يک λ = x + iy کنيد فرض
داريم: است، R(۰)

B > ۱

|λ+ dTR
(۰)
B | > |λ+ dT |,

∣∣∣∣ λdV + ۱
∣∣∣∣ ≥ ۱,

∣∣∣∣KB(λ)

KB

∣∣∣∣ ≤ ۱. (۳۴ .۴)

+λ)∣∣∣∣بنابراين dTR
(۰)
B )

(
λ

dV
+ ۱
)∣∣∣∣ > ∣∣∣∣(λ+ dT )

KB(λ)

KB

∣∣∣∣ , (۳۵ .۴)

لذا هستند. منفي (۳۳ .۴) معادله ريشه هاي همه حقيقي قسمت آنگاه باشد، R(۰)
B > ۱ اگر بنابراين است. (۳۳ .۴) رابطه با تناقض در اين و

دهد رخ نيز زير شرايط از يکي و است R(۰)
B > R

(۰)
L و R(۰)

B > ۱ حالتي که در

باشد. p ≤ ηB .۱

باشد. R(۱)
B < ۱ و p > ηB .۲

اگر اما است. پايدار مجانب موضعي E۱۰به صورت نقطه اين رو از و هستند منفي (۲۷ .۴) معادله ريشه هاي همه حقيقي قسمت صورت اين در
است. ناپايدار E۱۰ که مي کند ايجاب اين و بود خواهد λ۱ > ۰ صورت اين در باشد R(۱)

B > ۱ و p > ηB
مي کنيم، تعريف زير به صورت را ψ تابع باشد R(۰)

B < R
(۰)
L حالتي که در

ψ(λ) =
λ

dV
+ ۱− R

(۰)
L

R
(۰)
B

KL(λ)

KL

. (۳۶ .۴)

صورت اين در

ψ(۰) = ۱− R
(۰)
L

R
(۰)
B

< ۰. (۳۷ .۴)

ديگر طرف از
lim
λ→∞

ψ(λ) = ∞,

مثبت ريشه داراي (۲۷ .۴) مشخصه معادله که است معني بدان اين و است ψ(λ∗) = ۰ که است موجود به گونه اي λ∗ > ۰ بنابراين
است. ناپايدار E۱۰ لذا است.
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داد. ارائه نشود، يافت محيط در ويروسي حالتي که در ،T لنفوسيت هاي براي را زير قضيه مي توان ۲ .۴ قضيه مشابه

نقطه صورت اين در ، R(۱)
L < ۱ و p > ηL اين که يا p ≤ ηL هرگاه . R(۰)

L > R
(۰)
B و R(۰)

L > ۱ کنيد فرض .۳ .۴ قضيه
E۰۱ نقطه صورت اين R(۱)،در

L و p > ηL اين که R(۰)يا
L < R

(۰)
B هرگاه همچنين است. مجانبي پايدار موضعي E۰۱به صورت تعادل

است. ناپايدار

لنفوسيت شرايط آن تحت که مي دهيم قرار مطالعه مورد را شرايطي راستا اين در مي دهيم. قرار بررسي مورد E۲۰را پايايي زير قضيه در
مي دهد. ادامه خود حيات به و نشده ريشه کن نيز محيط در ويروس حضور با حتي B

هرگاه . R(۱)
B > ۱ و p > ηB کنيد فرض .۴ .۴ قضيه

R
(۰)
L < ۱+ σB

ηL
ηB

(R
(۱)
B − ۱), (۳۸ .۴)

صورتي که در اما است پايدار مجانب موضعي به صورت E۲۰ تعادل نقطه صورت اين در

R
(۰)
L > ۱+ σB

ηL
ηB

(R
(۱)
B − ۱), (۳۹ .۴)

است. ناپايدار E۲۰ تعادل نقطه صورت اين در

در را (۷ .۲) شده خطي سازي سيستم اکنون . R(۰)
B > ۱ که مي کند ايجاب R(۱)

B > ۱ و p > ηB شرايط که شود توجه ابتدا اثبات.
مي گيريم، نظر در زير به صورت E۲۰ نقطه

(۴۰ .۴)

du۱(t)

dt
= −dTu۱(t)− βBV

(۲۰)
B u۱(t)− βBT

(۲۰)u۲(t)− βLT
(۲۰)u۳(t),

du۲(t)

dt
=

∫ τ∗

τB

γB(a)e
−

∫ a
۰ dT∗

B
(ε)dε

[βBV
(۲۰)
B u۱(t− a)− βBT

(۲۰)u۲(t− a)]da− dV u۲(t)− ηBA
(۲۰)u۲(t)− ηBV

(۲۰)
B u۴(t),

du۳(t)

dt
=

∫ τ∗

τL

γL(a)e
−

∫ a
۰ dT∗

L
(ε)dε

[βLT
(۲۰)u۳(t− a)]da− dV u۳(t)− ηLA

(۲۰)u۳(t),

du۴(t)

dt
= (p− ηB)A

(۲۰)u۲(t) + (p− ηL)A
(۲۰)u۳(t) + (p− ηB)V

(۲۰)
B u۴(t)− dAu۴(t).

مي باشد، زير به صورت خطي سيستم اين براي مشخصه معادله
(۴۱ .۴)

J۲۰(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+ dT + βBV
(۲۰)
B βBT

(۲۰) βLT
(۲۰) ۰

−βBV (۲۰)
B KB(λ) λ+ dV + ηBA

(۲۰) − βBT
(۲۰)KB(λ) ۰ ηBV

(۲۰)
B

۰ ۰ λ+ dV + ηLA
(۲۰) − βLT

(۲۰)KL(λ) ۰

۰ −(p− ηB)A
(۲۰) −(p− ηL)A

(۲۰) λ+ dA − (p− ηB)V
(۲۰)
B

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ۰.

مي شوند، تعيين زير روابط توسط ،(۴۱ .۴) معادله ريشه هاي

λ+ dV + ηLA
(۲۰) − βLT

(۲۰)KL(λ) = ۰, (۴۲ .۴)

و
(۴۳ .۴)∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+ dT + βBV
(۲۰)
B βBT

(۲۰) ۰

−βBV (۲۰)
B KB(λ) λ+ dV + ηBA

(۲۰) − βBT
(۲۰)KB(λ) ηBV

(۲۰)
B

۰ −(p− ηB)A
(۲۰) λ+ dA − (p− ηB)V

(۲۰)
B

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ۰

اين که، با است معادل (۴۲ .۴) معادله

λ+ dV +
ηL
ηB

dV
۱+ σB

(R
(۱)
B − ۱) = R

(۰)
L

dV
۱+ σB

KL(λ)

KL

. (۴۴ .۴)
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کرد، بازنويسي زير به صورت مي توان نيز را (۴۴ .۴) معادله

۱+ σB
dV

λ+ ۱+ σB +
ηL
ηB

(R
(۱)
B − ۱) = R

(۰)
L

KL(λ)

KL

. (۴۵ .۴)

اين در . x ≥ ۰ کنيد فرض خلاف به . x < ۰ که مي دهيم نشان باشد. (۴۵ .۴) معادله براي ريشه يک λ = x + iy کنيد فرض
مي کند، صدق زير رابطه در (۴۵ .۴) معادله چپ سمت صورت

≥ ۱+ σB +
ηL
ηB

(R
(۱)
B − ۱)

∣∣∣∣۱+ σB
dV

λ+ ۱+ σB +
ηL
ηB

(R
(۱)
B − ۱)

∣∣∣∣ , (۴۶ .۴)

مي کند، صدق زير رابطه در نيز (۴۵ .۴) رابطه راست سمت همچنين R(۰)∣∣∣∣و
L

KL(λ)

KL

∣∣∣∣ ≤ R
(۰)
L . (۴۷ .۴)

x < ۰ اين رو از و مي شود باطل خلف فرض بنابراين هستند. متناقض بالا نامساوي دو که کرد مشاهده مي توان (۳۸ .۴) فرض به توجه با
مي دهيم. قرار بررسي مورد را (۴۳ .۴) معادله ريشه هاي حال هستند. منفي (۴۵ .۴) معادله ريشه هاي تمام حقيقي قسمت ديگر به عبارت .

با است معادل (۴۳ .۴) معادله

λ+ λ[(λ+ dT )(λ+ dV ηBA
(۲۰)) + βBV

(۲۰)
B (λ+ dV + ηBA

(۲۰))− βBT
(۲۰)KB(λ)dT )]

+ ηBV
(۲۰)
B (p− ηB)A

(۲۰)(λ+ dT + βBV
(۲۰)
B ) = ۰.

(۴۸ .۴)

داريم: معادل )به طور
۱+

σB
λ
dT

+ ۱

)(
۱+ σB

dVR
(۰)
B

λ+ ۱

)
+
dA
λ

(
۱− ۱

R
(۰)
B

)(
۱+

σB
λ
dT

+ ۱

)
=
KB(λ)

KB

. (۴۹ .۴)

R
(۱)
B > ۱ فرض به توجه با صورت اين در . x ≥ ۰ که خلاف فرض به است. (۴۹ .۴) معادله براي ريشه يک λ = x+ iy کنيد فرض

مي کند، صدق زير رابطه در (۴۹ .۴) معادله راست سمت که کرد مشاهده KB(λ)∣∣∣∣مي توان

KB

∣∣∣∣ ≤ ۱, (۵۰ .۴)

مي کند، صدق زير رابطه در نيز (۴۹ .۴) رابطه چپ سمت و
(۵۱ .۴)∣∣∣∣∣

(
۱+

σB
λ
dT

+ ۱

)(
۱+ σB

dVR
(۰)
B

λ+ ۱

)
+
dA
λ

(
۱− ۱

R
(۰)
B

)(
۱+

σB
λ
dT

+ ۱

)∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣
(
۱+

σB
λ
dT

+ ۱

)(
۱+ σB

dVR
(۰)
B

λ+ ۱

)∣∣∣∣∣ > ۱.

نتيجه اين از . x < ۰ و مي شود باطل خلف فرض اين رو از است، (۴۹ .۴) رابطه با تناقض در (۵۱ .۴) و (۵۰ .۴) روابط برقراري آن جاکه از
کنيد فرض است. پايدار مجانب موضعي به صورت E۲۰ بنابراين هستند. منفي (۴۹ .۴) معادله ريشه هاي تمام حقيقي قسمت که مي شود

ψ(λ) =
۱+ σB
dV

λ+ ۱+ σB +
ηL
ηB

(R
(۱)
B − ۱)−R

(۰)
L

KL(λ)

KL

. (۵۲ .۴)

صورت اين در
lim
λ→∞

ψ(λ) = ∞.

داريم: (۳۹ .۴) گرفتن نظر در با ديگر طرف از

ψ(۰) = ۱+ σB +
ηL
ηB

(R
(۱)
B − ۱)−R

(۰)
L < ۰. (۵۳ .۴)

معني بدين اين و ψ(λ∗) = ۰ که است موجود به گونه اي λ∗ > ۰ ثابت که گرفت نتيجه مي توان (۵۳ .۴) و (۵۲ .۴) روابط به توجه با
است. ناپايدار E۲۰ تعادل نقطه اين رو از و است مثبت (۴۵ .۴) معادله ويژه مقادير از يکي حداقل که است
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داد. ارائه است موجود محيط در ويروسي که شرايطي در T لنفوسيت براي را زير قضيه مي توان ۴ .۴ قضيه مشابه

هرگاه باشد. R(۱)
L > ۱ و p > ηL کنيد فرض .۵ .۴ قضيه

R
(۰)
B < ۱+ σL +

ηB
ηL

(R
(۱)
L − ۱), (۵۴ .۴)

صورتي که در اما است. پايدار مجانب موضعي به صورت E۰۲ تعادل نقطه صورت اين در باشد

R
(۰)
B > ۱+ σL +

ηB
ηL

(R
(۱)
L − ۱), (۵۵ .۴)

است. ناپايدار E۰۲ تعادل نقطه صورت اين در باشد

و p < ηB هرگاه مي شود مشاهده که همان طور است. گرفته قرار مطالعه مورد تعادل نقاط پايداري و وجود شرايط ۱ جدول در
به صورت مي توانند است، R(۰)

L و R(۰)
B به وابسته آن ها پايداري که E۱۰ و E۰۱ ،E۰ تعادل نقطه سه صورت اين در باشد p < ηL

لازم است. پايدار مجانب موضعي به صورت E۱۰ تعادل نقطه آن گاه ، R(۰)
B > R

(۰)
L و R(۰)

B > ۱ هرگاه باشند. پايدار مجانب موضعي
کافي به اندازه p هرگاه که است دليل اين به اين ندارند. دراز مدت در لنفوسيت ها ديناميک در نقشي ويروس ها حالت اين در که است ذکر به
در ندارند. B و T لنفوسيت هاي خنثي سازي در تاثيري شده توليد جديد ويروس هاي صورت اين در ،(p < ηL و p < ηB ) باشد کوچک

مي دهيم. قرار بررسي مورد نيز را هستند p > ηL يا p > ηB که حالت هايي بخش اين ادامه

تعادل نقطه پايداري و وجود شرايط :۱ جدول
Equilibrium existence L.A.S

E۰ Always R
(۰)
B < ۱ and R(۰)

L < ۱

E۱۰ R
(۰)
B > ۱ R

(۰)
B > R

(۰)
L and {p < ηB, or p > ηB and R

(۱)
B < ۱

E۰۱ R
(۰)
L > ۱ R

(۰)
L > R

(۰)
B and {p < ηL, or p > ηL and R

(۱)
L < ۱

E۲۰ p > ηB, R
(۱)
B > ۱ R

(۰)
L < R

(۰)
B

ηL
ηB

+ (۱+ σB)(۱− ηL
ηB
)

E۰۲ p > ηL, R
(۱)
L > ۱ R

(۰)
L > R

(۰)
B

ηL
ηB

+ (۱+ σL)(۱− ηL
ηB
)

است. شده ارائه ηB < ηL و ηB = ηL ،ηB > ηL حالت هاي از يک هر براي دياگرام هايي به ترتيب ۳‐۹ شکل هاي در

(الف) :۱ شکل
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(ب) :۲ شکل

(ج) :۳ شکل

پايداري مناطق ،σB = σL ج) ؛ σB < σL ب) ؛ σB > σL الف) شرايط از يک هر در باشد ηB > ηL صورتي که در
شکل هاي در به ترتيب R(۰)

L و R(۰)
B پارامترهاي به توجه با (Eij; i, j = ۰, ۱, ۲) تعادل نقاط براي (Si; i = ۱, ۲, . . . , ۱۳)

است. مشخص ج، ب، الف،
است. گرفته قرار مطالعه مورد است ηB > ηL حالتي که در است، شده اشاره آن ها به اين از پيش که تعادل نقاط پايداري ۳ شکل در
با (Eij; i, j = ۰, ۱, ۲) تعادل نقاط پايداري به مربوط ناحيه هاي است، σB > σL حالتي که در (الف)، ۳ شکل در مثال به عنوان

شکل اين در است. شده داده نشان (Si; i = ۱, ۲, . . . , ۱۳) توسط R(۰)
L و R(۰)

B به توجه

مي باشد. R(۰)
L = R

(۰)
B که است نقاطي نشان دهنده R(۰)

L −R
(۰)
B دايره ربع وسط در پررنگ مورب خط (۱

که است نقاطي نشان دهنده است مشخص تيره خط و نقطه با که خطي (۲

R
(۰)
L = R

(۰)
B

ηL
ηB

+ (۱+ σB)(۱−
ηL
ηB

),

مي باشد.

که است نقاطي مجموعه است شده متمايز تيره خط با که خطي (۳

R
(۰)
L = R

(۰)
B

ηL
ηB

+ (۱+ σL)(۱−
ηL
ηB

),

مي باشد.

است. پايدار موضعي به صورت E۱۰ تعادل نقطه (S۱, S۳, S۵) خورده اند هاشور عمودي خطوط با که ناحيه هايي در (۴
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مجانب موضعي به صورت E۲۰ ،(S۶, S۷, S۸) خورده اند هاشور شرقي شمال به غربي جنوب از مورب خطوط با که ناحيه هايي در (۵
است. پايدار

E۰۲به صورت تعادل نقطه (S۹, S۱۰, S۱۱) خورده اند هاشور شرقي جنوب به غرب شمال از مورب خطوط توسط که ناحيه هايي در (۶
است. پايدار مجانب موضعي

است. پايدار موضعي به صورت E۰۱ تعادل نقطه (۲, S۴) خورده اند هاشور افقي خطوط با که ناحيه هايي در (۷

مورد را نواحي اين زير در دارد. وجود پايدار مجانب موضعا نقطه يک از بيش دارند هم پوشاني باهم خورده هاشور نواحي که قسمت هايي در
مي دهيم. قرار بررسي

هستند. پايدار مجانب موضعي به طور E۰۱ و E۱۰ تعادل نقطه دو هر S۱۲ ناحيه در (۸

هستند. پايدار مجانب موضعي به طور E۰۲ و E۲۰ تعادل نقطه دو هر S۱۳ ناحيه در (۹

ناحيه در نيست. پايدار لزوما ولي دارد وجود نيز E۲۲ مثبت تعادل نقطه (S۱۲, S۱۳) بالا در شده اشاره ناحيه دو هر در که است توجه قابل
مورد (الف) ۳ شکل مختلف نواحي در تعادل نقاط پايايي و وجود ۲ جدول در است. پايدار مجانب موضعي به صورت E۰ تعادل نقطه ،S۰

است. گرفته قرار توجه
شکل اين در که همان طور است. گرفته قرار بررسي مورد تعادل نقاط پايايي و وجود است، σB < σL حالتي که در (ب) ۳ شکل در
مشاهده که همان طور است. (الف) ۳ شکل مشابه S۱۳ و S۱۲ ،S۵ نواحي در به جز مناطق همه در تعادل نقاط پايايي و وجود است، مشخص
تحت E۲۲ تعادل نقطه است ممکن فقط ندارد وجود قطعي به صورت پايداري تعادل نقطه هيچ S۱۳ و S۱۲ نواحي در شکل، اين در مي شود
در است. گرفته قرار بررسي مورد (ب) ۳ شکل مختلف نواحي در تعادل نقاط پايايي و وجود ۳ جدول در باشد. پايدار نواحي اين در شرايطي
(الف) ۳ اشکال با (ج) ۳ شکل مقايسه با است. گرفته قرار مطالعه مورد است σB = σL حالتي که در تعادل نقاط پايايي و وجود (ج) ۳ شکل
دو مشابه آن ها پايداري و تعادل نقاط نيز ديگر نواحي در است. شده حذف S۱۳ و S۱۲ ،S۵ نواحي (ج) ۳ شکل در که درمي يابيم (ب) ۳ و

است. قبل حالت

(الف) ۳ شکل مرتبط تعادل نقاط پايداري نواحي :۲ جدول
Region existence L.A.S Possibly S.
S۰ E۰ E۰ −
S۱ E۰, E۱۰ E۱۰ −
S۲ E۰, E۰۱ E۰۱ −
S۳ E۰, E۱۰, E۰۱ E۱۰ −
S۴ E۰, E۰۱, E۱۰ E۰۱ −
S۵ E۰, E۰۱, E۱۰, E۰۲ E۱۰ −
S۶ E۰, E۱۰, E۲۰ E۲۰ −
S۷ E۰, E۱۰, E۰۱, E۲۰ E۲۰ −
S۸ E۰, E۱۰, E۰۱, E۲۰, E۰۲ E۲۰ −
S۹ E۰, E۰۱, E۰۲ E۰۲ −
S۱۰ E۰, E۰۱, E۱۰, E۰۲ E۰۲ −
S۱۱ E۰, E۰۱, E۱۰, E۰۲, E۲۰ E۰۲ −
S۱۲ E۰, E۰۱, E۱۰, E۰۲, E۲۲ E۱۰, E۰۲ E۲۲
S۱۳ E۰, E۱۰, E۰۱, E۲۰, E۰۲, E۲۲ E۲۰, E۰۲ E۲۲

است، مشخص که همان طور است. گرفته قرار بررسي مورد است، ηB < ηL حالتي که در را تعادل نقاط پايداري و وجود ۶ شکل در
شود فرض ηB = ηL شرايطي که در مي باشند. ۳ و ۲ جدول هاي با تقارن در نيز آن جدول هاي و است متقارن ۳ شکل با کاملا شکل اين
ناحيه هاي در تعادل نقاط وضعيت ندارند. وجود نيز S۱۳ و S۱۲ نواحي همچنين ندارد. E۲۲وجود تعادل نقطه ناحيه اي هيچ در صورت اين در

است. (ج) ۳ شکل مشابه (ج) ۹ شکل و (ب) ۳ شکل مشابه (ب) ۹ شکل و (الف) ۳ شکل مشابه (الف) ۹ شکل براي نيز ديگر
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(ب) ۳ شکل با متناظر تعادل نقاط پايداري نواحي :۳ جدول
Region existence L.A.S Possibly S.
S۵ E۰, E۰۱, E۱۰, E۲۰ E۰۱ −
S۱۲ E۰, E۰۱, E۱۰, E۲۰, E۲۲ − E۲۲
S۱۳ E۰, E۱۰, E۰۱, E۲۰, E۰۲, E۲۲ − E۲۲

(الف) :۴ شکل

(ب) :۵ شکل

(ج) :۶ شکل
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(الف) :۷ شکل

(ب) :۸ شکل

(ج) :۹ شکل

ويروسي صورت اين در باشد، p < min{ηB, ηL} اگر که کرد مشاهده مي توان شد انجام بالا نمودارهاي روي که تحليلي به توجه با
نتايج و مي شود تعيين R(۰)

L و R(۰)
B يعني لنفوسيت ها نابودي سرعت پارامترهاي توسط (۷ .۲) مدل ديناميک و نمي شود ساخته محيط در

مي شود. حاصل زير

است. T لنفوسيت هاي استراتژي از مفيدتر B لنفوسيت هاي استراتژي صورت اين در باشد R(۰)
B > max{۱, R(۰)

L } اگر •

است. مفيدتر T لنفوسيت هاي استراتژي صورت اين در باشد R(۰)
L > max{۱, R(۰)

B } اگر •

شد. خواهند ويروس مغلوب آن ها دو هر زيرا نمي شود. پيروز استراتژي دو از هيچکدام باشد max{R(۰)
L , R

(۰)
B } < ۱ اگر •
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يک در R(۱)
L و R(۱)

B پارامترهاي اين رو از و مي گذارد اثر (۷ .۲) مدل ديناميک بر ويروس صورت اين در p > ηL يا p > ηB هرگاه
مي شود. حاصل زير نتايج لذا و هستند تاثيرگذار تکاملي رقابت

وابسته R(۰)
L و R(۰)

B پارامترهاي به تنها مدل ديناميکي رفتار max{R(۰)
L , R

(۰)
B } < ۱ و p > max{ηB, ηL} هرگاه •

است.

تعادل نقاط از يکي حالت اين در و هستند تاثيرگذار سيستم ديناميک بر ويروس صورت اين در R(۱)
L > ۱ يا R(۱)

B > ۱ هرگاه •
بود. خواهند پايدار E۲۲ يا E۰۲ يا E۲۰

پارامترهاي به توجه با T و B لنفوسيت هاي تسلط حالت اين در باشد ηB = ηL صورتي که در کرد مشاهده مي توان ۹ شکل به توجه با
زماني که حالت اين در باشد، p < min{ηB, ηL} يا p > min{ηB, ηL} اين که گرفتن نظر در بدون مي شود. R(۰)تعيين

L R(۰)و
B

لنفوسيت هاي که مي کند ايجاب اين و هستند پايدار مجانب موضعي E۲۰به صورت E۱۰يا تعادل نقاط R(۰)است
B > max{۱, R(۰)

L }
موضعي به صورت E۰۱ يا E۰۲ نقاط صورت اين در باشد R(۰)

L > max{۱, R(۰)
B } اگر مشابه به طور مي دهند. ادامه خود حيات به B

هستند. پايدار مجانب

نتيجه گيري ۵
گرفت. قرار مطالعه مورد کرونا ويروس با برخورد در بدن در T و B لنفوسيت هاي رقابت رياضي مدل مقاله اين در

مورد را آن  ديناميکي رفتار و نموده معرفي T و B لنفوسيت هاي بين تکاملي رقابت بررسي براي را (۷ .۲) مدل پژوهش اين راستاي در
و کرده بررسي خاص به طور مدل اين براي پايدار مجانب سرتاسري نقطه يک به عنوان را E۰ تعادل نقطه منظور اين براي داديم. قرار تحليل
موضعي پايداري ، پادتن ها غياب در که است توجه قابل داديم. قرار مطالعه مورد را E۲۰ و E۰۲ ،E۱۰ ،E۰۱ تعادل نقاط پايداري همچنين
اين است. R(۰)

L و R(۰)
B پارامترهاي يعني لنفوسيت دونوع اين براي پايه اي نابودي سرعت به وابسته به ترتيب بالا در شده ذکر تعادل نقاط

است: گرديده ارائه نقاط اين پايداري شرايط ادامه در هستند. تاثيرگذار R(۱)
L و R(۱)

B پارامتر هاي پادتن ها، حضور در که است حالي در

است. پايدار مجانب E۰ موضعي به صورت صورت اين در باشد R(۰)
L < ۱ و R(۰)

B < ۱ هرگاه •

است. پايدار مجانب موضعي به صوت E۱۰ صورت اين در باشد R(۰)
B > R

(۰)
L و R(۰)

B > ۱ هرگاه •

است. پايدار موضعي به صورت E۰۱ صورت اين در باشد R(۰)
L > R

(۰)
B و R(۰)

L > ۱ هرگاه •

استفاده با حالت اين در تعادل نقاط پايداري مقاله اين در که مي گذارد تاثير مدل ديناميکي رفتار بر پادتن آنگاه p > ηL يا p > ηB اگر ولي
است. شده بررسي پادتن ها خنثي سازي ظرفيت از

از بعضي در همچنين مي افتد اتفاق صفحه مناطق از بعضي در مثبت تعادل نقاط صورت اين در ηB > ηL يا ηL > ηB هرگاه
داريم شد، انجام ۳ شکل روي که تحليلي اساس بر مثال به طور بيفتد اتفاق پايدار نقطه دو است ممکن مناطق

هستند. پايدار موضعي به صورت E۰۲ و E۰۱ تعادل نقطه دو S۱۲ منطقه در •

هستند. پايدار موضعي به صورت E۰۲ و E۲۰ تعادل نقطه دو S۱۳ منطقه در •

مي باشد. شاپور   دزفول جندي صنعتي دانشگاه در ۴۰۱_۲_۳۹۶_۰۷ قرارداد شماره به پژوهشي طرح از مستخرج مقاله اين قدرداني:
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Analysis of the behavior of the corona virus in the body of an
infected person with the help of dynamic systems

Reza Chaharpashlou(1) 15and Ehsan Lotfali Ghasab(1)

(1) Department of Mathematics, JundiShapur University of Technology, Dezful, Iran.

Communicated by: Ali Reza Fakharzadeh Jahromi

Received: 5 December 2022 Accepted: 25 September 2023

Abstract: In general, the process of the spread of any virus in the human body consists of five stages, which
include attachment of the virus to the host cell, penetration, preparation for reproduction, reproduction
and propagation. However, different viruses have different life cycles. In this article, we will model the
behavior of the corona virus in the body of each affected person and analyze the behavior of this virus in
the body using dynamic systems. For this purpose, we study the dynamics of the evolutionary competition
between the strategy of the corona virus and the body’s immune cells, especially lymphocytes T and B.
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