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هيلبرت ∗C‐مدول هاي روي موضعي ابراشتقاق هاي

۱ اکرامي خليل سيد

ايران تهران، ،۱۹۳۹۵ ‐۳۶۹۷ پستي صندوق نور، پيام دانشگاه رياضي، گروه

صنعت پور حسين امير مسئول: دبير

۱۴۰۲/۱۱/۳ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۲/۵/۵ دريافت: تاريخ

موضعي ابراشتقاق يک M به M هيلبرت ∗C‐مدول از {Φn}∞n=۰ پيوسته خطي نگاشت هاي از دنباله يک چکيده:
به به طوري که باشد داشته وجود M روي {φa,n}∞n=۰ پيوسته ابراشتقاق يک a ∈ M هر براي اگر مي شود، ناميده
هيلبرت ∗C‐مدول يک M اگر که داد خواهيم نشان مقاله اين در .Φn(a) = φa,n(a) ،n طبيعي عدد هر ازاي
ابراشتقاق يک M روي موضعي ابراشتقاق هر آنگاه باشد، اشتقاق يک M روي موضعي اشتقاق هر به طوري که باشد

است. پيوسته خودکار به طور يک دار ∗C‐جبر يک روي موضعي ابراشتقاق هر که مي دهيم نشان همچنين است.

موضعي. اشتقاق موضعي، ابراشتقاق اشتقاق، ابراشتقاق، هيلبرت، ∗C‐مدول کليدي: واژه هاي

16W25, 46L57, 47B47, 46H40. رياضي: ردهبندي

مقدمات و تعاريف ۱
هر براي d(xy) = d(x)y + xd(y) رابطه اگر مي ناميم، اشتقاق يک را A روي d خطي نگاشت باشد. جبر يک A کنيد فرض
هر براي اگر مي ناميم، ابراشتقاق يک را A روي D۰ = I با {Dn}∞n=۰ خطي نگاشت هاي از دنباله يک باشد. برقرار x, y ∈ A

رابطه x, y ∈ A

Dn(xy) =
n∑

i=۰

Di(x)Dn−i(y)

و A جبر يک روي ابراشتقاق ها بين يک به يک تناظر يک که کرد ثابت [۱۳] در ميرزاوزيري باشد. برقرار n نامنفي صحيح عدد هر ازاي به
فرد به منحصر دنباله اي A روي D۰ = I با {Dn}∞n=۰ ابراشتقاق هر ازاي به که کرد ثابت او دارد. وجود A روي اشتقاق ها دنباله هاي

به طوري که دارد وجود A روي {dn}∞n=۱ اشتقاق هاي از

Dn =
n∑

i=۱

( ∑
∑i

j=۱ rj=n

( i∏
j=۱

۱
rj + · · ·+ ri

)
dr۱ . . . dri

)
.
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۵۲۵ هيلبرت ∗C‐مدول هاي روي موضعي ابراشتقاق هاي

اگر که داد نشان او داد. انجام تحقيقاتي A يک دار جبر روي داخلي ابراشتقاق يک با متناظر اشتقاق هاي دنباله مورد در [۳] اکرامي
،n طبيعي عدد هر براي و p۰ = q۰ = ۱A به طوري که باشند A در دنباله دو q = {qn}∞n=۰ و p = {pn}∞n=۰

(p ∗ q)n =
n∑

i=۰

piqn−i = ۰, (q ∗ p)n =
n∑

i=۰

qipn−i = ۰,

ضابطه با که باشد ابراشتقاق يک {Dn}∞n=۰ و

Dn(x) =
n∑

i=۰

pixqn−i

بود خواهد داخلي اشتقاق هاي از دنباله اي {Dn}∞n=۰ با متناظر {dn}∞n=۱ اشتقاق هاي دنباله آنگاه باشد، شده تعريف x ∈ A هر براي
رابطه در x ∈ A هر براي که

dn(x) =
n∑

i=۱

( ∑
∑i

j=۱ rj=n

(−۱)i−۱ r۱pr۱pr۲ . . . pri

)
x

+ x
n∑

i=۱

( ∑
∑i

j=۱ rj=n

(−۱)i−۱ riqr۱qr۲ . . . qri

)

مي کند. صدق n طبيعي عدد هر ازاي به
به A باناخ جبر از D پيوسته خطي نگاشت يک کرد. خواهيم بحث باناخ جبرهاي روي موضعي اشتقاق هاي مورد در مقاله اين در
به طوري که باشد داشته وجود (a به (وابسته A به A از da اشتقاق يک a ∈ A هر براي اگر مي شود، ناميده موضعي اشتقاق يک A
يک روي موضعي اشتقاق هر که کرد ثابت [۹] جانسون نيست. داخلي اشتقاق يک da اشتقاق از منظور که کنيد توجه .D(a) = da(a)
موضعي اشتقاق تعريف در را پيوستگي فرض مي توان است، ∗C‐جبر يک A که هنگامي داد نشان او همچنين است. اشتقاق يک ∗C‐جبر،

نمود. حذف
خطي نگاشت هاي از {Dn}∞n=۰ دنباله يک کردند. تعريف را باناخ جبرهاي روي موضعي ابراشتقاق مفهوم [۱۴] در ديگران و نارنجاني
به A از {da,n}∞n=۰ پيوسته ابراشتقاق يک a ∈ A هر براي اگر مي شود، ناميده موضعي ابراشتقاق يک A به A باناخ جبر از پيوسته
A که هنگامي کردند ثابت آنها .Dn(a) = da,n(a) ،n نامنفي صحيح عدد هر ازاي به به طوري که باشد داشته وجود (a به (وابسته A
خودکار به طور ∗C‐جبر يک روي موضعي ابراشتقاق هر به علاوه و است ابراشتقاق يک ، A روي موضعي ابراشتقاق هر است، ∗C‐جبر يک

است. پيوسته
معرفي را هيلبرت ∗C‐مدول هاي روي موضعي ابراشتقاق مفهوم ، [۱۴] باناخ جبرهاي روي موضعي اشتقاق  ابر مفهوم از انگيزه با
در .[۱۱] مي گيرد ∗C‐جبر يک از را خود مقادير داخلي ضرب آن در که است هيلبرت فضاي از تعميم يک هيلبرت ∗C‐مدول مي کنيم.

مي کنيم. بيان را هيلبرت ∗C‐مدول مفهوم ابتدا
سازگار اسکالر ضرب با چپ A‐مدول يک که را M مختلط خطي فضاي باشد. ∗C‐جبر يک A کنيد فرض

λ(ax) = (λa)x = a(λx) (λ ∈ C, x ∈ M, a ∈ A)

به به طوري که باشد داشته وجود ⟨., .⟩ : M×M → A A‐مقدار داخلي ضرب يک اگر مي ناميم، داخلي ضرب A‐مدول يک است،
،a ∈ A و α, β ∈ C ،x, y, z ∈ M هر ازاي

،(⟨x, x⟩ = ۰ ⇔ x = ۰ ) ⟨x, x⟩ ≥ ۰ (i)

،⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ (ii)

،⟨ax, y⟩ = a⟨x, y⟩ (iii)

.⟨x, y⟩∗ = ⟨y, x⟩ (iv)
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،a ∈ A و x, y ∈ M هر ازاي به و است خطي مزدوج خود دوم متغير در داخلي ضرب که مي شود نتيجه تعريف اين از
A‐مدول يک را آن آنگاه باشد، کامل ∥x∥M = ∥⟨x, x⟩∥

۱
۲
A نرم به نسبت M داخلي ضرب A‐مدول اگر .⟨x, ay⟩ = ⟨x, y⟩a∗

A‐مقدار داخلي ضرب با هيلبرت A‐مدول يک A ∗C‐جبر هر مثال، براي مي ناميم. A ∗C‐جبر روي هيلبرت ∗C‐مدول يک يا هيلبرت
است. (چپ) هيلبرت C‐مدول يک مختلط هيلبرت فضاي هر .a, b ∈ A آن در که است ⟨a, b⟩ = ab∗

رابطه در اگر مي شود، ناميده اشتقاق يک ψ : M → M خطي نگاشت باشد. هيلبرت ∗C‐مدول يک M کنيد فرض

ψ(⟨x, y⟩z) = ⟨ψ(x), y⟩z + ⟨x, ψ(y)⟩z + ⟨x, y⟩ψ(z)

،(M روي هماني (نگاشت φ۰ = I با M به M از {φn}∞n=۰ خطي نگاشت هاي از دنباله يک کند. صدق x, y, z ∈ M هر براي
باشيم داشته n طبيعي عدد هر و x, y, z ∈ M هر براي اگر مي شود، ناميده ابراشتقاق يک

φn(⟨x, y⟩z) =
∑

i+j+k=n
۰≤i,j,k≤n

⟨φi(x), φj(y)⟩φk(z).

{φn}∞n=۰ ابراشتقاق هر ازاي به که داد نشان او کرد. ارائه هيلبرت ∗C‐مدول هاي روي ابراشتقاق ها از مشخص سازي يک [۵] در اکرامي
n طبيعي عدد هر ازاي به به طوري که دارد وجود M روي {ψn}∞n=۱ اشتقاق هاي از فرد به منحصر دنباله اي M هيلبرت ∗C‐مدول روي

باشيم داشته

ψn =
n∑

k=۱

( ∑
∑k

j=۱ rj=n

(−۱)k−۱ r۱φr۱φr۲ . . . φrk

)
.

ψa اشتقاق يک a ∈ M هر براي اگر مي شود، ناميده موضعي اشتقاق يک M هيلبرت ∗C‐مدول روي Ψ پيوسته خطي نگاشت
M روي {Φn}∞n=۰ پيوسته خطي نگاشت هاي از دنباله يک .Ψ(a) = ψa(a) به طوري که باشد داشته وجود a به وابسته M روي
به طوري  که باشد داشته وجود M روي {φa,n}∞n=۰ پيوسته ابراشتقاق يک a ∈ M هر براي اگر مي شود، ناميده موضعي ابراشتقاق يک

.Φn(a) = φa,n(a) ،n طبيعي عدد هر ازاي به
باشد، اشتقاق يک M روي موضعي اشتقاق هر به طوري که باشد هيلبرت ∗C‐مدول يک M اگر که داد خواهيم نشان مقاله اين در
يک دار ∗C‐جبر يک روي موضعي ابراشتقاق هر که مي دهيم نشان همچنين است. ابراشتقاق يک M روي موضعي ابراشتقاق هر آنگاه

است. پيوسته خودکار به طور
مورد در بحث براي و [۱۶] و [۱۳ ،۱۲ ،۸–۶ ،۴] به مي تواند خواننده آن ها تعميم هاي و ابراشتقاق ها اشتقاق ها، مورد در بحث براي

نمايد. رجوع [۱۸] و [۱۵ ،۱۰ ،۲ ،۱] به آن، به وابسته موضوعات و اشتقاق ها خودکار پيوستگي

نتايج ۲
هماني (نگاشت φ۰ = I با M به M از {φn}∞n=۰ خطي نگاشت هاي از دنباله يک باشد. هيلبرت ∗C‐مدول يک M کنيد فرض

باشم داشته n طبيعي عدد هر و x, y, z ∈ M هر براي اگر مي شود، ناميده ابراشتقاق يک ،(M روي

φn(⟨x, y⟩z) =
∑

i+j+k=n
۰≤i,j,k≤n

⟨φi(x), φj(y)⟩φk(z).

باشد. پيوسته φn هر اگر مي شود، ناميده پيوسته {φn}∞n=۰ ابراشتقاق

ابراشتقاق Mيک Mبه از {Φn}∞n=۰ پيوسته خطي نگاشت هاي از دنباله يک باشد. هيلبرت ∗C‐مدول Mيک کنيد فرض .۱ .۲ تعريف
طبيعي عدد هر ازاي به به طوري  که باشد داشته وجود {φa,n}∞n=۰ پيوسته ابراشتقاق يک a ∈ M هر براي اگر مي شود، ناميده موضعي

.Φn(a) = φa,n(a) ،n

دنباله يک آنگاه باشد. Φ۰ = I با M به M هيلبرت ∗C‐مدول يک از موضعي ابراشتقاق يک {Φn}∞n=۰ کنيد فرض .۲ .۲ گزاره
،n طبيعي عدد هر براي به طوري که دارد وجود M روي موضعي اشتقاق هاي از {Ψn}∞n=۱

(n+ ۱)Φn+۱ =
n∑

k=۰

Ψk+۱Φn−k.
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دارد وجود {φa,n}∞n=۰ پيوسته ابراشتقاق يک است، موضعي ابراشتقاق يک {Φn}∞n=۰ چون باشد. M عضو يک a کنيد فرض اثبات.
.Φn(a) = φa,n(a) ،n هر ازاي به به طوري که

آنگاه شود، تعريف M روي Ψ۱ = Φ۱ صورت به Ψ۱ : M → M اگر ،n = ۱ براي مي کنيم. استفاده n روي استقراء از
اکنون است. M روي پيوسته اشتقاق يک φa,۱ و Ψ۱(a) = Φ۱(a) = φa,۱(a) چون است. M روي موضعي اشتقاق يک Ψ۱
هر براي که کرد فرض مي توان استقرايي به طور صورت، اين در باشد. موضعي اشتقاق يک k ⩽ n هر براي و شده تعريف Ψk کنيد فرض

رابطه با که دارد وجود ψa,k : M → M اشتقاق يک k ⩽ n

ψa,k = kφa,k −
k−۲∑
i=۰

ψa,i+۱φa,k−۱−i

.Ψk(a) = ψa,k(a) به طوري که مي شود تعريف
دادن قرار با

Ψn+۱ = (n+ ۱)Φn+۱ −
n−۱∑
k=۰

Ψk+۱Φn−k

کنيم فرض کار اين براي است. M روي موضعي اشتقاق يک Ψn+۱ که مي دهيم نشان

ψa,n+۱ = (n+ ۱)φa,n+۱ −
n−۱∑
k=۰

ψa,k+۱φa,n−k.

داريم: x, y, z ∈ M براي است. M روي اشتقاق يک ψa,n+۱ که مي دهيم نشان .Ψn+۱(a) = ψa,n+۱(a) که است آشکار

ψa,n+۱(⟨x, y⟩z)

= (n+ ۱)φa,n+۱(⟨x, y⟩z)−
n−۱∑
ℓ=۰

ψa,ℓ+۱φa,n−ℓ(⟨x, y⟩z)

=
∑

i+j+k=n+۱
۰≤i,j,k≤n+۱

(n+ ۱)⟨φa,i(x), φa,j(y)⟩φa,k(z)−
n−۱∑
ℓ=۰

ψa,ℓ+۱

( ∑
p+q+r=n−ℓ
۰≤p,q,r≤n−ℓ

⟨φa,p(x), φa,q(y)⟩φa,r(z)
)
.

داريم: هستند. M روي اشتقاق هايي ψa,۱, ψa,۲, . . . , ψa,n و i+ j + k = n+ ۱ چون

ψa,n+۱(⟨x, y⟩z)

=
∑
i+j+k
=n+۱

(i+ j + k)⟨φa,i(x), φa,j(y)⟩φa,k(z)−
n−۱∑
ℓ=۰

∑
p+q+r
=n−ℓ

ψa,ℓ+۱

(
⟨φa,p(x), φa,q(y)⟩φa,r(z)

)
=

∑
i+j+k
=n+۱

⟨iφa,i(x), φa,j(y)⟩φa,k(z) +
∑
i+j+k
=n+۱

⟨φa,i(x), jφa,j(y)⟩φa,k(z) +
∑
i+j+k
=n+۱

⟨φa,i(x), φa,j(y)⟩kφa,k(z)

−
n−۱∑
ℓ=۰

∑
p+q+r
=n−ℓ

(
⟨ψa,ℓ+۱φa,p(x), φa,q(y)⟩φa,r(z) + ⟨φa,p(x), ψa,ℓ+۱φa,q(y)⟩φa,r(z)

+ ⟨φa,p(x), φa,q(y)⟩ψa,ℓ+۱φa,r(z)
)
.
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دهيم قرار اگر

A =
∑
i+j+k
=n+۱

⟨iφa,i(x), φa,j(y)⟩φa,k(z)−
n−۱∑
ℓ=۰

∑
p+q+r
=n−ℓ

⟨ψa,ℓ+۱φa,p(x), φa,q(y)⟩φa,r(z),

B =
∑
i+j+k
=n+۱

⟨φa,i(x), jφa,j(y)⟩φa,k(z)−
n−۱∑
ℓ=۰

∑
p+q+r
=n−ℓ

⟨φa,p(x), ψa,ℓ+۱φa,q(y)⟩φa,r(z),

C =
∑
i+j+k
=n+۱

⟨φa,i(x), φa,j(y)⟩kφa,k(z)−
n−۱∑
ℓ=۰

∑
p+q+r
=n−ℓ

⟨φa,p(x), φa,q(y)⟩ψa,ℓ+۱φa,r(z),

داريم مي کنيم. محاسبه را C و B ،A اکنون .ψa,n+۱(⟨x, y⟩z) = A+B + C آنگاه

A =
∑

i+j+k=n+۱
۰≤i,j,k≤n+۱

⟨iφa,i(x), φa,j(y)⟩φa,k(z)−
n−۱∑
ℓ=۰

∑
i+j+k=n−ℓ
۰≤i,j,k≤n−ℓ

⟨ψa,ℓ+۱φa,i(x), φa,j(y)⟩φa,k(z).

دهيم قرار اگر بنابراين .ℓ ̸= n و i + j + k + ℓ = n ،۰ ≤ i, j, k ≤ n − ℓ ،۰ ≤ ℓ ≤ n − ۱ داريم دوم، مجموع در
نتيجه در و r + j + k = n آنگاه ،i+ ℓ = r

A =
∑

i+j+k=n+۱

⟨iφa,i(x), φa,j(y)⟩φa,k(z)−
∑

r+j+k=n

r∑
ℓ=۰
ℓ ̸=n

⟨ψa,ℓ+۱φa,r−ℓ(x), φa,j(y)⟩φa,k(z)

=
∑

i+j+k=n

⟨(i+ ۱)φa,i+۱(x), φa,j(y)⟩φa,k(z)−
∑

i+j+k=n

i∑
ℓ=۰
ℓ̸=n

⟨ψa,ℓ+۱φa,i−ℓ(x), φa,j(y)⟩φa,k(z)

=
∑

i+j+k=n
i ̸=n

⟨(i+ ۱)φa,i+۱(x), φa,j(y)⟩φa,k(z)−
∑

i+j+k=n
i̸=n

i∑
ℓ=۰
ℓ ̸=n

⟨ψa,ℓ+۱φa,i−ℓ(x), φa,j(y)⟩φa,k(z)

+ ⟨(n+ ۱)φa,n+۱(x), y⟩z −
n−۱∑
ℓ=۰

⟨ψa,ℓ+۱φa,n−ℓ(x), y⟩z

=
∑

i+j+k=n
i ̸=n

⟨
(i+ ۱)φa,i+۱(x)−

i∑
ℓ=۰

ψa,ℓ+۱φa,i−ℓ(x), φa,j(y)
⟩
φa,k(z)

+
⟨
(n+ ۱)φa,n+۱(x)−

n−۱∑
ℓ=۰

ψa,ℓ+۱φa,n−ℓ(x), y
⟩
z.

،i = ۰, ۱, . . . , n− ۱ هر براي چون

(i+ ۱)φa,i+۱ =
i∑

ℓ=۰

ψa,ℓ+۱φa,i−ℓ,

داريم

A =
⟨(

(n+ ۱)φa,n+۱ −
n−۱∑
ℓ=۰

ψa,ℓ+۱φa,n−ℓ

)
(x), y

⟩
z = ⟨ψa,n+۱(x), y⟩z.
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،x, y, z ∈ M هر براي بنابراين .C = ⟨x, y⟩ψa,n+۱(z) و B = ⟨x, ψa,n+۱(y)⟩z که داد نشان مي توان مشابه به طور

ψa,n+۱(⟨x, y⟩z) = A+B + C = ⟨ψa,n+۱(x), y⟩z + ⟨x, ψa,n+۱(y)⟩z + ⟨x, y⟩ψa,n+۱(z).

مي کند. کامل را اثبات اين است. M روي اشتقاق يک نيز ψa,n+۱ ديگر عبارت به

هر صورت اين در مي باشد. اشتقاق يک M روي موضعي اشتقاق هر به طوري که است هيلبرت ∗C‐مدول يک M کنيد فرض .۳ .۲ قضيه
مي باشد. ابراشتقاق يک M روي موضعي ابراشتقاق

اشتقاق هاي از {Ψn}∞n=۱ دنباله يک ۲ .۲ گزاره طبق باشد. Φ۰ = I با M روي موضعي ابراشتقاق يک {Φn}∞n=۰ کنيد فرض اثبات.
اشتقاق  يک Ψn موضعي اشتقاق هر فرض طبق .(n+ ۱)Φn+۱ =

∑n
k=۰Ψk+۱Φn−k به طوري که دارد وجود M روي موضعي

است. M روي
.Φ۰ = I داريم ،n = ۰ براي است. M روي ابراشتقاق  يک {Φn}∞n=۰ دهيم نشان تا کرده استفاده n روي استقرا از اکنون

،r ≤ n هر براي کنيد فرض
Φr(⟨x, y⟩z) =

∑
i+j+k=r

⟨Φi(x),Φj(y)⟩Φk(z).

داشت خواهيم n+ ۱ براي آنگاه

(n+ ۱)Φn+۱(⟨x, y⟩z)

=
n∑

ℓ=۰

Ψℓ+۱Φn−ℓ(⟨x, y⟩z) =
n∑

ℓ=۰

Ψℓ+۱
∑

i+j+k=n−ℓ

(⟨Φi(x),Φj(y)⟩Φk(z))

=
n∑

ℓ=۰

∑
i+j+k=n−ℓ

(
⟨Ψℓ+۱Φi(x),Φj(y)⟩Φk(z) + ⟨Φi(x),Ψℓ+۱Φj(y)⟩Φk(z) + ⟨Φi(x),Φj(y)⟩ψℓ+۱Φk(z)

)
=

n∑
ℓ=۰

∑
i+j+k=n−ℓ

(
⟨Ψℓ+۱Φi(x),Φj(y)⟩Φk(z)

)
+

n∑
ℓ=۰

∑
i+j+k=n−ℓ

(
⟨Φi(x),Ψℓ+۱Φj(y)⟩Φk(z)

)
+

n∑
ℓ=۰

∑
i+j+k=n−ℓ

(
⟨Φi(x),Φj(y)⟩Ψℓ+۱Φk(z)

)
.

براي آنگاه ،k+ ℓ = r دهيم قرار سوم مجموع در و ،j+ ℓ = r دهيم قرار دوم مجموع در ،i+ ℓ = r دهيم قرار اول مجموع در اگر
داريم x, y, z ∈ M هر

(n+ ۱)Φn+۱(⟨x, y⟩z)

=
∑

r+j+k=n

r∑
ℓ=۰

(
⟨Ψℓ+۱Φr−ℓ(x),Φj(y)⟩Φk(z)

)
+

∑
i+r+k=n

r∑
ℓ=۰

(
⟨Φi(x),Ψℓ+۱Φr−ℓ(y)⟩Φk(z)

)
+

∑
i+j+r=n

r∑
ℓ=۰

(
⟨Φi(x),Φj(y)⟩Ψℓ+۱Φr−ℓ(z)

)
=

∑
i+j+k=n

i∑
ℓ=۰

(
⟨Ψℓ+۱Φi−ℓ(x),Φj(y)⟩Φk(z)

)
+

∑
i+j+k=n

j∑
ℓ=۰

(
⟨Φi(x),Ψℓ+۱Φj−ℓ(y)⟩Φk(z)

)

+
∑

i+j+k=n

k∑
ℓ=۰

(
⟨Φi(x),Φj(y)⟩Ψℓ+۱Φk−ℓ(z)

)
=

∑
i+j+k=n

(
⟨(i+ ۱)Φi+۱(x),Φj(y)⟩Φk(z) + ⟨Φi(x), (j + ۱)Φj+۱(y)⟩Φk(z)

+ ⟨Φi(x),Φj(y)⟩(k + ۱)Φk+۱(z)
)
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=
∑

i+j+k=n+۱

(
⟨iΦi(x),Φj(y)⟩Φk(z) + ⟨Φi(x), jΦj(y)⟩Φk(z) + ⟨Φi(x),Φj(y)⟩kΦk(z)

)
=

∑
i+j+k=n+۱

(i+ j + k)⟨Φi(x),Φj(y)⟩Φk(z)

= (n+ ۱)
∑

i+j+k=n+۱

⟨Φi(x),Φj(y)⟩Φk(z).

مي شود. کامل اثبات و است M روي ابراشتقاق  يک {Φn}∞n=۰ بنابراين

∗C‐مدول مي کنيم فرض بعد قضيه در است. پيوسته خودکار به طور ∗C‐جبر يک روي اشتقاق هر که کرد ثابت [۱۷] در ساکائي
يک دار ∗C‐جبرهاي روي اشتقاق ها مورد در را مشابهي نتيجه ساکائي، قضيه از استفاده با صورت اين در است. ∗C‐جبر يک M هيلبرت

مي کنيم. ثابت

است. پيوسته خودکار به طور M روي اشتقاق  هر صورت اين در باشد. يک دار ∗C‐جبر يک M کنيد فرض .۴ .۲ قضيه

،a, b, c ∈ M هر براي يعني باشد. M روي اشتقاق  يک ψ و بوده e يکه عنصر با يک دار ∗C‐جبر يک M کنيد فرض اثبات.

ψ(⟨a, b⟩c) = ⟨ψ(a), b⟩c+ ⟨a, ψ(b)⟩c+ ⟨a, b⟩ψ(c).

هر براي ،a, b ∈ A آن در که است ⟨a, b⟩ = ab∗ A‐مقدار داخلي ضرب با هيلبرت A‐مدول يک A ∗C‐جبر هر که آنجا از
داريم a, b, c ∈ M

ψ(ab∗c) = ψ(a)b∗c+ aψ(b)∗c+ ab∗ψ(c). (۱ .۲)

δ نگاشت .ψ(e)∗ = −ψ(e) عبارتي به يا ،ψ(e)∗ + ψ(e) = ۰ مي شود نتيجه (۱ .۲) رابطه در a = b = c = e قراردادن با
ضابطه با را

δ(a) = ψ(a)− ۱
۲
(
ψ(e)a+ aψ(e)

)
داريم a, b ∈ M هر براي صورت اين در مي کنيم. تعريف

δ(ab) = ψ(ab)− ۱
۲
(
ψ(e)ab+ abψ(e)

)
= ψ(ae∗b)− ۱

۲
(
ψ(e)ab+ abψ(e)

)
= ψ(a)e∗b+ aψ(e)∗b+ ae∗ψ(b)− ۱

۲
(
ψ(e)ab+ abψ(e)

)
= ψ(a)b− aψ(e)b+ aψ(b)− ۱

۲
ψ(e)ab− ۱

۲
abψ(e)

= ψ(a)b− ۱
۲
ψ(e)ab− ۱

۲
aψ(e)b+ aψ(b)− ۱

۲
aψ(e)b− ۱

۲
abψ(e)

=
(
ψ(a)− ۱

۲
ψ(e)a− ۱

۲
aψ(e)

)
b+ a

(
ψ(b)− ۱

۲
ψ(e)b− ۱

۲
bψ(e)

)
= δ(a)b+ aδ(b).

اشتقاق  رو اين از است. پيوسته خودکار به طور [۱۷] ساکائي قضيه بنابر که است M ∗C‐جبر روي اشتقاق يک δ بنابراين

ψ(a) = δ(a) +
۱
۲
(
ψ(e)a+ aψ(e)

)
است. پيوسته خودکار به طور M ∗C‐جبر روي نيز
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پيوسته خودکار به طور ،Φ۰ = I با M روي {Φn}∞n=۰ موضعي ابراشتقاق  هر باشد. يک دار ∗C‐جبر يک M کنيد فرض .۵ .۲ نتيجه
است.

اشتقاق هاي از {Ψn}∞n=۱ دنباله يک ۲ .۲ گزاره طبق باشد. Φ۰ = I با M روي موضعي ابراشتقاق  يک {Φn}∞n=۰ کنيد فرض اثبات.
يک ∗C‐جبر يک روي موضعي اشتقاق هر که آنجا از .Φn+۱ =

۱
n+۱

∑n
k=۰Ψk+۱Φn−k به طوري که دارد وجود M روي موضعي

پيوسته خودکار به طور Ψn هر که مي دهد نتيجه ۴ .۲ قضيه اکنون است. M روي اشتقاق  يک Ψn هر که مي گيريم نتيجه است، اشتقاق
است. پيوسته پيوسته، نگاشت هاي ترکيب هاي از خطي ترکيب يک عنوان به (n ≥ ۱) Φn هر بنابراين است.

گيري نتيجه ۳
است. ابراشتقاق يک M روي موضعي ابراشتقاق هر آنگاه باشد، ∗C‐جبر يک ،M هيلبرت ∗C‐مدول اگر که داديم نشان مقاله اين در

است. پيوسته خودکار به طور يک دار ∗C‐جبر يک روي موضعي ابراشتقاق هر که کرديم ثابت همچنين
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Abstract: A sequence of continuous linear mappings {Φn}∞n=0 form a Hilbert C∗module M into M
is called a local higher derivation if to each a ∈ M there is a continuous higher derivation {φa,n}∞n=0

onM such that Φn(a) = φa,n(a) for each nonnegative integer n. In this paper we show that ifM is a
Hilbert C∗module such that every local derivation onM is a derivation, then each local higher derivation
on M is a higher derivation. Also, we prove that each local higher derivation on a unital C∗algebra is
automatically continuous.
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