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دوم مرتبه ي متناهي تفاضلات فرمول

ترک زاده(۳) ليلا حاجي پور(۲)و مجتبي ،۱ جاجرمي(۱) امين

ايران بجنورد، بجنورد، دانشگاه مهندسي، و فني دانشکده برق، مهندسي گروه (۱)

ايران تبريز، تبريز، سهند صنعتي دانشگاه مهندسي، پايه علوم دانشکده رياضي، گروه (۲)

ايران سمنان، سمنان، دانشگاه کامپيوتر، علوم و آمار رياضي، دانشکده رياضي، گروه (۳)

عفتي سهراب مسئول: دبير

۱۴۰۲/۱۲/۱۱ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۲/۱/۳۰ دريافت: تاريخ

در مي شود. ارائه بهينه کنترل مسائل حل براي بالا دقت مرتبه ي با و ساده تقريبي روش يک مقاله، اين در چكيده:
داده بهينه ي کنترل مسأله ي پونترياگين، ماکزيمم يابي اصل بر مبتني بهينگي لازم شرايط از استفاده با ابتدا روش، اين
دوم، مرتبه ي متناهي تفاضلات فرمول  يک اعمال با سپس مي  شود. تبديل نقطه  اي دو مرزي مقدار مسأله ي يک به شده
تحليل و تجزيه مي کنيم. فرمول  بندي را جبري معادلات دستگاه يک و نموده گسسته را حاصل مرزي مقدار مسأله ي
نتايج مي شود. ارائه پياده سازي سهولت براي ماتريسي روابط و مي گيرد قرار بحث مورد نيز پيشنهادي روش همگرايي
کارايي و سرعت دقت، مبين نتايج اين که مي شود، مقايسه ديگر روش هاي برخي با تحقيق اين در آمده به دست عددي

است. غيرخطي و خطي بهينه ي کنترل مسائل حل براي پيشنهادي روش بالاي

متناهي. تفاضلات روش پونترياگين، ماکزيمم يابي اصل بهينه، کنترل مسأله ي كليدي: واژه هاي

49M05; 65L12 رياضي: ردهبندي
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مسأله ي حل براي موازي پردازش رويکرد يک نيز [۱۲] مقاله ي مي پردازد. غيرخطي بهينه ي کنترل مسائل از دسته اي حل براي ويژه مقادير
تقريب نگرش شامل ترکيبي تکنيک يک ارائه ي به [۱۹] مرجع به علاوه، مي دهد. پيشنهاد غيرخطي کامپوزيت سيستم هاي بهينه ي کنترل
بهينه کنترل مسأله ي نيز [۲۰] مقاله ي در مي پردازد. بهينه کنترل مسأله ي بهينگي لازم شرايط حل براي لژاندر شبه طيفي روش و متوالي
،[۵] تکراري روش  هاي برخي شده، ذکر موارد بر افزون مي شود. حل شده درون يابي اسپلاين توابع توسط که تغييراتي تکرار روش يک با
براي امروز به تا نيز [۲۴] شبه طيفي روش و [۱۵] جريمه تابع روش ،[۱۴] پالس توابع و لاگرانژ درونيابي ترکيب بر مبتني مستقيم روش  هاي
پرهزينه محاسباتي لحاظ از و بوده طاقت فرسا و پيچيده بسيار اغلب روش  ها اين پياده   سازي امّا شده اند. پايه ريزي بهينه  کنترل مسائل حل

مي باشد.
در تاکنون که است جزئي و معمولي مشتقات با ديفرانسيل معادلات حل در قدرتمند بسيار ابزارهاي از يکي متناهي تفاضلات روش 
به کمک [۱۸] در است. شده گرفته به کار اجتماعي و فيزيکي فرايندهاي از برگرفته غيرخطي سيستم  هاي حل و تصوير پردازش مدل بندي
همگرايي تحليل و تجزيه ،[۳] در است. شده تبديل گسسته بهينه سازي مسأله ي به بهينه کنترل مسائل از دسته يک رانگ‐کوتا، روش 
فرمول هاي  بر مبتني عددي روش   يک [۱۱] در همچنين است. شده ارائه کلاسيک بهينه ي کنترل مسائل از دسته اي حل براي اويلر روش
کنترل يافتن براي (شوتينگ) شليک و رانگ‐کوتا روش ترکيب است. شده استفاده تأخيري بهينه ي کنترل مسائل براي متناهي تفاضلات
مسأله ي حل براي جدي به طور متناهي  تفاضلات روش  امروز به تا اين، وجود با است. شده پيشنهاد [۸] در نيز تأخيري سيستم هاي بهينه ي

است. نشده داده توسعه بهينه کنترل
پياده سازي قابل به سادگي که را، بالا دقت با تقريبي روش يک متناهي، تفاضلات فرمول هاي از استفاده با مي کنيم سعي مقاله اين در

نماييم: ارائه زير به فرم بهينه کنترل مسأله ي يک حل براي است،

min J =
۱
۲

xT (t f )Q f x(t f )+
۱
۲

∫ t f

t۰

(
xT (t)Qx(t)+uT (t)Ru(t)

)
dt, (۱ .۱)

s.t.
{

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t)+ f (x(t)), t۰ ≤ t ≤ t f ,
x(t۰) = x۰,

(۲ .۱)

Q ∈ Rk×k و Q f ∈ Rk×k پارامترهاي .ẋ(t) = dx(t)
dt و کنترل اند و حالت بردارهاي به ترتيب u ∈ Rm و x ∈ Rk آن در که

تابع يک f : Rk → Rk و ثابت، ماتريس  هاي B و A مثبت، معين ماتريس R ∈ Rm×m مثبت، نيمه  معين ماتريس  هاي نشان دهنده ي
(۲ .۱)‐(۱ .۱) بهينه ي کنترل مسأله ي براي بهينگي لازم شرايط پونترياگين، ماکزيمم يابي اصل اساس بر است. ديفرانسيل  پذير پيوسته به طور

:[۱۶] مي شود فرمول بندي زير به صورت
ẋ(t) = Ax(t)−Sλ (t)+ f (x(t)), t۰ ≤ t ≤ t f ,

−λ̇ (t) = Qx(t)+(A+ ∂ f (x)
∂x )T λ (t), t۰ ≤ t ≤ t f ,

x(t۰) = x۰, λ (t f ) = Q f x(t f ),

(۳ .۱)

مي  شود: مشخص زير رابطه ي توسط بهينه کنترل قانون به علاوه، دارد. نام کمک‐حالت بردار λ و S = BR−۱BT آن در که

u∗(t) =−R−۱BT λ (t), t۰ ≤ t ≤ t f , (۴ .۱)

نقطه  اي دو مرزي مقدار مسأله ي يک (۳ .۱) رابطه ي مي  شود، ديده که همان طور است. B ماتريس ترانهاده ي ماتريس نشان دهنده ي BT که
يک مقاله اين در بنابراين است؛ غيرممکن موارد اغلب در و نيست محاسبه قابل به سادگي (۳ .۱) مسأله ي تحليلي جواب مي کند. توصيف را
اين به علاوه، مي  باشد؛ بالايي همگرايي سرعت و دقت مرتبه ي داراي پيشنهادي روش مي  شود. ارائه (۳ .۱) مسأله ي حل براي تقريبي روش

است. پياده سازي قابل غيرخطي و خطي مسائل براي به راحتي روش

ذوزنقه متناهي تفاضلات روش طراحي ۲

y = [x,λ ]T بردار ابتدا اين رو، از مي دهيم. توسعه (۳ .۱) مرزي مقدار مسأله ي حل براي را ذوزنقه متناهي تفاضلات روش بخش، اين در
نمود: بازنويسي زير به صورت را (۳ .۱) مسأله ي مي توان بنابراين مي گيريم؛ نظر در را

ẏ(t) = A۰y(t)+F(y(t)), t۰ ≤ t ≤ t f , (۱ .۲)
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انتخاب به گونه  اي را [t۰, t f بازه ي[ از {tn}N
n=۰ افراز حال، .A۰ =

[
A −S
−Q −AT

]
و F(y) =

[
f (x)

−(∂ f (x)
∂x )T λ

]
آن در که

به ترتيب λn و xn کنيد فرض گويند. زماني گام طول را h پارامتر .t f = t۰ +Nh و ،۰ ≤ n ≤ N ،tn = t۰ + nh که مي کنيم
متناهي تفاضلات روش ادامه، در بود. خواهد y(tn) تقريبي مقدار نشان دهنده ي yn صورت اين در باشند، λ (tn) و x(tn) از تقريبي مقادير

مي نماييم: فرمول بندي زير به صورت (۱ .۲) مسأله ي حل براي را ذوزنقه

yn+۱ = yn +
h
۲
[A۰(yn + yn+۱) +(F(yn)+F(yn+۱))]. (۲ .۲)

از: است عبارت بهينه کنترل تقريبي مقدار نتيجه، در .λN = Q f xN نوشت مي توان (۳ .۱) در شده داده مرزي شرايط به توجه با به علاوه،

u∗n =−R−۱BT λn, n = ۰,۱, . . . ,N, (۳ .۲)

مي باشد. u∗(tn) از تقريبي مقدار نشان دهنده ي u∗n که
است. همگرا مسأله جواب به (۳ .۱) مرزي مقدار مسأله ي براي شده ساخته ذوزنقه ي روش که است شده داده نشان زير قضيه ي در
مرتبه ي از روش خطاي ديگر، عبارتي به مي  باشد؛ دو همگرايي دقت مرتبه ي داراي حاصل عددي روش که است شده داده نشان همچنين،

است. O(h۲)

جواب هاي به ترتيب yn = [xn,λn]
T و y(tn) = [x(tn),λ (tn)]T کنيد فرض ذوزنقه) روش خطاي تحليل و (تجزيه .۱ .۲ قضيه

داريم: باشد n = ۱, . . . ,N که n هر براي آنگاه باشند. (۲ .۲) معادلات دستگاه و (۳ .۱) مرزي مقدار مسأله ي

∥y(tn)− yn∥ ≤C۰h۲, (۴ .۲)

است. h از مستقل ثابت عدد يک C۰ آن در که

مي  کنيم: تعريف زير به صورت را en سراسري خطاي بردار اثبات.

en = y(tn)− yn, n = ۰,۱, . . . ,N. (۵ .۲)

به صورت موضعي قطع خطاي نماييم، جايگزين را y(tn+۱) و y(tn) واقعي مقادير ،yn+۱ و yn تقريبي مقادير به جاي (۲ .۲) فرمول در اگر
مي آيد: به دست زير

Tn =
y(tn+۱)− y(tn)

h
− ۱

۲
[A۰(y(tn)+ y(tn+۱))+(F(y(tn))+F(y(tn+۱)))] . (۶ .۲)

داريم: tn حول ẏ(tn+۱) و y(tn+۱) توابع تيلور بسط و (۱ .۲) رابطه ي از استفاده با اين رو، از

Tn =
y(tn+۱)− y(tn)

h
− ۱

۲
[ẏ(tn)+ ẏ(tn+۱)]

=
۱
h

[
(y(tn)+hẏ(tn)+

h۲

۲
ÿ(tn)+

h۳

۶
y(۳)(tn)+

h۴

۲۴
y(۴)(ξn))− y(tn)

]
− ۱

۲

[
ẏ(tn)+(ẏ(tn)+hÿ(tn)+

h۲

۲
y(۳)(tn)+

h۳

۶
y(۴)(ηn))

]
=− h۲

۱۲
y(۳)(tn)+

h۳

۲۴
(y(۴)(ξn)−۲y(۴)(ηn)) = O(h۲),

(۷ .۲)

داريم: (۶ .۲) رابطه ي از (۲ .۲) رابطه ي کردن کم با دارند. قرار tn+۱ و tn بين ηn و ξn و است، y تابع k‐ام مشتق نمايانگر y(k)که

en+۱ = en +
h
۲

A۰(en + en+۱)+
h
۲
(F(y(tn))−F(yn)) +

h
۲
(F(y(tn+۱))−F(yn+۱))+hTn. (۸ .۲)

:[۱۷] که است موجود به قسمي L ثابت است، مشتق پذير [t۰, t f ] بر λ بردار و ديفرانسيل  پذير پيوسته به طور f تابع چون

∥F(y۱)−F(y۲)∥ ≤ L∥y۱ − y۲∥ . (۹ .۲)
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داريم: (۸ .۲) معادله ي براي اين رو از ،T = max{∥Tn∥ : n = ۰, . . . ,N −۱} مي دهيم قرار

∥en+۱∥ ≤ [۱+
h
۲
(۳∥A۰∥+L)]∥en∥+

h
۲
(۳∥A۰∥+L)∥en+۱∥+hT. (۱۰ .۲)

داريم: n روي استقراء از استفاده با ،M = ۱
۲(۳∥A۰∥+L) دهيم قرار اگر

∥en+۱∥ ≤
۱+hM∥en∥+hT

۱−hM
≤ T

M
((۱+

hM
۱−hM

)n+۱ −۱)+(۱+
hM

۱−hM
)n+۱∥e۰∥. (۱۱ .۲)

مي شود: حاصل زير رابطه ي n هر براي ،۱+ z ≤ exp(z) نامساوي کمک با نتيجه، در

∥en∥ ≤
T
M
(exp(

Mtn
۱−hM

)−۱)+ exp(
Mtn

۱−hM
)∥e۰∥, n = ۱, . . . ,N. (۱۲ .۲)

مي شود: بازنويسي زير به صورت فوق نامساوي ،(۷ .۲) موضعي قطع فرمول از استفاده با نهايت، در

∥en∥ ≤ ∥e۰∥exp(
Mtn

۱−hM
)+h۲

[
exp(

Mtn
۱−hM

)−۱
]

M۳
۳M

, n = ۱, . . . ,N, (۱۳ .۲)

مي دهيم: قرار حال .M۳ = max
{
∥y(۳)(t)∥ : t ∈ [t۰, t f ]

}
آن در که

z(t) = [x(t),λ (t f + t۰ − t)]T , (۱۴ .۲)

En = ∥z(tn)− zn∥ . (۱۵ .۲)

داريم: (۱۳ .۲) رابطه ي از صورت اين در

En ≤ E۰ exp(
Mtn

۱−hM
)+h۲

[
exp(

Mtn
۱−hM

)−۱
]

M۳
۳M

. (۱۶ .۲)

که ∥y(ti)− yi∥ ≤C۰h۲ که گرفت نتيجه مي توان (۱۶ .۲) طبق نتيجه در ،E۰ = ۰ داريم همواره گردکردن خطاي گرفتن ناديده با
.C۰ =

(
exp(Mt f )−۱

) M۳
۳M آن در

ذوزنقه روش ماتريسي نمايش ۱ .۲
معادله ي گسسته  سازي براي (۲ .۲) ذوزنقه ي روش صورت اين در ،z = [λ۰, . . . ,λN−۱]

T و x = [x۱, . . . ,xN ]
T مي دهيم قرار

مي شود: بازنويسي زير ماتريسي فرمول در (۱ .۲)

G۰

[
x
z

]
+h

[
(J۱ ⊗ Ik)F(x)

(JT
۱ ⊗ Ik)∂F(x)z

]
=

[
R۱(x۰)
R۲(x۰)

]
, (۱۷ .۲)

،R۲(x۰) = [−h
۲ Qx۰,۰, . . . ,۰]T ،R۱(x۰) = [x۰ +

h
۲(Ax۰ +F(x۰)),۰, . . . ,۰]T آن در که

G۰ =

[
J⊗ Ik hJT

۱ ⊗S
hJ۱ ⊗ Ik −(J⊗ Ik)

T

]
−h(J۱ ⊗A۰)+h(J۱ ⊗A۰)

T , (۱۸ .۲)

نشان دهنده ي ⊗ نماد ،J۱ = IN − ۱
۲ J ،∂F(x) = diag( ∂ f (x)

∂x

∣∣∣
x۱
, . . . , ∂ f (x)

∂x

∣∣∣
xN
) ،F(x) = [F(x۱), . . . ,F(xN)]

T

J N‐بعدي مربعي ماتريس همچنين، هستند؛ N و k مرتب از هماني ماتريس  هاي به ترتيب IN و Ik و ماتريس  ها، روي کرونکر ضرب
مي شود: تعريف زير به صورت

J =


۱
−۱ ۱

. . . . . .
−۱ ۱

 . (۱۹ .۲)
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به توجه با که کنيم نشان خاطر اين جا در مي آيند. به دست (۱۷ .۲) غيرخطي دستگاه حل از که هستند مجهولي بردارهاي z و x بنابراين،
همچنين، مي باشند. k×N ابعاد با ستوني بردارهايي z و x نتيجه در هستند، بعدي k ستوني بردارهاي ،۰ ≤ i ≤ N ها، λi و ها xi اينکه
مسأله ي اگر به علاوه، است. صفر درايه هايشان ساير آن ها، اول مؤلفه ي k بجز که بوده k×N ابعاد داراي R۲ و R۱ ستوني بردارهاي
معادلات دستگاه يک (۱۷ .۲) معادلات دستگاه نتيجه، در ≡F(x)∂؛ ۰ و F(x)≡ ۰ آنگاه ، f (x)≡ ۰ يعني باشد، خطي بهينه کنترل
حالتي در اما نمود. حل مزدوج گراديان روش يا و LU تجزيه ي روش همچون حل کننده هايي کمک با را آن  مي توان که است خطي جبري
دستگاه اين ديگر، به عبارتي مي  کنيم. استفاده شبه  خطي سازي تکنيک يک از ،(۱۷ .۲) غيرخطي دستگاه حل به منظور باشد، f (x) ≠ ۰  که

مي نماييم: حل زير به فرم r = ۰,۱,۲, . . . براي تکراري به صورت را

(G۰ +

[
۰ ۰
۰ h(JT

۱ ⊗ Ik)∂F(x(r))

]
)

[
x(r+۱)

z(r+۱)

]
=

[
R۱(x۰)−h(J۱ ⊗ Ik)F(x(r))

R۲(x۰)

]
. (۲۰ .۲)

مي کنيم: استفاده بهينه کنترل مقادير محاسبه ي براي زير دنباله ي از به علاوه،

u(r)n =−R−۱BT λ (r)
n , n = ۰,۱, . . . ,N. (۲۱ .۲)

مرزي مقدار مسأله ي حل بنابراين، مي  شود. استفاده شروع بردار به عنوان صفر بديهي بردارهاي از تکنيک اين در که باشيم داشته توجه
مقاله اين در خطي، دستگاه هاي حل به منظور مي  باشد. r = ۰,۱,۲, . . . براي (۲۰ .۲) خطي دستگاه دنباله ي حل با معادل (۳ .۱) غيرخطي

مي شود. استفاده QR تجزيه ي روش از

عددي مثال هاي ۳
کنترل مسأله ي حل در آن بالاي دقت و سادگي جمله از پيشنهادي روش قابليت هاي بررسي به عددي، مثال هاي از استفاده با بخش، اين در
است. شده مقايسه مقالات ساير در موجود نتايج با پيشنهادي تكنيک از آمده به دست عددي نتايج شده، ارائه مثال  هاي براي مي پردازيم. بهينه
در 8GB RAM و CPU 2.20GHz ،Intel ® CoreTM i7 مشخصات با تاپ لپ دستگاه يک از استفاده با بخش اين در محاسبات
شده استفاده سيمپسون انتگرال گيري روش از ،(۱ .۱) عمل کرد تابع مقدار محاسبه ي براي همچنين و شده است، انجام متلب افزار نرم  محيط

است.
مي گيريم: نظر در را زير خطي بهينه ي کنترل مسأله ي .۱ .۳ مثال

min J = x۲(t f )+
∫ t f

۰ u۲(t)dt,

s.t.
{

ẋ(t) = x+u, ۰ ≤ t ≤ t f ,
x(۰) = x۰.

(۱ .۳)

عبارت مسأله اين واقعي جواب همچنين، . f (x)≡ و۰ B = ۱ ،A = ۱ ،R = ۲ ،Q = ۰ ،Q f = ۲ ،k = ۱ مسأله اين براي
از: است

x∗(t) =
x۰et(۱+ e−۲(t−t f ))

۱+ e۲t f
, u∗(t) =

−۲x(t)

۱+ e۲(t−t f )
, ۰ ≤ t ≤ t f . (۲ .۳)

ماکزيمم شامل حالت اين در عددي نتايج .J∗ = ۱٫۹۹۹۹۰۹۲۰ با است برابر عمل کرد تابع واقعي مقدار ،x۰ = ۱ و t f = ۵ براي
ذوزنقه روش از حاصل J عمل کرد تابع تقريبي مقدار و شده سپري زمان ،(x,u) تقريبي جواب و (x∗,u∗) واقعي جواب بين مطلق خطاي
تئوري نتايج بر منطبق که مطلبي مي باشد، دو دقت مرتبه ي داراي ذوزنقه روش مي  دهد نشان جدول اين است. شده گزارش ۱ جدول در
تنها گذشت از پس ذوزنقه روش مي شود، تقسيم مساوي بازه ي زير ۶۴۰ به [۰,۵] بازه ي که هنگامي است. ۲ بخش در شده داده قضيه ي
اين که مي  شود، همگرا J = ۱٫۹۹۹۹۰۵۲۳ عمل کرد تابع تقريبي مقدار و ۳٫۶۹ × ۱۰−۶ مطلق خطاي ماکزيمم با ثانيه ۰٫۰۷۵۰

مي باشد. روش بالاي سرعت و دقت بيانگر نکته
مي گيريم: نظر در را زير خطي بهينه ي کنترل مسأله ي .۲ .۳ مثال

min J = ۱
۲
∫ π

۲
۰
(

۴x۲
۲(t)+u۲(t)

)
dt,

s.t.


ẋ =

[
۰ ۰
۱ ۰

]
x+

[
۱
۰

]
u, ۰ ≤ t ≤ π

۲ ,

x(۰) =
[

۱ ۱
]T

,
x = [x۱ x۲]

T .

(۳ .۳)
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حاصل J عمل کرد تابع تقريبي مقدار و سپري شده زمان تقريبي، جواب و واقعي جواب بين مطلق خطاي ماکزيمم شامل عددي نتايج :۱ جدول
.۱ .۳ مثال حل براي ذوزنقه روش از

N سلول ها تعداد J عمل کرد تابع تقريبي مقدار مطلق خطاي ماکزيمم روش مرتبه ي (ثانيه) سپري شده زمان
۱۰ ۱٫۹۶۸۰۶۷۶۳ ۱٫۵۷×۱۰−۲ − ۰٫۰۰۱۳
۲۰ ۱٫۹۹۰۱۳۹۴۸ ۳٫۸۶×۱۰−۳ ۲٫۰۲ ۰٫۰۰۱۴
۴۰ ۱٫۹۹۷۳۴۷۰۹ ۹٫۵۹×۱۰−۴ ۲٫۰۰ ۰٫۰۰۱۵
۸۰ ۱٫۹۹۹۲۶۱۰۹ ۲٫۳۹×۱۰−۴ ۲٫۰۰ ۰٫۰۰۱۹

۱۶۰ ۱٫۹۹۹۷۴۶۷۰ ۵٫۹۹×۱۰−۵ ۲٫۰۰ ۰٫۰۰۳۹
۳۲۰ ۱٫۹۹۹۸۶۸۵۵ ۱٫۴۹×۱۰−۵ ۲٫۰۰ ۰٫۰۲۳۲
۶۴۰ ۱٫۹۹۹۹۰۵۲۳ ۳٫۶۹×۱۰−۶ ۲٫۰۱ ۰٫۰۷۵۰

.۲ .۳ مثال حل براي ذوزنقه روش شده ي سپري زمان و J عمل کرد تابع تقريبي مقدار :۲ جدول
N سلول تعداد ۱۰ ۲۰ ۴۰ ۸۰ ۱۶۰ ۳۲۰ ۶۴۰

J عمل کرد تابع مقدار ۴٫۷۸۸۸۰ ۴٫۷۶۱۷۹ ۴٫۷۵۴۱۹ ۴٫۷۵۲۱۶ ۴٫۷۵۱۶۳ ۴٫۷۵۱۵۰ ۴٫۷۵۱۴۶
(ثانيه) شده سپري زمان ۰٫۰۲۴ ۰٫۰۲۵ ۰٫۰۲۶ ۰٫۰۲۸ ۰٫۰۴۳ ۰٫۱۴۶ ۰٫۶۶۴

.u(t) کنترل متغير (ب) .x۲(t) و x۱(t) حالت متغيرهاي (الف)

.N = بازه ي۱۶۰ زير تعداد با متناظر ۲ .۳ مثال کنترل و حالت متغيرهاي براي ذوزنقه روش از آمده به دست تقريبي جواب  هاي :۱ شکل

در مثال اين حل براي ذوزنقه روش از حاصل عددي نتايج .R = ۱ و Q =

[
۰ ۰
۰ ۱

]
،Q f = ۰ داريم: (۳ .۳) مسأله ي در

۲ جدول از مي باشد. بالا دقت و سرعت با بعد دو در مسائل حل براي روش کارايي بيانگر نتايج اين شده است. گزارش ۱ شکل و ۲ جدول
همگراست. عمل کرد تابع از ۴٫۷۵۱۴۶ تقريبي مقدار به ثانيه ۰٫۶۶۴ تنها گذشت از پس و ۶۴۰ بازه ي زير تعداد با روش که مي شود ديده

مي گيريم: نظر در را زير غيرخطي بهينه ي کنترل مسأله ي .۳ .۳ مثال

min J = ۱
۲
∫ ۱

۰
(
x۲

۱(t)+ x۲
۲(t)+u۲(t)

)
dt,

s.t.


ẋ۱ = x۲ + x۱x۲,

ẋ۲ =−x۱ + x۲ + x۲
۲ +u, ۰ ≤ t ≤ ۱,

x۱(۰) =−۰٫۸, x۲(۰) = ۰.

(۴ .۳)

مي باشد. f (x) =
[

x۱x۲
x۲

۲

]
و B =

[
۰
۱

]
،A =

[
۰ ۱
−۱ ۱

]
،R = ۱ ،Q =

[
۱ ۰
۰ ۱

]
،k = ۲ مثال اين براي

عددي نتايج نماييم. استفاده تکراري به صورت را (۲۰ .۲) روش مي  بايست اين رو از است، غيرخطي مسأله اين اينکه به توجه با همچنين،
با است. شده گزارش ۳ جدول در متفاوت بازه هاي زير تعداد براي تکرار بار ۱۵ از پس شده سپري زمان و عمل کرد تابع تقريبي مقدار شامل
۴٫۰۲۱ گذشت از پس (تنها کوتاهي بسيار زمان در N = ۶۴۰ براي پيشنهادي روش که مي شود ديده جدول اين در عددي نتايج مقايسه ي
درون يابي تغييراتي تکرار تکنيک و [۲۲] تغييراتي تکرار روش که حالي در مي  شود. همگرا ۱۰−۷ مرتبه ي از مطلق خطاي ماکزيمم با و ثانيه)



۵۵۱ دوم مرتبه ي متناهي تفاضلات فرمول از استفاده با بهينه کنترل مسائل حل براي دقيق و ساده روش يک

.۳ .۳ مثال حل براي ذوزنقه روش شده ي سپري زمان و J عمل کرد تابع تقريبي مقدار :۳ جدول
N سلول تعداد ۱۰ ۲۰ ۴۰ ۸۰ ۱۶۰ ۳۲۰ ۶۴۰

J عمل کرد تابع مقدار ۰٫۴۴۴۱۱ ۰٫۴۴۳۴۸ ۰٫۴۴۳۳۳ ۰٫۴۴۳۳۰ ۰٫۴۴۳۲۹ ۰٫۴۴۳۲۹ ۰٫۴۴۳۲۹
(ثانيه) شده سپري زمان ۰٫۰۶۵ ۰٫۰۷۳ ۰٫۰۸۷ ۰٫۱۶۳ ۰٫۵۲۱ ۱٫۸۴۰ ۴٫۰۲۱

.۳ .۳ مثال حل براي مختلف عددي روش سه از آمده به دست شبيه سازي نتايج مقايسه ي :۴ جدول
عددي روش [۲۲] تغييراتي تکرار روش [۲۱] شده درون يابي تغييراتي تکرار روش پيشنهادي روش

(ثانيه) شده سپري زمان ۶۷٫۰۴۹ ۷٫۵۰۴ ۴٫۰۲۱
مطلق خطاي ماکزيمم نشده گزارش نشده گزارش ۱۰−۷

.x۲(t) حالت متغير (ب) .x۱(t) حالت متغير (الف)

.N = ۱۶۰ بازه ي زير تعداد با متناظر ۳ .۳ مثال حالت متغيرهاي براي ذوزنقه روش از آمده به دست تقريبي جواب  هاي :۲ شکل

.[۲۲] تغييراتي تکرار روش و پيشنهادي روش توسط آمده به دست ۳ .۳ مثال براي کنترل متغير تقريبي جواب هاي مقايسه ي :۳ شکل

زير تعداد با متناظر حالت، متغيرهاي نمودار .(۴ (جدول شده اند همگرا ثانيه ۷٫۵۰۴ و ۶۷٫۰۴۹ زمان هاي گذشت با به ترتيب [۲۱] شده
روش تقريبي جواب با پيشنهادي روش از حاصل کنترل متغير تقريبي جواب نمودار همچنين، است. شده رسم ۲ شکل در ،N = ۱۶۰ بازه ي
مرجع در شده ارائه جواب  هاي با مطابق تقريبي جواب که مي دهند نشان ۳ و ۲ شکل  هاي شده اند. مقايسه ۳ شکل در [۲۲] تغييراتي تکرار

است. [۲۲]

مي گيريم: نظر در را ([۶] است شده ارائه ناسا تحقيقات مرکز در (که زير نامتناهي افق با تأخيري بهينه ي کنترل مسأله ي .۴ .۳ مثال

min J =
∫ ∞

۰

(
۱۰۰۰۰x۲

۱(t)+u۲(t)
)

dt, (۵ .۳)
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.x۲(t) حالت متغير (ب) .x۱(t) حالت متغير (الف)

.u(t) کنترل متغير (د) .x۳(t) حالت متغير (ج)

.N = ۲۰۰۰ بازه ي زير تعداد با متناظر ۴ .۳ مثال کنترل و حالت متغيرهاي براي ذوزنقه روش از آمده به دست تقريبي جواب  هاي :۴ شکل

اينکه: بر مشروط
ẋ۱(t) =− ۱

σ x۱(t)− κ
σ x۲(t −۰٫۳۳),

ẋ۲(t) = x۳(t),
ẋ۳(t) =−ω۲x۲(t)−۲ξ ωx۳(t)+ω۲u(t), t > ۰,
x۱(t) =−۰٫۱, x۲(t) = ۸٫۵۴۷, x۳(t) = ۰, −۰٫۳۳ ≤ t ≤ ۰,

(۶ .۳)

باشد. مي ω = ۶ و ξ = ۰٫۸ ،κ =−۰٫۰۱۱۷ ،σ = ۱٫۹۶۴ آن در که

را شده ارائه عددي روش ،N = ۲۰۰۰ گام طول با .[۱۳] است J∗ = ۱۳۶٫۴۰۴۹۰ با برابر هزينه تابع واقعي مقدار مثال، اين در
در مي کنيم. استفاده تأخير جمله ي تقريب براي خطي درون ياب يک از به علاوه، مي بريم. به کار [۰,۴۰] بازه ي روي مسأله اين حل براي
با [۷] در شده ارائه روش حالي که در مي آيد. به دست J = ۱۳۶٫۴۰۴۸۲ با برابر هزينه تابع تقريبي مقدار ثانيه، ۴۰ گذشت از پس نتيجه،
يکسان گام طول با ما که مي دهد نشان مطلب اين است. شده همگرا J = ۱۳۶٫۴۱۰۱۸۰ هزينه ي تابع مقدار به N = ۲۰۰۰ گام طول
گرفته به کار روش همچنين، رسيده ايم. (J∗ = ۱۳۶٫۴۰۴۹۰) بهينه مقدار به نزديک تري پاسخ به [۷] در پيشنهادي روش با مقايسه در
و سريع تر ما روش نيز تکنيک اين به نسبت بنابراين، است. شده همگرا J = ۱۳۶٫۴۰۴۸۱۸ مقدار به ثانيه ۵۸٫۹۳ از پس [۱۰] در شده
اين در آمده به دست تقريبي جواب هاي که مي دهد نشان شکل اين شده اند. رسم ۴ شکل در کنترل و حالت متغيرهاي نمودار است. دقيق تر
با تأخيري بهينه ي کنترل مسائل حل براي پيشنهادي روش بنابراين، است. [۱۳ ،۱۰ ،۷ ،۶] مراجع در شده ارائه جواب  هاي با مطابق مقاله

مي باشد. دقيق و سريع نيز نامتناهي افق

نتيجه گيري ۴
فرمول  يک از استفاده با روش، اين طراحي به منظور شد. ارائه بهينه کنترل مسائل از دسته اي حل براي کارا عددي روش يک مقاله، اين در
همگرايي ،۱ .۲ قضيه ي در شد. گسسته  سازي شده داده بهينه ي کنترل مسأله ي با متناظر بهينگي لازم شرايط دوم، مرتبه ي متناهي تفاضلات



۵۵۳ دوم مرتبه ي متناهي تفاضلات فرمول از استفاده با بهينه کنترل مسائل حل براي دقيق و ساده روش يک

براي به سادگي پيشنهادي روش ماتريسي، روابط به کمک همچنين، است. دو مرتبه ي از آن همگرايي نرخ که شد داده نشان و شد اثبات روش
بهينه کنترل مسائل از برخي حل براي آن از حاصل عددي نتايج روش، کارايي تأييد به منظور گرديد. پياده سازي بهينه کنترل مسأله ي يک
سرعت بيانگر ۱ جدول در شده گزارش عددي نتايج دقيق تر، به طور بود. شده ارائه تکنيک بالاي کارايي و سرعت دقت، مبين که شد فراهم
براي پيشنهادي روش که دادند نشان ۱ شکل و ۲ جدول همچنين، بود. خطي مسأله ي يک حل براي دوم مرتبه ي دقت و همگرايي بالاي
غيرخطي مسائل حل براي روش اين که کردند تأييد ۳ و ۲ شکل هاي و ۳ جدول به علاوه، مي باشد. موفق بسيار نيز بعدي دو مسائل حل
۴ شکل نهايت، در است. سريع  تر و دقيق  تر حال عين در و بوده پياده  سازي قابل به راحتي موجود روش هاي با مقايسه در و است کارا بسيار نيز

بود. نامتناهي افق با تأخيري بهينه ي کنترل مسئله ي يک حل براي پيشنهادي روش بالاي دقت و سرعت نشان دهنده ي
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Abstract: In this paper, a simple and highly accurate approximate method for solving optimal control
problems (OCPs) is presented. In this method, initially, by using the necessary optimality conditions based
on the Pontryagin’s maximum principle, the given OCP is transformed into a twopoint boundary value
problem (BVP). Then, by applying a secondorder finite difference formula, the resulting BVP is dis
cretized, and a system of algebraic equations is formulated. Convergence analysis of the proposed method
is also discussed, and matrix formulations are provided for ease of implementation. The numerical results
obtained in this study are compared with some other methods, demonstrating the high accuracy, speed, and
efficiency of the proposed method for solving both linear and nonlinear OCPs.
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