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توابع تمام فضاي يعني ،C(X,A) ∗C‐جبر در بسته ايده آل هاي ساختار تعيين و بررسي به مقاله، اين در چکيده:
هر مي دهيم نشان واقع، در مي پردازيم. A دلخواه ∗C‐جبر به X هاسدورف و فشرده توپولوژيک فضاي از پيوسته

به صورت ،C(X,A) از I بسته ايده آل

I = {f ∈ C(X,A) : ∀(x, P ) ∈ F, f(x) ∈ P}

است. X × Prim(A) توپولوژيک فضاي از بسته زيرمجموعه يک F آن در که است،
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مقدمه ۱
ساختار که ∗C‐جبرها از مهمي دسته آنهاست. بسته ايده آل هاي ساختار تعيين ، ∗C‐جبرها ساختار مطالعه در توجه جالب موضوعات از يكي
جابجايي ∗C‐جبر هر مي دانيم ،[۵] نيمارک گلفاند قضيه بنابر هستند. جابجايي ∗C‐جبرهاي شده اند، مشخص کاملاً آنها بسته ايده آل هاي
اين در است. يکريخت ،X هاسدورف و فشرده توپولوژيک فضاي روي مختلط مقدار  پيوسته توابع تمام فضاي يعني ،C(X) با يک دار  و

مجموعه به صورت ،C(X) از I بسته ايده آل هر حالت،

I = {f ∈ C(X) : ∀x ∈ F, f(x) = ۰}.

∗C‐جبر بسته ايده آل هاي ساختار تعيين به متفاوت روش دو با مقاله، اين در . [۲] است X از بسته زيرمجموعه يك F آن در که است،
واقع، در پرداخته ايم. است، فشرده هاسدورف توپولوژيک فضاي يک X و دلخواه يک دار و ساده ∗C‐جبر يک A آن در که ،C(X,A)
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بسته زيرمجموعه ،C(X,A) از I بسته ايده آل هر براي صورت، اين در باشد. يک دار  و ساده ∗C‐جبر يک A کنيد فرض .۱ .۱ قضيه
آن در که ،I = IF که به طوري دارد وجود X × prim(A) از F

IF = {f ∈ C(X,A) : ∀(x, P ) ∈ F, f(x) ∈ P}.

اوليه و مقدماتي مفاهيم ۲
منظور نماييد. مراجعه [۴] و [۵] ،[۲] به بيشتر جزييات براي مي کنيم. يادآوري را ∗C‐جبرها به مربوط مقدماتي مفاهيم برخي بخش، اين در

،a, b ∈ A هر براي که است، ∗ : A → A خطي مزدوج نگاشت همراه به A جبر ∗‐جبر، يك از

a∗∗ = (a∗)∗ = a, (ab)∗ = b∗a∗.

باشد. برقرار زير رابطه هاي ،a, b ∈ A هر براي و باشد کامل آن نرم توسط القا شده متر در هرگاه گوييم، ∗C‐جبر يک را A نرمدار ∗‐جبر

‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖, ‖a∗a‖ = ‖a‖۲.

هرگاه گوييم، (راست) چپ ايده آل يک را A ∗C‐جبر از I برداري زيرفضاي

a ∈ A, b ∈ I ⇒ ab ∈ I (ba ∈ I).

است. ∗C‐جبر يک ساختار داراي خود ، ∗C‐جبرها بسته ايده آل هر درواقع،
نداشته غيربديهي ايده آل هرگاه گوييم ساده جبري به طور را آن و باشد نداشته غيربديهي بسته ايده آل هرگاه گوييم ۲ ساده را A ∗C‐جبر

باشد. ساده جبري به طور اگر تنها و اگر است ساده A يک دار  ∗C‐جبر که است ذکر به لازم باشد.
با را آن يکتاست، b عنصر .ab = ba = ۱ که باشد داشته وجود b ∈ A هرگاه گوييم، وارون پذير را A يک دار  ∗C‐جبر در a عنصر
،A يک دار  ∗C‐جبر هر براي که است ذکر به لازم مي دهيم. نشان Inv(A) با را A يک دار  ∗C‐جبر وارونپذير عناصر مجموعه و a−۱

است. A از باز زير مجموعه يك Inv(A)
مجموعه به صورت A يک دار  ∗C‐جبر در a عنصر يک طيف

σ(a) = {λ ∈ C : λ۱− a /∈ Inv(A)}

مي دهيم. نمايش Asa با را خودالحاق عناصر مجموعه مي ناميم. خودالحاق عنصر يک را a آن گاه ،a = a∗ هرگاه هم چنين، مي شود. تعريف
مثبت عناصر مجموعه .a ≥ ۰ مي نويسيم و است مثبت عنصر يک a گوييم ،σ(a) ⊆ R+ داشته باشيم a خودالحاق عنصر براي هرگاه
يکتا عنصر ،a ∈ A عنصر هر براي واقع، در .a∗a ∈ A+ ،a ∈ A هر براي که است ذکر شايان مي دهيم. نشان A+ با را A

،a, b ∈ Asa هر براي براين، علاوه  مي دهيم. نشان |a| با را b يکتا عنصر اين .a∗a = b۲ طوري كه به دارد وجود b ∈ A+

Max(a, b) =
۱
۲
(a+ b+ |a− b|).

∗C‐جبر در مقادير با X هاسدورف و فشرده فضاي روي پيوسته توابع تمام فضاي و گرفته نظر در را A دلخواه ∗C‐جبر .۱ .۲ ملاحظه
که خطي مزدوج نگاشت و نقطه به نقطه ضرب جمع، اسکالر، ضرب عملگرهاي به مجهز فضا اين مي دهيم. نشان C(X,A) با را A
∗‐جبر يک ، f ∗(x) = (f(x))∗ ،x ∈ Xهر براي که است نحوي به ،f ∗ ∈ C(X,A) عنصر ،f ∈ C(X,A) هر براي
هر براي که است ذکر به لازم است. ∗C‐جبر يک ،‖f‖ = sup{‖f(x)‖ : x ∈ X} نرم به مجهز فضا اين هم چنين، است.

ديگر، به بيان .|f |(x) = |f(x)| ،x ∈ Xهر براي که است نحوي به ،|f | ∈ C(X,A) عنصر f ∈ C(X,A)+

C(X,A)+ = C(X,A+).

آن گاه باشد، C(X,A) از ايده آلي I اگر به ويژه، .Inv(C(X,A)) = C(X, Inv(A)) به علاوه،

I+ = I ∩ C(X,A+).

تعريف با f, g ∈ C(X,A)+ هر براي هم چنين،

Max(f, g)(x) = Max(f(x), g(x)),

.Max(f, g) ∈ C(X,A)+ داريم،
2simple
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،a ∈ A هر براي که است جبري همريختي يک ،B و A ∗C‐جبرهاي بين π : A → B ∗‐همريختي يک از منظور
پيوسته و خطي عملگرهاي تمام فضاي B(H) ∗C‐جبر آن در که ،π : A → B(H) ∗‐همريختي هر .π(a∗) = π(a)∗

يک همواره ،[۵] گلفاند‐نيمارک‐سگال قضيه بنابر مي ناميم. H هيلبرت فضاي روي به A از نمايش يک را است، H هيلبرت فضاي روي
گوييم تحويل ناپذير نمايش يک را π نمايش دارد. وجود H هيلبرت فضاي يک ازاي به ،B(H) ∗C‐جبر به A ∗C‐جبر از ∗‐همريختي
باشد. نداشته π(A) براي (π(A)K ⊆ K که H هيلبرت فضاي از K زيرفضاي ) غيربديهي بسته پاياي زيرفضاي هيچ H هرگاه
بين ∗‐همريختي هر که آنجا از به علاوه، است. دامنه از ايده آل يک ،{a ∈ A : π(a) = ۰} مجموعه يعني ،π نمايش هر ۳ هسته
يک را A ∗C‐جبر روي ناصفر تحويل ناپذير نمايش هر هسته است. A از بسته ايده آل يک A نمايش هر هسته است، پيوسته ∗C‐جبرها،

Prim(A) مجموعه مي دهيم. نشان Prim(A) با را A ∗C‐جبر اوليه ايده آل هاي همه مجموعه .[۲] مي ناميم A در اوليه ايده آل
يک بستار توپولوژي اين در است. شده شناخته جيکبسون) توپولوژي (يا غلاف‐هسته توپولوژي نام با که مي شود مجهز توپولوژي يک به

با است برابر E مانند Prim(A) از زيرمجموعه

E = {Q ∈ Prim(A) : Q ⊇ ∩P∈EP}.

و باشد A بسته ايده آل يک I هرگاه

Λ = {P : P ∈ Prim(A) ∧ I ⊆ P},

از همچنين، . مي شود مشخص کاملاً آن اوليه ايده آل هاي به وسيله ∗C‐جبر يک بسته ايده آل هاي ساختار بنابراين، .I = ∩P∈ΛP آن گاه
تحويل ناپذير نمايش هاي رسته اگر است، آن ناصفر تحويل ناپذير نمايش هاي با يک به يک تناظر يک در ∗C‐جبر يک اوليه ايده آل هاي که، آن جا
رسته که هنگامي بود. خواهند يکساني بسته ايده آل هاي شبکه داراي ∗C‐جبر دو آن گاه باشند، هم ارز رسته ها، نظريه مفهوم به ∗C‐جبر دو

هستند. ۴ موريتا هم ارز آنها گوييم اصطلاحاً باشند هم ارز ∗C‐جبر دو نمايش هاي

به طوريكه دارد، وجود X هاسدورف و فشرده فضاي ،A يک دار  و جابه جايي ∗C‐جبر هر براي [۲] نيمارک گلفاند قضيه بنابر .۲ .۲ ملاحظه
توپولوژيک فضاي دو عنوان به ،Prim(A) با X توپولوژيک فضاي به علاوه، هستند. يکريخت ∗C‐جبر دو عنوان به C(X) و A

هستند. يکريخت

C(X,A) بسته ايده آل هاي ساختار تعيين مستقيم روش ۳

لم از اصلي قضيه اثبات در مي پردازيم. C(X,A) ∗C‐جبر بسته ايده آل هاي ساختار تعيين و مطالعه به مستقيم روش به بخش، اين در
مي شود. استفاده زير

ايده آل و X از K فشرده زيرمجموعه باشد. يک دار  ∗C‐جبر يک A و هاسدورف و فشرده توپولوژيک فضاي يک X کنيد فرض .۱ .۳ لم
بگيريد. نظر در را C(X,A) از I

صورت، اين در .f(x) ∈ Inv(A) ∩ A+ ،x ∈ K هر براي و f ∈ C(X,A) کنيد فرض الف)

۰ < inf ∪x∈K σ(f(x)).

به دارد، وجود f ∈ I+ آن گاه ،fx(x) ∈ Inv(A) که باشد داشته وجود fx ∈ I مانند عنصري ،x ∈ K هر براي اگر ب)
.f(x) = ۱A ،x ∈ K هر براي هم چنين، .۰ ≤ f ≤ ۱C(X,A) طوري كه،

.I = C(X,A) آن گاه، کند صدق (ب) قسمت فرضيات در K = X اگر به ويژه،

هر براي اين رو، از .[۱] است بالايي نيم پيوسته باناخ جبر هر روي طيف مقدار) (مجموعه تابع که مي كنيم توجه (الف)، اثبات براي اثبات.
همسايگي ،Vx = (۱۲Minσ(f(x)),Maxσ(f(x)) + ۱) باز بازه جمله، از ،σ(f(x)) شامل باز مجموعه هر و x ∈ K
x از بازي همسايگي f تابع پيوستگي به توجه با ديگر، طرف از .σ(a) ⊆ Vx ،a ∈ Wx هر براي که دارد وجود f(x) از Wx باز

3kernel
4Morita equivalent



۵۵۹ ∗C‐جبرها برخي در بسته ايده آل   هاي ساختار

که مي شود نتيجه فوق بحث از .f(y) ∈ Wx ،y ∈ Ux هر براي که دارد وجود Ux مانند

∀x ∈ K ∃Ux ∀ y ∈ Ux σ(f(y)) ⊆ Vx. (۱ .۳)

دارند وجود ،Ux۱ , . . . , Uxn مانند آنها شامل باز همسايگي هاي و K در x۱, . . . , xn نقاط ،K مجموعه فشردگي به باتوجه حال
انتخاب با به علاوه، و مي پوشانند را K به طوريكه

m :=
۱
۲
{Minσ(f(xi)) : ۱ ≤ i ≤ n},

داشت: خواهيم ، ۱ .۳ به توجه با و

m > ۰ ∧ ∀ x ∈ K ∀λ ∈ σ(f(x)) λ > m.

اين رو، از
۰ < inf ∪x∈K σ(f(x)).

و fx هر پيوستگي به توجه با .fx(x) ∈ Inv(A) که دارد وجود fx ∈ I ،x ∈ K هر براي مي کنيم فرض (ب)، قسمت اثبات براي
داريم: ،Inv(A) مجموعه بودن باز

∀x ∈ K ∃Ux ∀ y ∈ Ux fx(y) ∈ Inv(A), (۲ .۳)

است. x شامل و K در باز مجموعه يک Ux آن در که
طوري كه به دارند وجود ،Ux۱ , . . . , Uxn مانند آنها شامل باز هاي همسايگي و x۱, . . . , xn ∈ K نقاط ،K فشردگي به توجه با حال
،y ∈ Uxi

هر براي طوري كه به دارند وجود fx۱ , . . . , fxn ∈ I توابع فرض، به توجه با هم چنين، مي پوشانند. را K مجموعه
انتخاب با حال .fxi

(y) ∈ Inv(A)

g :=
n∑

i=۱

f ∗
xi
fxi

,

همچنين، .g ∈ I+

∀x ∈ K ∃ ۱ ≤ i ≤ n fxi
(x) ∈ Inv(A).

پس ،fxi
(x)∗fxi

(x) ≤ g(x) که، آن جا از .fxi
(x)∗fxi

(x) ∈ Inv(A) نتيجه، در

g(x) ∈ Inv(A) ∩ A+.

ثابت تابع .m ≤ λ ،λ ∈ σ(g(x)) هر و x ∈ K هر براي به طوريكه دارد وجود m ناصفر حقيقي عدد الف، قسمت به توجه با اکنون
وارون پذير h ∈ C(X,A) صورت، اين در .h = Max(g,m۱A) مي دهيم قرار و مي گيريم نظر در را m۱A ∈ C(X,A)

و است
۰ ≤ h−۱g ≤ ۱C(x,A).

.f := h−۱g دهيم قرار است کافي اينک .h(x) = g(x) ،x ∈ K هر براي همچنين،

F بسته زيرمجموعه ،C(X,A) از I بسته ايده آل هر براي صورت، اين در است. يک دار  ساده ∗C‐جبر يک A کنيد فرض .۲ .۳ قضيه
آن در که ،I = IF که به طوري دارد وجود X از

IF = {f ∈ C(X,A) : ∀x ∈ F, f(x) = ۰}.
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A ∗C‐جبر چون و است A ايده آل يک I(x) به وضوح ، .I(x) = {f(x) : f ∈ I} مي دهيم قرار ،x ∈ X هر براي اثبات.
مي دهيم قرار .I(x) = A يا I(x) = {۰} پس است، يک دار  و ساده

F = {x ∈ X : I(x) = {۰}}.

هر براي پس، .I(x) = A داريم ،x ∈ X هر براي زيرا، .I = C(X,A) = IF آن گاه باشد، تهي F اگر که مي کنيم توجه
فرض ادامه، در .I = C(X,A) قبل لم به بنا اين رو، از .fx(x) = ۱A طوري كه به دارد، وجود fx مانند I از عضوي ،x ∈ X
ε > ۰ و h ∈ IF مي کنيم فرض موضوع، اين اثبات براي .I = IF مي دهيم نشان و است) ناتهي F (پس است سره I ايده آل مي کنيم

مي دهيم قرار و

K = {x ∈ X : ‖h(x)‖ ≥ ε}.

طوري كه، به دارد، وجود fx مانند I از عضوي ،x ∈ K هر براي پس .K ∩ F = ∅ و است فشرده K به وضوح ،

fx(x) = ۱A ∈ Inv(A).

انتخاب با حال .f(x) = ۱A ،x ∈ K هر براي و ۰ ≤ f ≤ ۱C(X,A) که به طوري دارد وجود f ∈ I+ قبل، لم (ب) قسمت بنابر
.h ∈ I که مي شود نتيجه است، دلخواه ε و بسته I چون .‖k − h‖ ≤ ε و k ∈ I داريم ،k := fh

C(X,A) بسته ايده آل هاي ساختار تعيين غيرمستقيم روش ۴
حاصل ضرب شده کامل که دارند وجود زيادي نرم هاي ،B و A ∗C‐جبر دو برداري) فضاهاي عنوان (به جبري تانسوري حاصل ضرب روي
کوچکترين مي ناميم. ∗C‐جبر دو تانسوري حاصل ضرب هاي را کامل فضاهاي اين مي شوند. ∗C‐جبر نرم ها، اين به نسبت جبري تانسوري
اين داراي K(H) و C(X) مانند ∗C‐جبرها از بعضي مي دهيم. نشان ‖ · ‖max و ‖ · ‖min با ترتيب به را نرم ها اين بزرگترين و
برابرند. هم با شده اشاره نرم هاي بزرگترين و کوچکترين ديگر ∗C‐جبر هر با آنها جبري تانسوري حاصل ضرب روي که هستند جالب خاصيت
از يکي .[۵] گوييم ۵ هسته اي ∗C‐جبرها از نوع اين به دارد. وجود آنها جبري تانسوري حاصل ضرب روي يکتا ∗C‐نرم يک فقط نتيجه، در
ايده آل هاي روي است کافي قبلي، قسمت هاي توضيحات بنابر است. دو∗C‐جبر تانسوري حاصل ضرب بسته ايده آل هاي تعيين جالب، مسايل

آن گاه باشد هسته اي B يا A ∗C‐جبرهاي از يکي هرگاه که مي کند بيان شده شناخته نتايج از يکي شويم. متمرکز اوليه

Prim(A)× Prim(B) ∼= Prim(A⊗B)

نگاشت توسط (توپولوژيک) يکريختي اين که

(I, J) 7−→ I ⊗B + A⊗ J

.[۳] مي گردد ايجاد

X × توپولوژيک فضاي از F بسته زيرمجموعه صورت، اين در است. C(X,A) از بسته ايده آل يک I کنيد فرض .۱ .۴ قضيه
طوري كه به دارد، وجود Prim(A)

I = {f ∈ C(X,A) : ∀(x, P ) ∈ F, f(x) ∈ P}.

مي دهيم قرار اثبات.
Λ = {P ∈ Prim(C(X,A)) : I ⊆ P}.

که مي شود نتيجه ،۲ .۲ ملاحظه از ،C(X,A) ∼= C(X)⊗ A و است هسته اي C(X) که آنجا از .I = ∩P∈ΛP داريم

Prim(C(X,A)) ∼= Prim(C(X))× Prim(A) ∼= X × Prim(A).

5nuclear
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طوري كه، به دارند، وجود JP ∈ Prim(A) و xP ∈ X آن گاه ،P ∈ Prim(C(X,A)) هرگاه واقع، در

P = I{xP } ⊗ A+ C(X)⊗ JP = {f ∈ C(X,A) : f(xP ) ∈ JP}.

بنابراين
I = ∩P∈ΛP = ∩P∈Λ{f ∈ C(X,A) : f(xP ) ∈ JP}.

انتخاب با است، بسته غلاف‐هسته توپولوژي در Λ که آنجا از حال

F = {(xp, JP ) : P ∈ Λ},

و است بسته X × Prim(A) در F که مي شود نتيجه

I = {f ∈ C(X,A) : ∀(x, P ) ∈ F, f(x) ∈ P}.

F بسته زيرمجموعه ،C(X,A) از I بسته ايده آل هر براي صورت، اين در است. يک دار  ساده ∗C‐جبر يک A کنيد فرض .۲ .۴ نتيجه
آن در که ،I = IF که به طوري دارد وجود X از

IF = {f ∈ C(X,A) : ∀x ∈ F, f(x) = ۰}.

و اگر است ساده A ∗C‐جبر اين رو از است، اوليه ايده آل يک حداقل زيرمجموعه ∗C‐جبر، هر در سره بسته ايده آل هر که آنجا از اثبات.
مي شود. حاصل مطلوب نتيجه قبل قضيه از بنابراين باشد. A اوليه ايده آل تنها {۰} اگر تنها

منابع فهرست
[1] Aupetit, B., 1991. A primer on spectral theory, SpringerVerlag, New York. doi:101007/97814612

30489

[2] Blackadar, B., 2006. Operator algebras. Theory of C*algebras and von Neumann algebras, Ency
clopaedia of Mathematical Sciences, vol. 122: Operator Algebras and Noncommutative Geometry,
III, SpringerVerlag, Berlin.

[3] Blanchard, E. and Kircher, E., 2004. Nonsimple purely infinite C*algebras: the Hausdorff case, J.
Funct. Anal., 207, pp.461513. doi:10.1016/j.jfa.2003.06.008

[4] Conway, J.B., 1999. A course in operator theory, Amer. Math. Soci. doi: 10.1090/gsm/021

[5] Murphy, G. J., 1990. C*algebras and operator theory, Academic Press Inc., Boston, MA,



۵۶۲ ‐۵۵۶ صفحه ،۴ شماره ،۱۳ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و يخداني پور حسن زهرا ۵۶۲

Ideal Structure of Some C∗algebras

Mohammad Bagher Asadi(1), Mohammad Ali Asadi Vasafi(1)

and Zahra HassanpourYakhdani(1) 6

(1) Department of Mathematics, Statistics and Computer Sciences, College of Sciences, University of
Tehran, Tehran, Iran

Communicated by: Gholamreza Aghamollaei

Received: 18 June 2023 Accepted: 10 April 2024

Abstract: In this note, considering the main properties of closed ideals ofC∗algebras, we will determine
the structure of closed ideals of theC∗algrbraC(X,A), the space of all continuous functions from com
pact Hausdorff spaceX toC∗algebraA. Indeed, we will show that for every closed ideal I ofC(X,A),
there is some closed subset F of topological spaceX × prim(A), such that

I = {f ∈ C(X,A) : ∀ (x, P ) ∈ F, f(x) ∈ P}.
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