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به هم سيستم هاي شامل گسسته بهينه ي  کنترل مسائل حل براي تکراري روش يک دهنده ي ارائه مقاله اين چكيده:
شرايط از آمده به دست غيرخطي، متصل به هم و گسسته مرزي مقدار مسأله ي روش، اين با مي باشد. غيرخطي متصل
مقدار مسأله ي همچنين، مي شود. تبديل زمان با نامتغير خطي گسسته ي مرزي مقدار مسائل از دنباله اي به بهينگي، لازم
مستقل و موازي به صورت که بوده هم از جدا خطي زير مسأله ي چندين شامل پيشنهادي روش از تکرار هر در خطي مرزي
منجر خطي تفاضلي معادلات پاسخ يافتن مرسوم تکنيک هاي از استفاده با اشاره شده مسائل حل مي باشند. حل قابل هم از
کنترل تعميم براي کاربردي رويکرد يک آن، بر افزون مي گردد. يکنواخت همگرايي با سري  به فرم بهينه کنترل قانون به
الگوريتم يک طراحي با پيشنهادي روش پياده سازي ادامه، در مي شود. ارائه حالت فيدبک به فرم شده طراحي بهينه ي
کمي تکرار تعداد با تنها زير بهينه کنترل قانون که به طوري مي شود انجام کم محاسباتي پيچيدگي و بالا دقت با تکراري

مي شود. داده نشان عددي مثال  چند حل و شبيه سازي با روش اين کارايي نهايت، در مي شود. حاصل الگوريتم اين از

تکراري. روش گسسته، معادلات بهينه، کنترل غيرخطي، متصل به هم سيستم هاي كليدي: واژه هاي
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مقدمه ۱
يا مرکب۳ سيستم ها، اين مي شوند. تقسيم زير سيستم چند به که هستند ديناميکي سيستم هاي از مهمي دسته ي به هم متصل۲ سيستم هاي
کاربردهاي گسسته به هم متصل سيستم هاي .[۲۰ ،۸] باشند زمان در گسسته يا و پيوسته مي توانند که مي شوند ناميده نيز بزرگ۴ مقياس
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۷۳ غيرخطي متصل به هم سيستم هاي شامل گسسته بهينه ي  کنترل مسائل حل براي تکراري روش يک ارائه ي

بالاي حجم و محاسباتي پيچيدگي ولي دارند. شهري ترافيک شبکه هاي و کامپيوتر قدرت، سيستم هاي اقتصاد، فرايند، کنترل در مختلفي
بازخورد روش کنترل، راهبردهاي ميان در .[۲۴] است بوده آن ها کنترل و تحليل براي بزرگ چالشي همواره سيستم ها اين براي محاسبات
مناسب لياپانوف تابع يک انتخاب به نياز اشاره شده روش اما ،[۲] شده است استفاده سيستم هايي چنين کنترل  براي تاکنون مرکب۵ غيرخطي
کنترل مرکب، غيرخطي گسسته ي بهينه ي  کنترل مسائل حل براي ديگر استراتژي مي باشد. دشوار معمولاً تابعي چنين آوردن به دست که دارد
بهينه ي کنترل ،[۱۲] به توجه با .[۲۵] است سخت تر آن طراحي اما بوده، متمرکز۷ کنترل روش از ساده تر آن اجراي که است غيرمتمرکز۶
معادله ي همچنين، مي شود. طراحي عصبي۸ پوياي برنامه ريزي تکنيک کمک به غيرخطي متصل به هم گسسته ي سيستم هاي غيرمتمرکز
از دنباله يک حل به نياز غيرخطي گسسته ي مرکب سيستم هاي براي که بوده سيستماتيک روش يک نيز گسسته۹ حالت به وابسته ريکاتي
آن به زيادي محاسباتي زمان و بالا حافظه ي فضاي نمونه برداري، از لحظه  هر در ولي دارد، مسير طول در ريکاتي جبري ماتريسي معادلات
گسسته بهينه ي کنترل مسأله ي براي بهينگي کافي و لازم شرايط دهنده ي ارائه بلمن پوياي برنامه ريزي روش .[۲۶] مي شود داده اختصاص
مدار بسته بهينه ي کنترل قانون يک آن حل با که مي شود، بلمن ژاکوبي هميلتون معادله ي نام به غيرخطي تفاضلي معادله ي به يک منجر و است
ژاکوبي هميلتون معادله ي عموماً بنابراين، است. غيرممکن گاهي حتي و مشکل بسيار کلي حالت در معادله اين تحليلي حل اما مي شود. حاصل
هميلتون معادله ي تقريبي جواب هاي آوردن به دست براي زيادي روش هاي گردد. حل تقريبي به صورت و تکراري روش هاي با بايد بلمن
اين اما .[۲۳] مي باشد تطبيقي۱۰ پوياي برنامه ريزي روش معادله، اين حل براي قدرتمند تکنيک هاي از يکي شده است. ارائه بلمن ژاکوبي
نمي کند. تضمين نيز را سيستم پايداري حاصل، متناوب کنترل و دارد نياز اوليه شرايط به بهينه جواب هاي آوردن به دست براي اغلب روش
ايده ي .[۱۳] مي باشد معکوس۱۱ بهينه ي کنترل روش گرفته، قرار استفاده مورد بلمن ژاکوبي هميلتون معادلات حل براي که ديگر روش
مي شود. مشخص کالمن فيلتر الگوريتم توسط آن پارامترهاي که است لياپانوف تابع يک شناخت با پايدار کنترل قانون طراحي روش، اين اصلي
بهينه ي  کنترل مسائل حل براي روش دو ،[۳] مقاله ي در است. سختي کار کلي حالت در غيرخطي سيستم هاي براي تابعي چنين شناخت اما
سري هاي اساس بر که تکراري الگورتيم يک پايه ي بر است تحليلي رويکرد يک اول روش شده است. ارائه دوخطي سيستم هاي شامل گسسته
دو اين مقايسه ي با مي باشد. گسسته حالت به وابسته ريکاتي معادله ي روش دوم روش و ،[۲۷] شده است تعريف کرونيکر توان از نامتناهي
پياده سازي راحتي که شده است، داده نشان تحليلي روش به نسبت حالت به وابسته ريکاتي معادله ي روش برتري متلب، کدهاي کمک به روش
و بالا حافظه ي فضاي به نياز گسسته حالت به وابسته ريکاتي معادله ي حل اما است. شده دانسته آن مزاياي جمله از صريح جواب هاي و
در .[۳] بود خواهد بزرگ چالشي مسأله، ابعاد افزايش با و شده محسوب روش اين معايب مهم ترين از اين که دارد زيادي محاسباتي زمان
ماکزيمم يابي اصل از آمده به دست بزرگ، مقياس غيرخطي مرزي مقدار مسأله ي مستقيم حل به جاي متوالي، تقريب نگرش نام به ديگر روشي
روش اين اگرچه .[۲۱] مي شود حل تکراري به طور غيرهمگن بزرگ مقياس زمان با متغير خطي مرزي مقدار مسائل از دنباله اي پونترياگين۱۲،
از مشکل تر بسيار بزرگ مقياس در به خصوص زمان با متغير معادلات حل وجود اين با گرفته است، قرار استفاده مورد متعددي کاربردهاي در

است. زمان با نامتغير معادلات حل
.[۱۸ ،۱۱] مي دهد ارائه غيرخطي سيستم هاي ديناميکي رفتار از خوبي ديدگاه که معرفي شده است عددي روش يک [۱۴] مرجع در
مدل کنترل و بهينه کنترل براي سپس و [۱۹ ،۱۵ ،۱۰] شد داده بسط غيرخطي جملات با ديناميکي سيستم هاي آناليز براي ابتدا روش اين
نامتناهي افق با بهينه  کنترل مسائل حل براي تکنيک اين همچنين، .[۱۶ ،۷ ،۵] يافت توسعه غيرخطي ديناميکي سيستم هاي پيش بين
مسائل از دسته اي حل براي روش اين از [۴] مرجع در نيز اخيراً .[۷ ،۶] شده است گرفته به کار بزرگ مقياس ديناميکي سيستم هاي شامل
مسأله ي حل براي را جديدي تئوري هاي مقاله اين در تکنيک، اين توجه قابل مزيت هاي به توجه با شده است. استفاده گسسته بهينه ي کنترل
به سيستم هاي بهينه ي کنترل مسأله ي حل براي را روش اين داريم قصد مقاله اين در داد. خواهيم ارائه گسسته سيستم هاي بهينه ي کنترل
يکنواخت همگرايي با سري هايي به فرم بهينه کنترل قانون و حالت متغير روش، اين اساس  بر گسترش دهيم. گسسته غيرخطي متصل  هم
مسأله ي اين، بر افرون مي شود. حاصل زمان با نامتغير خطي مرزي مقدار مسائل از دنباله اي حل با تنها بهينه پاسخ همچنين، مي آيند. به دست
در شوند. حل هم از مستقل و موازي به صورت مي توانند که به طوري بوده هم از جدا زير مسأله ي چندين شامل تکرار هر در خطي مرزي مقدار
تعداد گرفتن نظر در آن، بر افزون مي باشد. دست يابي قابل خطي تفاضلي معادلات حل مرسوم روش هاي به کارگيري با تنها بهينه پاسخ نتيجه،
يک اين، بر افرون مي شود. زير بهينه کنترل قانون و حالت متغير براي بسته به فرم پاسخ هايي به منجر مربوطه سري هاي جملات از محدودي
عددي مثال هاي و شبيه سازي نتايج مي شود. پيشنهاد زير بهينه کنترل قانون آوردن به دست براي کم محاسباتي پيچيدگي با تکراري الگوريتم
برشمرد: را زير موارد مي توان پيشنهادي، روش مزاياي همچنين و مقاله اين نوآوري هاي مهمترين از مي کنند. تاييد را شده ارائه روش کارايي

ندارد. تکراري فرايند شروع براي اوليه حدس به نيازي هيچ روش اين •
5Composite nonlinear feedback approach
6Decentralized control
7Centralized control
8Neural dynamic programming technique
9Discretetime statedependent Riccati equation
10Adaptive dynamic programming
11Inverse optimal control
12Pontryagin’s maximum principle
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پيشنهادي الگوريتم کمي تکرار، تعداد از بعد تنها بنابراين، شده است. تضمين بهينه پاسخ به آمده به دست پاسخ يکنواخت همگرايي •
مي شود. همگرا مفروض مسأله ي از دقيقي پاسخ به

يک حل به تنها پيشنهادي، الگوريتم از تکرار هر در مي کند. پرهيز غيرخطي مرزي مقدار مسأله ي مستقيم حل شده از ارائه روش •
قابليت که است گونه اي به پيشنهادي روش محاسباتي ساختار اين، بر افرون مي باشد. نياز زمان با نامتغير خطي مرزي مقدار مسأله ي
قابل خطي معمولي تفاضلي معادلات حل مرسوم روش هاي به کارگيري با تنها پاسخ بنابراين، دارد. را موازي به طور فرايندها انجام

مي شود. محاسبات براي لازم زمان در ملاحظه اي قابل کاهش به منجر ويژگي، اين مي باشد. دست يابي

دلخواه مرزي شرط يک با مفروض غيرخطي بهينه ي کنترل مسأله ي پاسخ بار يک فقط است کافي تنها پيشنهادي، روش اساس بر •
الگوريتم تکرار به نياز بدون و سادگي به ديگر مرزي شرط هر براي مسأله پاسخ اين صورت، در شود. محاسبه شده ارائه الگوريتم توسط

مي باشد. دست يابي قابل

تنها زير سيستم هر حالت فيدبک قانون که به طوري دارد را حالت فيدبک به فرم تعميم قابليت شده طراحي بهينه ي کنترل همچنين، •
است. وابسته زير سيستم همان حالت هاي به

متفاوتي کاملاً اطلاعات شامل بوده، جديد کاربردي نظر از هم و تئوري لحاظ از هم مقاله اين در شده ارائه طراحي روش و معادلات بنابراين،
است. مفيد بسيار بالا ابعاد از ناشي محاسبات پيچيدگي بر غلبه براي و مي  باشد مشابه کارهاي به نسبت

مي پردازيم. غيرخطي متصل به هم گسسته ي بهينه ي  کنترل مسأله ي بيان به دوم بخش در مي شود. تقسيم بخش هفت به مقاله اين
محاسباتي پيچيدگي و بالا دقت با تکراري الگوريتم يک چهارم بخش در مي شود. متمرکز بهينه کنترل طراحي استراتژي روي بر سوم بخش
حالت فيدبک به فرم پيشنهادي بهينه ي کنترل قانون تعميم به پنجم بخش مي شود. معرفي زير بهينه کنترل قانون آوردن به دست براي کم
و مي گردد ذکر ششم بخش در متلب برنامه نويسي از استفاده با شبيه سازي نتايج شده، ارائه جديد تکنيک کارايي بررسي به منظور مي پردازد.

مي شود. مطرح پاياني بخش در نتيجه گيري سرانجام

بهينه كنترل مسأله ي بيان ۲
به را بهينگي لازم شرايط و کرده فرمول بندي را غيرخطي متصل به هم سيستم هاي شامل گسسته بهينه ي  کنترل مسأله ي بخش، اين در
متصل به هم زير مسأله ي M به و است مربعي عملکرد تابعي داراي که را زير گسسته ي بهينه ي کنترل مسأله ي مي کنيم. اعمال مسأله

بگيريد: نظر در مي شود تجزيه غيرخطي
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شده است. فرض کنترل پذير کاملاً (Ai, Bi) مرتب زوج که به طوري بوده (۱ .۲) مسأله ي براي مناسب ابعاد با ثابت ماتريس هاي Bi

مي شود فرض اين، بر افرون مي باشند. xi ∈ Rmi و ui ∈ Rm′
i ترتيب به زير سيستم امين i حالت و کنترل بردارهاي همچنين،
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اساس بر نهايت، در مي کند. مدل را زير سيستم ها بين تداخل که است غيرخطي تحليلي برداري تابع يک fi : Rm → Rmi و
سيستم تعادل نقطه ي (x, u) = (۰, ۰) حالت، اين در .fi (۰) = ۰ مي کنيم فرض ۳ بخش در پيشنهادي روش نياز مورد موارد
ها k تمام به ازاي اين صورت، در ،ui (۰) = ۰ و xi (۰) = ۰ اگر تعادل نقطه ي تعريف طبق يعني بود. خواهد (۱ .۲) در ديناميکي
مسأله عموميت از فرض اين است، خودگردان۱۳ (۱ .۲) در ديناميکي سيستم که آن جايي از اما بود. خواهد xi(k + ۱) = xi(k) = ۰
باشد، مختصات مبدأ از غير ديگري نقطه ي مفروض سيستم تعادل نقطه ي که صورتي در زيرا نمي کند. ايجاد اضافي محدوديت و نکرده کم

نمود. منتقل مبدأ به را تعادل نقطه ي مختصات۱۴ محورهاي تغيير با مي توان
13Autonomous
14Change of coordinates



۷۵ غيرخطي متصل به هم سيستم هاي شامل گسسته بهينه ي  کنترل مسائل حل براي تکراري روش يک ارائه ي

ام i زير مسأله ي براي را Hi هميلتونين تابع ابتدا شده ، تعريف بهينه ي کنترل مسأله ي براي بهينگي لازم شرايط آوردن به دست براي
مي کنيم: تعريف زير به صورت ( i = ۱, . . . ,M )

Hi(k) = pi(k+۱)[Aixi(k)+Biui(k)+fi(x(k))]+
۱
۲

M∑
i=۱

[xT
i (k)Qixi(k)+uT

i (k)Riui(k)], (۲ .۲)

ماکزيمم يابي اصل اساس بر بهينگي لازم شرايط اين صورت، در مي باشد. ام i زير مسأله ي حالت کمک بردار يا لاگرانژ ضربگر pi ∈ Rmi که
مي آيند: به دست زير روابط از [۹] پونترياگين

xi(k + ۱) = ∂Hi(k)
∂pi(k+۱) ,

pi(k) =
∂Hi(k)
∂xi(k)

,

xi(۰) = xi۰, pi(N) = ۰, i = ۱, . . . ,M, k = ۰, ۱, . . . , N − ۱.

(۳ .۲)

شرط اين رو از مي باشد، نامعين يا آزاد نهايي حالت و مشخص نهايي زمان ،(۱ .۲) بهينه ي کنترل مسأله ي در که آن جايي از کنيم نشان خاطر
مسأله ي براي بهينگي لازم شرايط ،(۳ .۲) معادلات به توجه با شده است. گرفته نظر در pi(N) = ۰ به صورت (۳ .۲) رابطه ي در نهايي

مي شود: حاصل غيرخطي) متصل به هم مسأله ي چندين (شامل زير گسسته ي مرزي مقدار مسأله ي به فرم (۱ .۲)
xi(k + ۱) = Aixi(k) + fi(x(k))−BiR

−۱
i BT

i pi(k + ۱),

pi(k) = Qixi(k) + AT
i pi(k + ۱) + gi(x(k), p(k + ۱)),

xi(۰) = xi۰, pi(N) = ۰, i = ۱, . . . ,M, k = ۰, ۱, . . . , N − ۱,

(۴ .۲)

که:

gi(x(k), p(k + ۱)) ≜
M∑
j=۱

(
∂fj(x(k))

∂xi(k)
)Tpj(k + ۱). (۵ .۲)

مي شود: محاسبه زير به صورت ∂Hi(k)
∂ui(k)

= ۰ رابطه ي از بهينه کنترل قانون امين i آن، بر افزون

ui(k) = −R−۱
i BT

i pi(k + ۱), i = ۱, . . . ,M. (۶ .۲)

بهينه كنترل طراحي استراتژي ۳

قابل تحليلي به طور ساده بسيار حالت هاي برخي در به جز (۴ .۲) در غيرخطي متصل به هم گسسته ي مرزي مقدار مسأله ي که آن جايي از
(۴ .۲) معادله ي از ابتدا بدين منظور، مي پردازيم. مسأله اين حل براي عددي روش يک ارائه ي به بخش اين در بنابراين نمي باشد، حل
و xi(k + ۱) = xi(k) = ۰ ها k تمام به ازاي اين صورت در ،pi (N) = ۰ و xi (۰) = ۰ اگر که مي شود مشاهده
.fi (۰) = ۰ که است شده فرض ۲ بخش در مسأله عموميت دادن دست از بدون زيرا بود. خواهد pi(k) = pi(k + ۱) = ۰
از يکي نکته اين که شود نشان خاطر است. (۴ .۲) مرزي مقدار مسأله ي در ديناميکي سيستم تعادل نقطه ي (x, p) = (۰, ۰) بنابراين
و غيرخطي جملات تيلور بسط يافتن مستلزم روش اين در اول گام زيرا مي باشد، بخش اين در پيشنهادي روش پياده سازي نياز مورد موارد
نقطه ي حول بسط اين نوشتن با .[۱۴] شود صفر مربوطه بسط (ثابت) اول جمله ي که است نقطه اي حول (۴ .۲) مسأله ي در غيرچندجمله اي
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داريم: (x, p) = (۰, ۰) تعادل

xi(k + ۱) = Aixi(k)−Bi Ri
−۱Bi

Tpi(k + ۱) + fi,۰︸︷︷︸
۰

+fi,۱x(k) + fi,۲x(k)⊗ x(k)

+fi,۳x(k)⊗ x(k)⊗ x(k) + . . . ,

pi(k) = Qixi(k)+Ai
Tpi(k + ۱) + gi,۰︸︷︷︸

۰

+gi,۱p(k + ۱) + gi,۲p(k + ۱)⊗ x(k)

+gi,۳p(k + ۱)⊗ x(k)⊗ x(k) + . . . ,

(۱ .۳)

gi,۰ = ،fi,۰ = fi(۰) = ۰ بوده، مناسب ابعاد با ثابت و حقيقي مقادير با ماتريس هايي fi,j ،gi,j ∈ Rmi×mj آن در که

،fi,۲ =
∂۲fi(x)

∂x۲

∣∣
x=۰ ،gi,۱ =

∂gi(x, p)

∂p

∣∣x=۰
p=۰

،fi,۱ =
∂fi(x)

∂x

∣∣
x=۰ ،((۵ .۲) رابطه ي (طبق gi(۰, ۰) = ۰

بنگريد. را [۱۷] مرجع کرونيکر، ضرب مورد در بيشتر اطلاعات براي مي باشد. کرونيکر ضرب بيانگر ⊗ نماد و gi,۲ =
∂۲gi(x, p)

∂p∂x

∣∣x=۰
p=۰

داريم: (۵ .۲) معادله ي به توجه با آن، بر افزون

gi,۱ = [(
∂f۱ (x)

∂xi

)T · · · (∂fM (x)

∂xi

)T ]

∣∣∣∣
x=۰

. (۲ .۳)

تابع گراديان اينکه فرض با .x[j](k) = x(k) ⊗ · · · ⊗ x(k) مي شود: حاصل x(k) ضرب بار j از x[j](k) عبارت همچنين،
مي شود: نوشته زير به صورت (۱ .۳) در تيلور سري بنابراين .fi,۱ = gi,۱ = ۰ داشت: خواهيم باشد صفر مختصات مبدا در fi(x){

xi(k + ۱) = Aixi(k)−Bi Ri
−۱Bi

Tpi(k + ۱) +
∑∞

j=۲ fi,jx
[j](k),

pi(k) = Qixi(k)+Ai
Tpi(k + ۱) +

∑∞
j=۲ gi,jp(k + ۱)⊗ x[j−۱](k).

(۳ .۳)

را x۰ = (x۱۰
T , x۲۰

T , · · · , xM۰
T )

T مانند دلخواه اوليه شرط يک براي (۴ .۲) غيرخطي گسسته ي مرزي مقدار مسأله ي جواب
کرد: بيان زير به فرم }مي توان

xi(k) = Ψi(x۰, k), i = ۱, . . . ,M,
pi(k + ۱) = Ψi(x۰, k + ۱), i = ۱, . . . ,M.

(۴ .۳)

Ψ̄i : Rm ×R → Rmi و Ψi : Rm ×R → Rmi بنابراين هستند، تحليلي x۰ دلخواه اوليه ي شرط به نسبت gi و fi چون
حول مک لوران سري هاي به صورت مي توان را (۴ .۳) سيستم اين رو، از .[۱] مي باشند x۰ اوليه ي شرط به نسبت تحليلي برداري توابع نيز

داد: بسط x۰ نقطه

xi(k) = Ψi,۰(k) + Ψi,۱(k)x۰︸ ︷︷ ︸
µi,۱(k)

+Ψi,۲(k)x۰ ⊗ x۰︸ ︷︷ ︸
µi,۲(k)

+Ψi,۳(k)x۰ ⊗ x۰ ⊗ x۰︸ ︷︷ ︸
µi,۳(k)

+ · · · ,

pi(k + ۱) = Ψi,۰(k + ۱) + Ψi,۱(k + ۱)x۰︸ ︷︷ ︸
µ̄i,۱(k+۱)

+Ψi,۲(k + ۱)x۰ ⊗ x۰︸ ︷︷ ︸
µ̄i,۲(k+۱)

+Ψi,۳(k + ۱)x۰ ⊗ x۰ ⊗ x۰︸ ︷︷ ︸
µ̄i,۳(k+۱)

+ · · · .
(۵ .۳)

داشت خواهيم بنابراين ،Ψi(۰, k) = Ψ̄i(۰, k + ۱) = ۰ داد نشان مي توان k = ۰, ۱, . . . , N − ۱ به ازاي همچنين،
کرد: بازنويسي زير به شکل مي توان را (۵ .۳) در مک لوران سري هاي نتيجه، در .µi,۰(k) = µ̄i,۰(k + ۱) = ۰

xi(k) =
∞∑
j=۱

µi,j(k), i = ۱, . . . , M,

pi(k + ۱) =
∞∑
j=۱

µ̄i,j(k + ۱), i = ۱, . . . , M,
(۶ .۳)



۷۷ غيرخطي متصل به هم سيستم هاي شامل گسسته بهينه ي  کنترل مسائل حل براي تکراري روش يک ارائه ي

مي آيند، به دست خطي غيرمتصل گسسته ي مرزي مقدار مسائل از دنباله اي حل با j ≥ ۱ براي µ̄i,j(k + ۱) و µi,j(k) آن در که
Ψ̄i و Ψi مؤلفه هاي ترتيب به Ψ̄i,j و Ψi,j بردارهاي و ،µ̄i,j(k + ۱) = Ψ̄i,j(k + ۱)x[j]

۰ ،µi,j(k) = Ψi,j(k)x
[j]
۰

µ̄i,۲ و µi,۲ نمونه، براي مي باشند. x۰ بردار از مؤلفه j ضرب از خطي ترکيب يک شامل µ̄i,j و µi,j مؤلفه هاي اين، بر افرون هستند.
کنيد فرض اکنون است. x۰ بردار از مؤلفه امين j ،x۰,j که هستند k, l ϵ{۱, . . . ,m} همه ي براي x۰,kx۰,l خطي ترکيب شامل
با است. دلخواه پارامتر يک ε که باشد، i = ۱, . . . , M براي Θ همگرايي دامنه ي به متعلق اوليه ي شرط ،xi(۰) = εxi۰ ∈ Θ
مي شود. محاسبات سادگي باعث تنها پارامتر اين و نيست مهم ε عددي مقدار همچنين، دارد. وجود اي ε پارامتر چنين ،Θ بودن ناتهي فرض

مي کنيم: بازنويسي مجدداً εxi۰ توجه به با را (۵ .۳) رابطه ي بنابراين،
xi(k) = Ψi(εx۰, k) =

∞∑
j=۱

εjµi,j(k),

pi(k + ۱) = Ψi(εx۰, k + ۱) =
∞∑
j=۱

εjµ̄i,j(k + ۱).
(۷ .۳)

داشت: خواهيم بنابراين کند. صدق (۳ .۳) در بايد (۷ .۳) معادله است، εx۰ ∈ Θ که آن جايي از
εµi,۱(k) + ε۲µi,۲(k) + ε۳µi,۳(k) + · · · = ε(Aiµi,۱(k)−Bi Ri

−۱Bi
T µ̄i,۱(k + ۱))

+ε۲(Aiµi,۲(k)−Bi Ri
−۱Bi

T µ̄i,۲(k + ۱) + fi,۲µ۱(k)⊗ µ۱(k))+ε۳(Aiµi,۳(k)

−Bi Ri
−۱Bi

T µ̄i,۳(k + ۱) + fi,۲ (۲µ۱(k)⊗ µ۲(k)) + fi,۳µ
[۳]
۱ (k)) + · · · ,

(۸ .۳)


εµ̄i,۱(k + ۱) + ε۲µ̄i,۲(k + ۱) + ε۳µ̄i,۳(k + ۱) + . . . = ε(Qiµi,۱(k)+Ai

T µ̄i,۱(k + ۱))
+ε۲(Qiµi,۲(k)+Ai

T µ̄i,۲(k + ۱) + gi,۲ µ̄۱(k + ۱)⊗ µ۱(k))+ε۳(Qiµi,۳(k)+Ai
T µ̄i,۳(k + ۱)

+gi,۲(µ̄۱(k + ۱)⊗ µ۲(k) + µ̄۲(k + ۱)⊗ µ۱(k)) + gi,۳µ̄۱(k + ۱)⊗ µ
[۲]
۱ (k)) + · · · ,

(۹ .۳)

ضرايب دادن قرار مساوي با ادامه، در مي باشند. µ̄j(k + ۱) = (µ̄T
۱,j, · · · , µ̄T

M,j)
T و µj (k) = (µT

۱,j, · · · , µT
M,j)

T که
مي شوند: حاصل زير معادلات تساوي، طرف دو در ε توان هاي

ε :

 µi,۱(k + ۱) = Aiµi,۱(k)−BiR
−۱
i BT

i µ̄i,۱(k + ۱),

µ̄i,۱(k) = Qiµi,۱(k) + AT
i µ̄i,۱(k + ۱),

(۱۰ .۳)

ε۲ :

 µi,۲(k + ۱) = Aiµi,۲(k)−BiR
−۱
i BT

i µ̄i,۲(k + ۱) + fi,۲ µ۱(k)⊗ µ۱(k),

µ̄i,۲(k) = Qiµi,۲(k) + AT
i µ̄i,۲(k + ۱) + gi,۲µ̄۱(k + ۱)⊗ µ۱(k),

(۱۱ .۳)

(۱۲ .۳)

ε۳ :


µi,۳(k + ۱) = Aiµi,۳(k)−BiR

−۱
i BT

i µ̄i,۳(k + ۱) + fi,۲(۲µ۱(k)⊗ µ۲(k)) + fi,۳µ
[۳]
۱ (k),

µ̄i,۳(k) = Qiµi,۳(k) + AT
i µ̄i,۳(k + ۱) + gi,۲(µ̄۱(k + ۱)⊗ µ۲(k) + µ̄۲(k + ۱)⊗ µ۱(k))

+gi,۳µ̄۱(k + ۱)⊗ µ
[۲]
۱ (k),

داريم: j = ۴, ۵, · · · به ازاي بنابراين مي شود. داده ادامه ε بالاتر مراتب براي فرايند اين و

εj :


µi,j(k + ۱) = Aiµi,j(k)−BiR

−۱
i BT

i µ̄i,j(k + ۱)
+Hi,j(µ۱(k), · · · , µj−۱(k)),

µ̄i,j(k) = Qiµi,j(k) + AT
i µ̄i,j(k + ۱)

+H̄i,j(µ۱ (k) , · · · , µj−۱ (k) , µ̄۱ (k) , · · · , µ̄j−۱ (k)),

(۱۳ .۳)

مي آيند. به دست εj ضريب از مرحله امين j در (۹ .۳) و (۸ .۳) معادلات از ترتيب به H̄i,j و Hi,j به طوري که
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معادلات و همگن خطي زمان با نامتغير اول مرتبه ي تفاضلي معادلات از سيستم يک (۱۰ .۳) رابطه ي مي شود، مشاهده که همان طور
مي کنيم فرض اول، مرحله در هستند. ناهمگن خطي زمان با نامتغير اول مرتبه ي تفاضلي معادلات از سيستم هايي (۱۳ .۳) و (۱۲ .۳) ،(۱۱ .۳)
در اول مرحله ي جواب هاي جايگذاري با و به راحتي µ̄i,۲ و µi,۲ دوم مرحله ي در سپس باشند. آمده به دست (۱۰ .۳) از µ̄i,۱ و µi,۱
و خطي زمان با نامتغير اول مرتبه ي تفاضلي معادلات حل با تنها j ≥ ۳ براي µ̄i,j و µi,j فرايند، اين ادامه ي با مي شوند. محاسبه (۱۱ .۳)
مرحله ي از آمده به دست جواب هاي از استفاده با ناهمگن جملات تکراري، فرايند اين در همچنين، مي آيند. به دست مرحله امين j در ناهمگن
ديگر، عبارت به ندارد. وجود تفاضلي معادلات دستگاه حل براي زير سيستم ها بين تداخلي هيچ مرحله، هر در بنابراين مي شوند. محاسبه قبل
کاهش به منجر ويژگي اين که مي باشد، حل قابل خطي معادله ي زير چندين از موازي ترکيب به صورت تکرار هر در تفاضلي معادلات دستگاه

مي شود. محاسباتي پيچيدگي در ملاحظه اي قابل
به ازاي اين رو، از .k = N − ۱ و k = ۰ مي دهيم قرار (۷ .۳) معادله ي در فوق، معادلات براي مرزي شرايط محاسبه ي براي

داريم: i = ۱, . . . , M

εxi۰ = xi (۰) = Ψi (εx۰, ۰) = εµi,۱ (۰) + ε۲µi,۲ (۰) + . . . ,
۰ = pi (N) = Ψ̄i (εx۰, N) = εµ̄i,۱ (N) + ε۲µ̄i,۲ (N) + . . . .

(۱۴ .۳)

مي آوريم: به دست بنابراين مي دهيم؛ قرار مساوي هم با را (۱۴ .۳) معادله سوي دو در ε از يکسان توان هاي با جملات ضرايب }اکنون
µi,۱ (۰) = xi۰, µi,j (۰) = ۰, j ≥ ۲, i = ۱, . . . ,M,
µ̄i,۱ (N) = ۰, µ̄i,j (N) = ۰, j ≥ ۲, i = ۱, . . . , M.

(۱۵ .۳)

مي شود: ارائه زير قضيه ي فوق، شده ي بيان مطالب اساس بر نهايت، در

در شده باشد. بيان (۶ .۳) معادله ي به صورت (۴ .۲) غيرخطي متصل به هم و گسسته مرزي مقدار مسأله ي جواب کنيد فرض .۱ .۳ قضيه
زمان با نامتغير مرزي مقدار مسائل از بازگشتي دنباله ي حل با k = ۰, ۱, . . . , N − ۱ به ازاي µ̄i,j(k+ ۱) و µi,j(k) اين صورت،
زير سيستم امين i بهينه ي مسير و بهينه کنترل قانون همچنين، مي آيند. به دست (۱۵ .۳) مرزي شرايط با (۱۳ .۳)‐(۱۰ .۳) خطي غيرمتصل

مي شوند: مشخص زير به صورت (۱ .۲) بهينه ي کنترل مسأله ي در
x∗
i (k) =

∑∞
j=۱ µi,j(k), i = ۱, . . . , M,

u∗
i (k) = −R−۱

i BT
i

∑∞
j=۱ µ̄i,j(k + ۱), i = ۱, . . . , M.

(۱۶ .۳)

از دنباله يک حل به روش ها اين که آن جايي از حساسيت، تحليل و متوالي تقريب نگرش جمله از تقريبي روش هاي ساير با مقايسه در
مي کند اشغال کمتري حافظه ي فضاي مقاله اين در شده ارائه روش بنابراين ،[۲۲ ،۲۱] دارند نياز خطي و زمان با متغير مرزي مقدار مسائل
موجود زير سيستم هاي بين تداخلي هيچ شد، اشاره قبلاً که همان طور اين، بر افرون مي باشد. ديگر روش هاي از کمتر نيز محاسبات زمان و
چندين از موازي ترکيب به صورت تکرار هر در دستگاه اين بنابراين، ندارد. وجود پيشنهادي روش از تکرار هر در تفاضلي معادلات دستگاه در

مي شود. اثبات بعدي قضيه ي از استفاده با (۱۶ .۳) در جواب ها يکنواخت همگرايي مي باشد. حل قابل تفاضلي زير مسأله ي

شوند: تعريف زير به صورت i = ۱, . . . , M به ازاي کنترل و حالت کمک حالت، دنباله هاي اگر .۲ .۳ قضيه
xi,l(k) ≜

l∑
j=۱

µi,j(k),

pi,l(k + ۱) ≜
l∑

j=۱
µ̄i,j(k + ۱),

ui,l(k) ≜ −R−۱
i BT

i pi,l(k + ۱),

(۱۷ .۳)

هستند. همگرا کنترل و حالت کمک حالت، بهينه ي جواب هاي به يکنواخت به طور ترتيب به (۱۷ .۳) در ارائه شده دنباله هاي اين صورت، در

و xi(k) دقيق جواب هاي به يکنواخت به طور
∑∞

j=۱ µ̄i,j(k + ۱) و
∑∞

j=۱ µi,j(k) سري هاي ،۱ .۳ قضيه توجه به با اثبات.
يعني: شد. خواهند همگرا pi(k + ۱)

xi(k) ≜ lim
l→∞

l∑
j=۱

µi,j(k) ⇔ xi,l(k)
يکنواخت →−−−−−به طور xi(k), i = ۱, . . . , M,

pi(k + ۱) ≜ lim
l→∞

l∑
j=۱

µ̄i,j(k + ۱) ⇔ pi,l(k + ۱) يکنواخت →−−−−−به طور pi(k + ۱), i = ۱, . . . , M.

(۱۸ .۳)



۷۹ غيرخطي متصل به هم سيستم هاي شامل گسسته بهينه ي  کنترل مسائل حل براي تکراري روش يک ارائه ي

داريم: يعني مي شود؛ همگرا بهينه کنترل قانون به يکنواخت به طور است، وابسته حالت کمک دنباله ي به تنها که کنترل دنباله ي بنابراين،

u∗
i (k) = −R−۱

i BT
i pi(k + ۱) = −R−۱

i BT
i

∞∑
j=۱

µ̄i,j(k + ۱)

= −R−۱
i BT

i

(
lim
l→∞

l∑
j=۱

µ̄i,j(k + ۱)
)

= lim
l→∞

{
−R−۱

i BT
i

( l∑
j=۱

µ̄i,j(k + ۱)
)}

= lim
l→∞

{
−R−۱

i BT
i pi,l(k + ۱)

}
= lim

l→∞
ui,l(k), i = ۱, . . . , M. (۱۹ .۳)

مي گردد. تکميل قضيه اثبات بدين صورت

وجود (۱۶ .۳) به صورت x۰ ∈ Θ اوليه ي شرط با (۱ .۲) غيرخطي گسسته ي بهينه ي کنترل مسأله ي جواب کنيد فرض .۳ .۳ ملاحظه
در نيست. پيشنهادي فرايند مجدد تکرار به نيازي ،εx۰ ∈ Θ ديگر اوليه ي شرط هر به ازاي جواب يافتن براي اين صورت، در باشد. داشته

به دست مي آيند: زير به صورت بهينه مسير و کنترل قانون حالت، اين
x∗
i (k) =

∞∑
j=۱

εiµi,j(k), i = ۱, . . . ,M,

u∗
i (k) = −R−۱

i BT
i

∞∑
j=۱

εiµ̄i,j(k + ۱), i = ۱, . . . ,M.
(۲۰ .۳)

الگوريتم معرفي و زير بهينه كنترل طراحي ۴
که آن جايي از مي کنيم. ارائه (۱ .۲) بهينه ي کنترل مسأله ي حل براي تکراري الگوريتم يک و زير بهينه کنترل قانون يک بخش، اين در
حل براي مي باشد. غيرممکن فرم اين به جواب  آوردن به دست بنابراين هستند، نامتناهي سري هاي شامل (۱۶ .۳) در بهينه مسير و کنترل
مسير و کنترل قانون تقريبي جواب هاي بنابراين، مي کنيم. جايگزين L متناهي مثبت عدد يک با را ∞ سري، به فرم جواب در مشکل، اين

مي شوند: محاسبه زير به صورت L مرتبه از زير بهينه
xi,L(k) =

L∑
j=۱

µi,j(k), i = ۱, . . . ,M,

ui,L(k) = −R−۱
i BT

i

L∑
j=۱

µ̄i,j(k + ۱), i = ۱, . . . ,M.

(۱ .۴)

طريق از مي تواند تقريبي عملکرد شاخص آن، بر افزون مي شود. مشخص مسأله واقعي نياز به توجه با L صحيح عدد عملي، کاربردهاي در
شود: محاسبه زير رابطه ي

JL =
۱
۲

M∑
i=۱

{
N−۱∑
k=۰

xT
i,L(k)Qixi,L(k) + uT

i,L(k)Riui,L(k)

}
. (۲ .۴)

باشد: برقرار زير شرط ،(γ > ۰) شده داده مثبت ثابت يک براي اگر است دقيق کافي به اندازه ي L مرتبه ي زير بهينه ي کنترل JL∣∣∣∣∣همچنين، − JL−۱

JL

∣∣∣∣∣ < γ. (۳ .۴)

به به ترتيب L مرتبه ي زير بهينه ي کنترل و عملکرد شاخص مقادير باشد، شده انتخاب کوچک کافي به اندازه ي خطا کران صورتي که در
ارائه زير تکراري الگوريتم زير بهينه، پاسخ هاي آوردن به دست به منظور نهايت، در بود. خواهند نزديک بسيار u∗(k) و J∗بهينه ي جواب هاي

مي شود:
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تكراري الگوريتم ۱ .۴
دهيد. قرار ۱ مساوي را j (i)

کنيد. محاسبه (۱۳ .۳)‐(۱۰ .۳) معادلات از استفاده با i = ۱, . . . , M براي را µ̄i,j(k + ۱) و µi,j(k) (ii)

آوريد. به دست (۲ .۴) از را JL و (۱ .۴) از را ui,L(k) و xi,L(k) سپس .L = j دهيد قرار (iii)

دوم گام به و j = j + ۱ دهيد قرار اين صورت، غير در برويد؛ پنجم گام به بود برقرار شده داده γ > ۰ براي (۳ .۴) شرط اگر (iv)
برويد.

کنيد. متوقف را الگوريتم مي باشند. قبول قابل زير بهينه ي کنترل و مسير به ترتيب i = ۱, . . . ,M براي ui,L(k) و xi,L(k) (v)

نياز مورد قبول قابل دقت به رسيدن براي کمي تکرار تعداد تنها بنابراين، دارد. سريعي همگرايي نرخ ،۲ .۳ قضيه ي اساس بر بالا الگوريتم
مي دهد. کاهش چشم گيري به طور را محاسبات حجم مسأله اين که مي باشد،

حالت فيدبك كنترل به تعميم ۵
تبديل حالت فيدبک به فرم شده طراحي زير بهينه ي) (يا بهينه کنترل تا مي شوند داده تعميم گونه اي به قبل بخش هاي نتايج قسمت، اين در
زير به صورت را ،µ̄i,۱(k) يعني ام، i زير سيستم براي pi(k) حالت کمک بردار از اول مرتبه ي جمله ي دهيد اجازه ابتدا منظور، بدين شود.

بگيريم: نظر در

µ̄i,۱(k) = Si(k)µi,۱(k), i = ۱, ۲, · · · ,M, (۱ .۵)

مي شود: محاسبه زير تفاضلي معادله ي توسط که است mi ×mi ابعاد با متقارن و مثبت نيمه معين ماتريس يک Si(k) آن در }که
Si(k) = AT

i

[
I − Si(k + ۱)Bi

(
Ri +BT

i Si(K + ۱)Bi

)−۱
BT

i

]
Si(k + ۱)Ai +Qi,

Si(N) = ۰.
(۲ .۵)

داشت: خواهيم (۱ .۵) معادله ي از ابتدا مي کنيم. عمل زير به شکل فوق معادله ي آوردن به دست براي

µ̄i,۱(k + ۱) = Si(k + ۱)µi,۱(k + ۱) ⇒ AT
i µ̄i,۱(k + ۱) = AT

i Si(k + ۱)µi,۱(k + ۱). (۳ .۵)

مي آوريم: به دست µ̄i,۱(k) براي (۱ .۵) از استفاده سپس و (۱۰ .۳) در دوم رابطه ي از AT
i µ̄i,۱(k + ۱) جايگزيني با

µ̄i,۱(k)−Qiµi,۱(k) = AT
i Si(k + ۱)µi,۱(k + ۱)

⇒ (Si(k)−Qi)µi,۱(k) = AT
i Si(k + ۱)µi,۱(k + ۱). (۴ .۵)

داشت: خواهيم نتيجه در مي کنيم. جايگزين فوق معادله ي در (۱۰ .۳) در اول رابطه ي از را µi,۱(k + ۱) عبارت اکنون

(Si(k)−Qi)µi,۱(k) = AT
i Si(k + ۱)

(
Aiµi,۱(k)−BiR

−۱
i BT

i µ̄i,۱(k + ۱)
)

⇒
(
Qi + AT

i Si(k + ۱)Ai − Si(k)
)
µi,۱(k) = AT

i Si(k + ۱)BiR
−۱
i BT

i µ̄i,۱(k + ۱). (۵ .۵)

و (۱۰ .۳) در اول رابطه ي از شروع با مي کنيم. عمل زير به صورت µi,۱(k) حسب بر µ̄i,۱(k + ۱) براي مناسب عبارت يک يافتن براي
داريم: Si(k + ۱) در آن ضرب

Si(k + ۱)µi,۱(k + ۱)︸ ︷︷ ︸
µ̄i,۱(k+۱)

= Si(k + ۱)Aµi,۱(k)− Si(k + ۱)BiR
−۱
i BT

i µ̄i,۱(k + ۱)

⇒
(
I + Si(k + ۱)BiR

−۱
i BT

i

)
µ̄i,۱(k + ۱) = Si(k + ۱)Aiµi,۱(k)

⇒ µ̄i,۱(k + ۱) =
(
I + Si(k + ۱)BiR

−۱
i BT

i

)−۱
Si(k + ۱)Aiµi,۱(k).

(۶ .۵)



۸۱ غيرخطي متصل به هم سيستم هاي شامل گسسته بهينه ي  کنترل مسائل حل براي تکراري روش يک ارائه ي

مي آوريم: به دست (۵ .۵) در (۶ .۵) رابطه ي از µi,۱(k + ۱) جايگذاري با ادامه )در
Qi + AT

i Si(k + ۱)Ai − Si(k)
)
µi,۱(k) =

AT
i Si(k + ۱)BiR

−۱
i BT

i

(
I + Si(k + ۱)BiR

−۱
i BT

i

)−۱
Si(k + ۱)Aiµi,۱(k)

⇒ Qi + AT
i Si(k + ۱)Ai − Si(k) =

AT
i Si(k + ۱)BiR

−۱
i BT

i

(
I + Si(k + ۱)BiR

−۱
i BT

i

)−۱
Si(k + ۱)Ai

⇒ Qi + AT
i Si(k + ۱)Ai − Si(k) =

AT
i Si(k + ۱)

((
BiR

−۱
i BT

i

)−۱
)−۱ (

I + Si(k + ۱)BiR
−۱
i BT

i

)−۱
Si(k + ۱)Ai

⇒ Qi + AT
i Si(k + ۱)Ai − Si(k) =

AT
i Si(k + ۱)

((
I + Si(k + ۱)BiR

−۱
i BT

i

) (
BiR

−۱
i BT

i

)−۱
)−۱

Si(k + ۱)Ai

⇒ Qi + AT
i Si(k + ۱)Ai − Si(k) =

AT
i Si(k + ۱)

((
BiR

−۱
i BT

i

)−۱
+ Si(k + ۱)

)−۱
Si(k + ۱)Ai.

(۷ .۵)

داشت: خواهيم بنابراين

Si(k) = AT
i

[
I − Si(k + ۱)Ω−۱

i (k + ۱)
]
Si(k + ۱)Ai +Qi, (۸ .۵)

آن: در که

Ωi(k + ۱) =
(
BiR

−۱
i BT

i

)−۱
+ Si(k + ۱). (۹ .۵)

داريم: (۹ .۵) رابطه ي از مي کنيم. عمل زير به صورت (۸ .۵) در Ω−۱
i (k + ۱) عبارت محاسبه ي براي ادامه، در

Ωi(k + ۱) =
(
BT

i

)−۱
RiB

−۱
i + Si(k + ۱)

⇒ BT
i Ωi(k + ۱)Bi = Ri +BT

i Si(k + ۱)Bi

⇒ B−۱
i Ω−۱

i (k + ۱)
(
BT

i

)−۱
=

(
Ri +BT

i Si(k + ۱)Bi

)−۱

⇒ Ω−۱
i (k + ۱) = Bi

(
Ri +BT

i Si(k + ۱)Bi

)−۱
BT

i .

(۱۰ .۵)

مي آيد: به دست زير به فرم (۲ .۵) در مفروض معادله ي ،(۸ .۵) در (۱۰ .۵) از Ω−۱
i (k + ۱) جايگذاري با

Si(k) = AT
i

[
I − Si(k + ۱)Bi

(
Ri +BT

i Si(k + ۱)Bi

)−۱
BT

i

]
Si(k + ۱)Ai +Qi. (۱۱ .۵)

داريم: k = N در (۱ .۵) رابطه ي به توجه با طرفي، از

µ̄i,۱(N) = Si(N)µi,۱(N). (۱۲ .۵)

،Si(N) = ۰ باشيم داشته بايد اين رو از است، صفر غير کلي حالت µi,۱(N)در و µ̄i,۱(N) = ۰ ،(۱۵ .۳) رابطه ي طبق که آن جايي از
فرض پس رو۱۵، پيش رو به فرم بهينه کنترل طراحي براي ادامه، در بود. خواهد (۲ .۵) تفاضلي معادلات دستگاه کننده ي تکميل که مطلبي

باشد: زير به صورت ،µ̄i,j(k) يعني ام، i زير سيستم براي pi(k) حالت کمک بردار از ام j مرتبه ي عبارت کنيد

µ̄i,j(k) = Si(k)µi,j(k) + wi,j(k), j ≥ ۲, (۱۳ .۵)

wi,j(k) که کنيم نشان خاطر مي شود. ناميده ام j مرتبه الحاقي بردار wi,j(k) و بوده (۲ .۵) تفاضلي معادله ي جواب Si(k) آن در که  
فرض منظور، بدين آيد. به دست (۱۵ .۳) مرزي شرايط با (۱۳ .۳)‐(۱۰ .۳) مرزي مقدار مسائل از بازگشتي دنباله ي حل با راحتي به  مي تواند
15Feedforward feedback
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حاصل زير فرمول از سادگي به wi,j(k) اين صورت، در باشند. شده محاسبه پيشنهادي روش از ام j تکرار در µ̄i,j(k) و µi,j(k) کنيد
مي شود:

wi,j(k) = µ̄i,j(k)− Si(k)µi,j(k), j ≥ ۲. (۱۴ .۵)

مي آيد: به دست (۱۶ .۳) از دوم رابطه ي (۵. ۱۳) در و (۱ .۵) عبارات از استفاده با ام i زير سيستم پيشنهادي بهينه ي کنترل سرانجام،

u∗
i (k) = −R−۱

i BT
i

∞∑
j=۱

µ̄i,j(k + ۱)

= −R−۱
i BT

i

[
µ̄i,۱(k + ۱) +

∞∑
j=۲

µ̄i,j(k + ۱)

]

−R−۱
i BT

i

[
Si(k + ۱)µi,۱(k + ۱) +

∞∑
j=۲

[Si(k + ۱)µi,j(k + ۱) + wi,j(k + ۱)]

]

−R−۱
i BT

i

Si(k + ۱)
∞∑
j=۱

µi,j(k + ۱)︸ ︷︷ ︸
x∗
i (k+۱)

+
∞∑
j=۲

wi,j(k + ۱)


= −R−۱

i BT
i Si(k + ۱)x∗

i (k + ۱)︸ ︷︷ ︸
Feedback

−R−۱
i BT

i

∞∑
j=۲

wi,j(k + ۱)︸ ︷︷ ︸
Feedforward

.

(۱۵ .۵)

افرون است. شده تشکيل پيش رو۱۶ بخش يک و حالت فيدبک قسمت يک از بهينه کنترل مي شود، مشاهده (۱۵ .۵) معادله ي از که همان طور
زير سيستم هر براي فيدبک اطلاعات ديگر، عبارت به است. وابسته زير سيستم همان حالت هاي به تنها ام i زير سيستم حالت فيدبک اين، بر
محلي اطلاعات از استفاده با تنها ام i زير سيستم کنترل براي پيش رو جمله ي آن، بر افزون است. مربوط زير سيستم همان وضعيت به فقط

بود: خواهد زير به فرم نيز زير بهينه کنترل قانون حالت، اين در مي شود. تعيين ((۱۴ .۵) رابطه ي کمک (به زير سيستم همان

ui,L(k) = −R−۱
i BT

i Si(k + ۱)xi(k + ۱)−R−۱
i BT

i

L∑
j=۲

wi,j(k + ۱), i = ۱, . . . ,M. (۱۶ .۵)

عددي مثال هاي ۶

مي رود. به کار شده معرفي روش کارايي و اعتبار دادن نشان به منظور عددي مثال هاي حل براي شده ارائه تکراري الگوريتم بخش، اين در

شده است: داده گسسته غيرخطي متصل به هم سيستم همراه يک به زير مربعي عملکرد شاخص .۱ .۶ مثال
J =

۱
۲

۲∑
i=۱

۱۰۰∑
k=۰

[xT
i (k)xi(k) + uT

i (k)ui(k)],

x۱(k + ۱) = ۱٫۰۳x۱(k) + ۰٫۰۶u۱(k) + ۰٫۰۳x۱(k),
x۲(k + ۱) = ۱٫۰۶x۲(k) + ۰٫۰۶u۲(k) + ۰٫۰۳x۱(k)x۲(k),
x۱(۰) = −۰٫۵, x۲(۰) = −۰٫۳, k = ۰, ۱, ۲, . . . .

(۱ .۶)

16Feedforward



۸۳ غيرخطي متصل به هم سيستم هاي شامل گسسته بهينه ي  کنترل مسائل حل براي تکراري روش يک ارائه ي

f۱(x(k)) = ،Q۱ = Q۲ = R۱ = R۲ = ۱ ،B۱ = B۲ = ۰٫۰۶ ،A۲ = ۱٫۰۶ ،A۱ = ۱٫۰۳ داريم: مثال اين در
به کار را ۴ بخش در شده ارائه الگوريتم فوق، بهينه ي کنترل مسأله ي حل براي .f۲(x(k)) = ۰٫۰۳x۱(k)x۲(k) و ۰٫۰۳x۱(k)

داشت: خواهيم بنابراين مي بريم.

ε :



µ۱,۱(k + ۱) = ۱٫۰۳µ۱,۱(k)− ۰٫۰۰۳۶µ̄۱,۱(k + ۱),

µ۲,۱(k + ۱) = ۱٫۰۶µ۲,۱(k)− ۰٫۰۰۳۶µ̄۲,۱(k + ۱),

µ̄۱,۱(k) = µ۱,۱(k) + ۱٫۰۳µ̄۱,۱(k + ۱),

µ̄۲,۱(k) = µ۲,۱(k) + ۱٫۰۶µ̄۲,۱(k + ۱),

µ۱(۰) =
[
µ۱,۱(۰)
µ۲,۱(۰)

]
=

[
−۰٫۵
−۰٫۳

]
,

µ̄۱(۱۰۰) =
[
µ̄۱,۱(۱۰۰)
µ̄۲,۱(۱۰۰)

]
=

[
۰
۰

]
,

(۲ .۶)

ε۲ :



µ۱,۲(k + ۱) = ۱٫۰۳µ۱,۲(k)− ۰٫۰۰۳۶µ̄۱,۲(k + ۱),

µ۲,۲(k + ۱) = ۱٫۰۶µ۲,۲(k)− ۰٫۰۰۳۶µ̄۲,۲(k + ۱) + ۰٫۰۳µ۱,۱(k)µ۲,۱(k),

µ̄۱,۲(k) = µ۱,۲(k) + ۱٫۰۳µ̄۱,۲(k + ۱) + ۰٫۰۳µ̄۲,۱(k + ۱)µ۲,۱(k),

µ̄۲,۲(k) = µ۲,۲(k) + ۱٫۰۶µ̄۲,۲(k + ۱) + ۰٫۰۳µ̄۲,۱(k + ۱)µ۱,۱(k),

µ۲(۰) =
[
µ۱,۲(۰)
µ۲,۲(۰)

]
=

[
۰
۰

]
,

µ̄۲(۱۰۰) =
[
µ̄۱,۲(۱۰۰)
µ̄۲,۲(۱۰۰)

]
=

[
۰
۰

]
,

(۳ .۶)

جدول از که همان طور شده اند. ارائه ۱ جدول در پيشنهادي روش از آمده به دست نتايج مي شود. داده ادامه ε بالاتر مراتب براي فرايند اين و
زير بهينه کنترل قانون به J۳ = ۵٫۱۲۹۴۲ با تکرار ۳ از بعد γ = ۱ × ۱۰−۳ خطاي مجاز حد با مفروض الگوريتم مي شود، برداشت ۱

زيرا: مي شود. J۳∣∣∣∣همگرا − J۲

J۳

∣∣∣∣ = ۰٫۷ × ۱۰−۳ < ۱ × ۱۰−۳. (۴ .۶)

فرايند يک تحت و تکراري به صورت تقريبي پاسخ تعيين بر مبني پيشنهادي روش ماهيت به توجه با و منصفانه مقايسه  ي هدف با ادامه، در
استفاده تقريبي پاسخ تعيين براي بازگشتي و تکراري فرايند يک از مشابه به طور که ،[۲۱] متوالي تقريب نگرش عددي تکنيک     بازگشتي،
گزارش ۴ تا ۱ شکل هاي همچنين و ۳ و ۲ جداول در متوالي تقريب روش شبيه سازي نتايج شد. انتخاب مثال اين در مقايسه براي مي  کند،
۲ جدول اما است. يکسان تقريباً تکرار هر در روش دو هر براي پردازش زمان که مي دهد نشان ۲ و ۱ جداول داده هاي مقايسه ي شده اند.
همگرا J۶ = ۶٫۲۹۴۶ به ۰٫۰۰۰۹ خطاي با تکرار ۶ از بعد γ = ۱ × ۱۰−۳ خطاي مجاز حد با متوالي تقريب روش  که مي کند بيان
تکرارهاي تعداد در پيشنهادي روش اينکه به توجه با بنابراين، .(۱ (جدول است تکرار ۳ شده ارائه تکنيک براي عدد اين درحالي که مي شود،
حجم در ملاحظه اي قابل کاهش به منجر مسأله اين که دارد، سريعتري همگرايي ديگر روش با مقايسه در مي رسد، مفروض دقت به کمتري
تکرارهاي در پيشنهادي روش خروجي که بوده مهم اين بيانگر نيز ۴ تا ۱ شکل هاي مقايسه ي مي شود. آن با متناظر پردازش زمان و محاسبات
تکنيک اين بالاي همگرايي سرعت بر ديگري تأييد مسأله اين که هستند، نزديک هم به بسيار متوالي، تقريب نگرش با مقايسه در مختلف،



۹۳ ‐۷۲ صفحه ،۱ شماره ،۱۴ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و حسن آبادي ۸۴

.(۱ .۶ (مثال مختلف تکرارهاي در پيشنهادي روش شبيه سازي نتايج :۱ جدول
(ثانيه) پردازش تقريبي زمان خطا عملکرد شاخص تکرار

۰٫۰۱ − ۵٫۳۷۲۹۲ ۱
۰٫۰۲ ۰٫۰۴ ۵٫۱۳۳۴۹ ۲
۰٫۰۲ ۰٫۰۰۰۷ ۵٫۱۲۹۴۲ ۳
۰٫۰۳ ۰٫۵ × ۱۰−۴ ۵٫۱۲۹۷۲ ۴
۰٫۰۴ ۰٫۷ × ۱۰−۵ ۵٫۱۲۹۷۶ ۵
۰٫۰۵ ۰٫۲ × ۱۰−۶ ۵٫۱۲۹۷۶ ۶
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.(۱ .۶ (مثال مختلف تکرارهاي در متوالي تقريب نگرش (ب) و پيشنهادي روش (الف) بين u۱(k) مقايسه ي نتايج :۱ شکل

زمان و تکرار تعداد در مقاله اين در شده ارائه تکنيک که مي کند بيان ۳ جدول همچنين، است. بالا در شده اشاره عددي روش  با مقايسه در
تقريب روش  با مقايسه در کوچک تري عملکرد شاخص مقدار و کمتر) (خطاي دقيق تر پاسخ به منجر ثانيه) ۰٫۰۵ و تکرار ۶) مشابه پردازش

مي شود. متوالي

.(۱ .۶ (مثال مختلف تکرارهاي در متوالي تقريب نگرش شبيه سازي نتايج :۲ جدول
(ثانيه) پردازش تقريبي زمان خطا عملکرد شاخص تکرار

۰٫۰۱ − ۵٫۱۴۱۴ ۱
۰٫۰۲ ۰٫۱۲۳۷ ۵٫۸۶۷۴ ۲
۰٫۰۳ ۰٫۰۳۹۱ ۶٫۱۰۶۴ ۳
۰٫۰۳ ۰٫۰۲۳۱ ۶٫۲۵۱۰ ۴
۰٫۰۴ ۰٫۰۰۶۰ ۶٫۲۸۸۹ ۵
۰٫۰۵ ۰٫۰۰۰۹ ۶٫۲۹۴۶ ۶



۸۵ غيرخطي متصل به هم سيستم هاي شامل گسسته بهينه ي  کنترل مسائل حل براي تکراري روش يک ارائه ي
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.(۱ .۶ (مثال مختلف تکرارهاي در متوالي تقريب نگرش (ب) و پيشنهادي روش (الف) بين u۲(k) مقايسه ي نتايج :۲ شکل
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.(۱ .۶ (مثال مختلف تکرارهاي در متوالي تقريب نگرش (ب) و پيشنهادي روش (الف) بين x۱(k) مقايسه ي نتايج :۳ شکل
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.(۱ .۶ (مثال مختلف تکرارهاي در متوالي تقريب نگرش (ب) و پيشنهادي روش (الف) بين x۲(k) مقايسه ي نتايج :۴ شکل
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.(۱ .۶ (مثال تکرار ۶ از پس متوالي تقريب نگرش و پيشنهادي روش  مقايسه ي :۳ جدول
(ثانيه) پردازش تقريبي زمان خطا عملکرد شاخص تکرار روش 

۰٫۰۵ ۰٫۲ × ۱۰−۶ ۵٫۱۲۹۷۶ ۶ پيشنهادي روش
۰٫۰۵ ۰٫۰۰۰۹ ۶٫۲۹۴۶۳ ۶ متوالي تقريب نگرش

شده است: داده زير مربعي عملکرد شاخص با گسسته و غيرخطي متصل به هم چهار مرتبه ي سيستم .۲ .۶ مثال

J =
۱
۲

۲∑
i=۱

۲۰۰∑
k=۰

[xT
i (k)Qixi(k) + uT

i (k)Riui(k)],

x۱(k + ۱) =
[

۱ ۰٫۱
۰ ۱

]
x۱(k) +

[
۰

۰٫۱۵

]
u۱(k) + ۰٫۰۴

[
x۲

۱۱(k)
x۱۲(k)− ۵x۲۱(k)

]
,

x۲(k + ۱) =
[

۱ ۰٫۱
۱٫۲ ۱

]
x۲(k) +

[
۰

−۰٫۲

]
u۲(k)

+۰٫۰۴
[
x۲۱(k) + x۲

۱۲(k) + x۱۱(k)x۱۲(k)x۲۱(k)
x۲۲(k)

]
,

x۱(۰) =
[

۰
۰

]
, x۲(۰) =

[
۰٫۱

−۰٫۰۵

]
, k = ۰, ۱, ۲, . . . ,

(۵ .۶)

،B۲ =

[
۰

−۰٫۲

]
،B۱ =

[
۰

۰٫۱۵

]
،A۲ =

[
۱ ۰٫۱

۱٫۲ ۱

]
،A۱ =

[
۱ ۰٫۱
۰ ۱

]
آن در که

.f۲(x(k)) = ۰٫۰۴
[
x۲۱(k) + x۲

۱۲(k) + x۱۱(k)x۱۲(k)x۲۱(k)
x۲۲(k)

]
و f۱(x(k)) = ۰٫۰۴

[
x۲

۱۱(k)
x۱۲(k)− ۵x۲۱(k)

]
.x۲ = (x۲۱, x۲۲)

T ∈ R۲ و x۱ = (x۱۱, x۱۲)
T ∈ R۲ ،R۱ = R۲ = ۱ ،Q۱ = Q۲ =

[
۱ ۰
۰ ۱

]
داريم: همچنين

،(۴ (جدول مي آيد به دست تکرار ۴ از بعد γ = ۱ × ۱۰−۶ خطاي مجاز حد با زير بهينه کنترل قانون ،۴ بخش در شده ارائه الگوريتم به بنا
داريم: (۱ .۴) معادله ي از آن، بر افزون .J۴ = ۱٫۱۴۱۷ و

∣∣∣J۴−J۳
J۴

∣∣∣ = ۰٫۹ × ۱۰−۶ < ۱ × ۱۰−۶ يعني:

x۱,۴(k) =
۴∑

j=۱
µ۱,j(k),

x۲,۴(k) =
۴∑

j=۱
µ۲,j(k),

u۱,۴(k) = −R−۱
i BT

i

۴∑
j=۱

µ̄۱,j(k + ۱),

u۲,۴(k) = −R−۱
i BT

i

۴∑
j=۱

µ̄۲,j(k + ۱).

(۶ .۶)

مي  کند، استفاده تقريبي پاسخ تعيين براي بازگشتي و تکراري فرايند يک از پيشنهادي روش با مشابه که ،[۲۲] حساسيت روش     مثال، اين در
مي کنند. گزارش چهارم تکرار تا را حساسيت روش و پيشنهادي تکنيک شبيه سازي نتايج ۵ و ۴ جداول است. شده انتخاب مقايسه براي
و ۴ جداول داده هاي بررسي مي کند. مقايسه چهارم تکرار در را حساسيت نگرش و مقاله اين در شده ارائه روش خروجي ۶ جدول همچنين،
تکنيک اما است، يکسان تقريبا تکرار هر در روش دو هر براي پردازش زمان اگرچه که مي دهد نشان ۶ جدول نتايج مقايسه ي همچنين و ۵
کوچک تري عملکرد شاخص مقدار و کمتر) (خطاي دقيق تر پاسخ به منجر مشابه پردازش زمان و تکرار مرتبه ي يک در مقاله اين در شده ارائه
حد يک براي تکنيک اين دارد، بالاتري دقت تکرار هر در پيشنهادي روش اينکه به توجه با همچنين، مي شود. حساسيت روش  با مقايسه در
به منجر مسأله اين که مي شود، همگرا حساسيت روش به نسبت (سريعتر) پايين تري تکرار مرتبه ي در (γ) شده تعيين پيش از خطاي مجاز
بوده مطلب اين بيانگر نيز ۱۰ تا ۵ شکل هاي مقايسه ي مي شود. آن با متناظر پردازش زمان و محاسبات حجم در ملاحظه اي قابل کاهش



۸۷ غيرخطي متصل به هم سيستم هاي شامل گسسته بهينه ي  کنترل مسائل حل براي تکراري روش يک ارائه ي

.(۲ .۶ (مثال مختلف تکرارهاي در پيشنهادي روش شبيه سازي نتايج :۴ جدول
(ثانيه) پردارش تقريبي زمان خطا عملکرد شاخص تکرار

۰٫۱ − ۱٫۱۴۱۶ ۱
۰٫۲ ۰٫۱۴ × ۱۰−۳ ۱٫۱۴۱۸ ۲
۰٫۳ ۰٫۱۳ × ۱۰−۴ ۱٫۱۴۱۷ ۳
۰٫۴ ۰٫۹ × ۱۰−۶ ۱٫۱۴۱۷ ۴

.(۲ .۶ (مثال مختلف تکرارهاي در حساسيت روش شبيه سازي نتايج :۵ جدول
(ثانيه) پردارش تقريبي زمان خطا عملکرد شاخص تکرار

۰٫۱ − ۱٫۱۵۵۳۸ ۱
۰٫۲ ۰٫۰۱ ۱٫۱۴۳۶۵ ۲
۰٫۳ ۰٫۰۰۰۸ ۱٫۱۴۴۶ ۳
۰٫۴ ۰٫۰۰۰۱ ۱٫۱۴۴۲ ۴

بر ديگري تأييد مسأله اين که هستند، نزديک هم به بسيار حساسيت، روش با مقايسه در مختلف، تکرارهاي در پيشنهادي روش خروجي که
است. بالا در شده اشاره عددي روش  با مقايسه در شده ارائه الگوريتم بالاي همگرايي سرعت

.(۲ .۶ (مثال تکرار ۴ از پس حساسيت روش و پيشنهادي تکنيک مقايسه ي :۶ جدول
(ثانيه) پردارش تقريبي زمان خطا عملکرد شاخص تکرار روش

۰٫۴ ۰٫۹ × ۱۰−۶ ۱٫۱۴۱۷ ۴ پيشنهادي تکنيک
۰٫۴ ۰٫۰۰۰۱ ۱٫۱۴۴۴ ۴ حساسيت روش
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نتيجه گيري ۷
با مقايسه در شد. معرفي غيرخطي متصل به هم سيستم هاي شامل گسسته بهينه ي  کنترل مسائل حل براي کارا تکنيک يک مقاله، اين در
زمان با متغير مرزي مقدار مسائل حل از شده ارائه روش متوالي، تقريب نگرش و حساسيت تحليل روش جمله از ديگر، تقريبي روش هاي
مسأله ي همچنين، دارد. سر و کار خطي گسسته ي زمان با نامتغير مرزي مقدار مسائل از دنباله يک حل با تنها و کرده دوري غيرخطي گسسته ي
به صورت مي توانند زير مسائل اين که به طوري بوده هم از جدا زير مسأله ي چندين شامل پيشنهادي روش از تکرار هر در خطي مرزي مقدار
همچنين، است. کافي جواب به دست يابي براي خطي تفاضلي معادلات حل مرسوم تکنيک هاي تنها بنابراين، شوند. حل هم از مستقل و موازي
تقريبي روش هاي از کمتر اشاره شده روش محاسباتي پيچيدگي نتيجه، در است. همگرا بهينه جواب به يکنواخت به طور آمده به دست جواب
را پيشنهادي روش کارايي شبيه سازي، نتايج دارد. را حالت فيدبک به فرم تعميم قابليت شده طراحي بهينه ي کنترل آن، بر افزون است. ديگر

داد. نشان تقريبي روش هاي ساير با مقايسه در
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An efficient iterative method for the optimal control of discrete
nonlinear interconnected dynamical systems
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Abstract: This article introduces an iterativemethod for solving discrete optimal control problems involv
ing interconnected nonlinear systems. Using this approach, the discrete and coupled nonlinear boundary
value problem (BVP) obtained from the necessary optimality conditions transforms into a sequence of lin
ear time invariant BVPs. Furthermore, the linear BVP at each iteration of the proposed method consists
of several decoupled subproblems, which can be solved in parallel and are unrelated to each other. The
solution of these problems, employing common techniques for solving linear difference equations, leads
to an optimal control law in a converging series form with uniform convergence. Moreover, a practical
approach is presented to extend the designed optimal control to a feedback form. Subsequently, the im
plementation of the proposed method involves the design of a highly accurate iterative algorithm with low
computational complexity, ensuring that the suboptimal control law is obtained with a minimal number of
iterations. Finally, the efficacy of this technique is demonstrated through simulation and the solution of
various numerical examples.
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