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با زماني‐مكاني توزيعي مرتبه ي انتشار معادلات براي متناهي تفاضل طرح يک
ضعيف منفرد جواب هاي
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نظر در اوليه زمان در ضعيف منفردي جواب هاي با زماني‐مكاني توزيعي مرتبه ي انتشار معادلات مقاله، اين در چکيده:
پايداري مي شود. ارائه معادلات اين حل براي غيريکنواخت شبکه يک از استفاده با جديد تفاضلي طرح  است. شده گرفته
پايدار شرط و قيد بدون تفاضلي طرح که مي دهيم نشان مي گيرد. قرار بحث مورد پيشنهادي تفاضلي طرح  همگرايي و
شبكه روي زماني همگرايي مرتبه كه مي دهيم نشان همچنين، است. همگرا تفاضلي طرح  كه مي كنيم ثابت و است

مي شود. ارائه تئوري نتايج تاييد براي عددي مثال  چندين پايان، در است. يكنواخت شبکه از بيش غيريکنواخت

خطا. تخمين پايداري، ناهموار، جواب هاي غيريکنواخت، شبکه مكاني‐زماني، توزيعي، مرتبه ي کليدي: واژه هاي

33C45; 65M70; 35R11 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
براي كسري حسابان از دارند. وجود كسري انتگرال هاي و كسري مشتقات آن ها در كه است رياضي محاسبات از مجموعه اي كسري حسابان
مدل هاي كسري حسابان از استفاده با محققان از بسياري مي شود. استفاده پيچيده دستگاهاي برخي و ديناميكي نقل و حمل تحليل و تجزيه
دارد اساسي نقش مختلف طبيعي پديده هاي بررسي در كسري حسابان مي كنند. بررسي را پيچيده غيرعادي دستگاهاي و رياضي پيشرفته
و غيرعادي، انتشار و غيرعادي نقل و حمل نانو، فناوري مالي، مدل سازي زيستي، مدل سازي ويسکوالاستيک، مانند مواردي به مي توانيم كه

[۱۹ ،۱۵ ،۹]. كنيم اشاره تصادفي گام هاي
پديده هاي توصيف کننده مي توانند بهتر کسري جزئي مشتقات معادلات که کرده اند کشف رياضي دانان و دانشمندان اخير دهه هاي در
جلب خود به را پژوهشگران از بسياري توجه کسري مرتبه جزئي ديفرانسيل معادلات بنابراين باشند. واقعي زندگي مسائل در پيچيده يا طبيعي

.[۱۸ ،۱۴ ،۱۰ ،۷ ،۲] است شده پيشنهاد معادلات نوع اين حل براي متنوعي عددي روش هاي و است کرده
با . [۱۷ ،۱۳ ،۱۲ ،۸ ،۳] است شده انجام توزيعي مرتبه کسري انتشار معادلات تحليلي حل به مربوط مطالعات برخي اخير، سال هاي در
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۵۹۷ زماني‐مکاني توزيعي مرتبه انتشار معادلات براي متناهي تفاضل طرح يک

نوع اين حل براي کارآمد عددي روش هاي توسعه اين رو از نيست. امکان پذير کلي حالت در معادلات نوع اين دقيق جواب يافتن اين حال
پيشنهاد توزيعي مرتبه کسري جرِئي مشتقات معادلات حل براي عددي روش هاي برخي [۲۳ ،۲۲ ،۴ ،۱] در مي رسد. به نظر ضروري معادلات
جواب هاي که است فرض اين بر مبتني که مذکور معادلات براي يافته توسعه عددي روش هاي اکثر تحليل که داشت توجه بايستي است. شده
مورد را کسري انتشار معادلات [۱۶] نويسنده مثال، به عنوان نيستند. درست اغلب فرضيات اين حال، اين با هموارند. زمان مسير در دقيق

است. داده نشان را t = ۰ اوليه زمان در ضعيف منفردي يک وجود و داده قرار بررسي

مقاله اين دستاوردهاي و هدف ۱ .۱
ناهمواري فرض با مقاله اين در بنابراين است. مناسب تر کسري معادلات براي زماني يکنواخت غير شبکه از استفاده ،[۲۱ ،۲۰ ،۱۶] اساس بر

مي شود. پيشنهاد زماني‐مکاني توزيعي مرتبه کسري انتشار معادلات براي کارآمد تفاضلي طرح يک جواب
زماني‐ توزيعي مرتبه ي كسري انتشار معادلات حل براي يكنواخت غير گرهي نقاط روي بر جديد تفاضلي روش ارائه ي مقاله، اين اصلي هدف

مي کنيم. بررسي را پيشنهادي طرح همگرايي و پايداري همچنين، ما است. هموار غير داده هاي با همراه مكاني
هستند: زير شرح به مقاله اين اصلي دستاوردهاي

است. شده پيشنهاد ناهموار جواب هاي با زماني‐مكاني توزيعي مرتبه ي كسري انتشار معادلات حل براي کارآمد تفاضلي طرح  الف)
است. پايدار شرط و قيد بدون پيشنهادي تفاضلي طرح  مي دهد نشان که است شده بررسي تفاضلي طرح  همگرايي و پايداري ب)

مقاله كلي ساختار ۲ .۱
است. شده سازمان دهي زير شكل به مقاله اين

بخش، اين ادامه در مي دهيم. ارائه زماني‐مكاني توزيعي مرتبه ي كسري انتشار معادلات براي ضمني تفاضلي تقريب يك ،۲ قسمت در
اين كه مي آوريم پيشنهادي روش بررسي براي عددي مثال چندين ،۳ قسمت در مي كنيم. ارائه را شده ارائه تفاضلي طرح همگرايي و پايداري

مي دهند. نشان را شده پيشنهاد روش بالاي دقت و درستي مثال ها 

زماني‐مكاني توزيعي مرتبه ي كسري انتشار معادلات تحليل ۲

ضمني تفاضلي طرح  ۱ .۲
بگيريد: نظر در را زير مسئله ي

D
[ω]
t u(x, t)−

∫ ۲

۱
P (α)

∂αu(x, t)

∂|x|α
dα = f(x, t), ۰ < x < L, ۰ < t ≤ T, (۱ .۲)

است: زير مرزي و اوليه شرايط داراي كه

u(x, ۰) = u۰(x), ۰ ≤ x ≤ L, (۲ .۲)

u(۰, t) = u(L, t) = ۰, ۰ < t ≤ T, (۳ .۲)

است: زير به صورت توزيعي مرتبه ي از كسري مشتق هستند. زمان متغير x و زمان متغير t آن در كه

D
[ω]
t u(x, t) =

∫ d

c

ω(θ)C۰ D
θ
tu(x, t)dθ,

مي كند: صدق زير شرايط در ω(θ) وزن تابع آن در كه

،ω(θ) ≥ ۰ ∫الف) d

c
ω(θ)dθ = C۰ > ۰ ب)
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داشته θ ∈ [c, θ] هر ازاي به و ω(θ) ≡ ۰ باشيم داشته θ ∈ (θ, d] هر ازاي به به طوري كه دارد وجود ۰ < θ ≤ ۱ ثابت ج)
.ω(θ)/≡ ۰ باشيم

مي شود: تعريف زير صورت به و است α مرتبه ي از ريس كسري مشتق نمايش ∂αu(x,t)
∂|x|α ،۱ < α ≤ ۲ ازاي به اين جا در

∂αu(x, t)

∂ |x|α
= −ψα(

∂α

∂xα
+

∂α

∂(−x)α
)u(x, t), ψα = ۰٫۵ sec(۰٫۵πα)

هستند: زير به صورت چپ و راست ريمان‐ليوويل عملگرهاي آن در كه

∂α

∂xα
=

۱
Γ(۲ − α)

∂۲
x۲

∫ x

۰
(x− ξ)۱−αu(ξ, t)dξ,

∂α

∂(−x)α
=

۱
Γ(۲ − α)

∂۲
x۲

∫ L

x

(ξ − x)۱−αu(ξ, t)dξ,

مي كند: صدق زير شرايط در P (α) وزن تابع و

،P (α) ≥ ۰ الف)

،۰ <
∫ ۲

۱ P (α)dα <∞ ب)

داشته α ∈ [۱, α] هر ازاي به و P (α) ≡ ۰ باشيم داشته α ∈ (α, ۲] هر ازاي به به طوري كه دارد وجود ۱ < α ≤ ۲ ثابت ج)
.P (α)/≡ ۰ باشيم

باشيم: ,x)داشته t) ∈ (۰, L)× (۰, T ] هر براي به طوري كه دارد وجود C ثابت كه كنيد فرض مسئله: فرض

∂su(., t)

∂ts
≤ C(۱ + tδ−s), s = ۰, ۱, ۲, δ ∈ [d, ۱).

و مي كنيم تبديل زيربازه  J تعداد به را [c, d] ⊂ [۰, ۱] بازه ابتدا (۱ .۲) معادله ي در زماني توزيعي مرتبه ي از كسري مشتق تقريب براي
مي دهيم: قرار

c = λ۰ < λ۱ < · · · < λJ = d.

مي كنيم: تعريف

∆λs = λs − λs−۱ =
d− c

J
= σ, J ∈ N,

θs =
λs + λs−۱

۲
= c+

(۲s− ۱)(d− c)

۲J
, s = ۱, ۲, · · · , J.

داريم. را زير لم بنابراين مي بريم، به كار
∫ d

c
ω(θ)C۰ D

θ
tu(x, t)dθ تقريب براي شده اصلاح مركب ذوزنقه اي فرمول

داريم: آن گاه ،g(θ) ∈ C۲[c, d] كنيد فرض شده) اصلاح مركب ذوزنقه اي فرمول ) [۲۰] .۱ .۲ ∫لم d

c

g(θ)dθ =
J∑

s=۱

d− c

J
g(c+

(۲s− ۱)(d− c)

۲J
) +R۱ =

J∑
s=۱

∆ηsg(θs) +R۱,

است. R۱ = O(σ۲) آن در که
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بردن به كار با آن گاه ،C۰ Dθ
tu(x, t) ∈ C۲[c, d] و ω(θ) ∈ C۲[c, d] و g(θ, x, t) = ω(θ)C۰ D

θ
tu(x, t) كنيد فرض

داريم: ۱ .۲ لم

D
[ω]
t u(x, t) =

∫ d

c

g(θ, x, t)dθ =
J∑

s=۱

d− c

J
g(θs, x, t) +R۱ =

J∑
s=۱

cs
C
۰ D

θs
t u(x, t) +R۱,

آن در كه

cs =
(d− c)ω(θs)

J
, s = ۱, ۲, · · · , J.

باشيم داشته m = ۰, ۱, · · · ,M براي كنيد فرض ،[۰, L] × [۰, T ] دامنه ي در زماني و مكاني متغيرهاي گسسته سازي براي
آن در كه ،tn = T (n/N)r باشيم داشته n = ۰, ۱, ۲, · · · , N براي همچنين و ∆x = L

M
آن در كه xm = m∆x

است. r ≥ ۱
داريم: را زير لم زماني كسري مشتق گسسته سازي براي

اگر .τn = tn − tn−۱ كنيم مي تعريف ،n = ۱, ۲, · · · , N ازاي به و ۰ < θ < ۱ كنيد فرض [۲۴] .۲ .۲ لم

∂lu(., t)

∂tl
≤ C(۱ + tθ−l), l = ۰, ۱, ۲,

است: برقرار زير رابطه ي آن گاه

C
۰ D

θ
tu(x, tn) = Dθ

Nu(x, tn) + (R۲)
n,

آن در كه

(R۲)
n = O(n−min{۲−θ,rθ}),

و

Dθ
Nu(x, tn) = dθ۱,nu(x, tn)− dθn,nu(x, t۰) +

n−۱∑
i=۱

(dθi+۱,n − dθi,n)u(x, tn−i),

dθi+۱,n =
۱

Γ(۲ − θ)τi+۱
[(tn − ti)

۱−θ − (tn − ti+۱)
۱−θ].

مي كنند: صدق زير رابطه هاي در dθi,n ضرايب [۲۱] .۳ .۲ لم

،dθi+۱,n ≤ dθi,n الف)

و dθ۱,n = τ−θ
n

Γ(۲−θ)
ب)

داريم: n = ۲, ۳, · · · , N ازاي به ج)

(۱ − θ)

Γ(۲ − θ)
(tn − tn−i)

−θ ≤ dθi,n ≤ (۱ − θ)

Γ(۲ − θ)
(tn − tn−i+۱)

−θ.

مي آوريم: به دست ۲ .۲ لم بردن به كار با اکنون

J∑
s=۱

cs
C
۰ D

θs
t u(x, tn) = Πθ۱,··· ,θJ

N u(x, tn) + (R۳)
n,
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آن در كه

Πθ۱,··· ,θJ
N u(x, tn) =

J∑
s=۱

csD
θs
N u(x, tn), (۴ .۲)

و

(R۳)
n = O(n−min{۲−θJ ,rθJ}) = O(n−min{۱+σ

۲ ,r(۱−σ
۲ )}).

داشت: خواهيم بنابراين

Πθ۱,··· ,θJ
N u(x, tn) = d۱,nu(x, tn)− dn,nu(x, t۰) +

n−۱∑
i=۱

(di+۱,n − di,n)u(x, tn−i), (۵ .۲)

آن در كه

di,n =
J∑

s=۱

csd
θs
i,n. (۶ .۲)

مي دهيم: قرار مي كنيم. تقسيم زيربازه  S تعداد به را [۱, ۲] بازه ابتدا مكاني، توزيعي مرتبه از كسري مشتق تقريب براي اكنون

۱ = η۰ < η۱ < · · · < ηS = ۲,

مي كنيم: تعريف و

∆ηs = ηs − ηs−۱ =
۱
S

= ρ, S ∈ N,

αs =
ηs + ηs−۱

۲
= ۱ +

۲s− ۱
۲S

, s = ۱, ۲, · · · , S.

كرد. استفاده
∫ ۲

۱ P (α)
∂αu(x,t)
∂|x|α dα شده اصلاح مركب ذوزنقه اي فرمول از مي توان تقريب براي كه مي دهيم نشان زير لم در

داريم: آن گاه ،g(α) ∈ C۲[۱, ۲] كنيد فرض شده) اصلاح مركب ذوزنقه (فرمول [۲۰] .۴ .۲ ∫لم ۲

۱
g(α)dα =

S∑
s=۱

۱
J
g(۱ +

۲s− ۱
۲S

) + E۱ =
J∑

s=۱

∆ηsg(αs) + E۱,

است. E۱ = O(ρ۲) آن در که

كنيد: فرض

g(α, x, t) = P (α)
∂αu(x, t)

∂|x|α
.

داشت: خواهيم ،۴ .۲ لم بردن به كار با آنگاه ،∂
αu(x,t)
∂|x|α ∈ C۲[۱, ۲] و P (α) ∈ C۲[۱, ۲] اگر

∫ ۲

۱
P (α)

∂αu(x, t)

∂|x|α
dα =

∫ ۲

۱
g(α, x, t)dα =

S∑
s=۱

۱
S
g(αs, x, t) +R۱ =

S∑
s=۱

bs
∂αsu(x, t)

∂|x|αs
+ E۱,(۷ .۲)
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آن در كه

bs =
P (αs)

S
, s = ۱, ۲, · · · , S.

كرد: تبديل زير گسسته مسئله ي به مي توان را (۱ .۲)‐(۳ .۲) مسئله ي ،(۷ .۲) و (۴ .۲) از استفاده با بنابراين،
J∑

s=۱

cs
C
۰ D

θs
t u(x, t)−

S∑
s=۱

bs
∂αsu(x, t)

∂|x|αs
+O(ρ۲ + σ۲) = f(x, t), ۰ < x < L, ۰ < t ≤ T,

u(x, ۰) = u۰(x), ۰ ≤ x ≤ L,

u(۰, t) = u(L, t) = ۰, ۰ < t ≤ T,

داريم: را زير لم مكاني مشتق تقريب براي

داريم: آن گاه ۱ < α < ۲ كنيد فرض [۱۱] .۵ .۲ لم

∂αu(xm, t)

∂|x|α
= δαxu(xm, t) +O(∆x۲),

آن در كه

δαxu(xm, t) =
−Ψα

Γ(۴ − α)∆xα

M∑
k=۰

z
(α)
m,ku(xk, t)

z
(α)
m,k =



z
(α)
m,k, k < m− ۱,
z
(α)
m,m−۱ + z̃

(α)
m,m−۱, k = m− ۱,

z(α)m,m + z̃
(α)
m,m, k = m,

z
(α)
m,m+۱ + z̃

(α)
m,m+۱, k = m+ ۱,

z̃
(α)
m,k, k > m+ ۱,

(۸ .۲)

z
(α)
m,k =


cm−۱,k − ۲cm,k + cm+۱,k, k ≤ m− ۱,
−۲cm,m + cm+۱,m, k = m,
cm+۱,m+۱, k = m+ ۱,
۰, k > m+ ۱,

z̃
(α)
m,k =


۰, k < m− ۱,
c̃m−۱,m−۱, k = m− ۱,
−۲c̃m,m + c̃m−۱,m, k = m,
c̃m−۱,k − ۲c̃m,k + c̃m+۱,k, m+ ۱ ≤ k ≤M,

cj,k =


(j − ۱)۳−α − j۲−α(j − ۳ + α), k = ۰,
(j − k + ۱)۳−α − ۲(j − k)۳−α + (j − k − ۱)۳−α, ۱ ≤ k ≤ j − ۱,
۱, k = j,

و

c̃j,k =


۱, k = j,
(k − j + ۱)۳−α − ۲(k − j)۳−α + (k − j − ۱)۳−α, j + ۱ ≤ k ≤M − ۱,
(۳ − α−M + j)(M − j)۲−α + (M − j − ۱)(۳−α), k =M.
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مي كنند: صدق زير شرايط در z̃(α)m,k و z(α)m,k ضرايب [۵] .۶ .۲ لم

،z(α)m,k > ۰, (k < m− ۱) الف)

،z̃(α)m,k > ۰, (k > m+ ۱) ب)

و z(α)m,m+۱ = z̃
(α)
m,m−۱ = ۱ ج)

.z(α)m,m = z̃
(α)
m,m = −۴ + ۲(۳−α) د)

داريم: را زير لم شده اند تعريف (۸ .۲) در كه z(α)m,k ضرايب براي كه كنيد توجه

هستند: برقرار z(α)m,k ضرايب براي زير شرايط [۶] .۷ .۲ لم

،z(α)m,k > ۰, (k ̸= m) الف)

و z(α)m,k < ۰, (m = k) ب)

.
∑M

k=۰ z
(α)
m,k < ۰ ج)

نوشت: مي توان ۵ .۲ لم و (۴ .۲) رابطه ي از استفاده با

Πθ۱,··· ,θJ
N Un

m −
S∑

s=۱

bsδ
αs
x Un

m = fn
m + (R)nm, ۱ ≤ m ≤M − ۱, ۱ ≤ n ≤ N, (۹ .۲)

U۰
m = u۰(xm), ۰ ≤ m ≤M, (۱۰ .۲)

Un
۰ = Un

M = ۰, ۱ ≤ n ≤ N, (۱۱ .۲)

آن در كه

(R)nm = O(∆x۲ + n−min{۱+σ
۲ ,r(۱−σ

۲ )} + σ۲ + ρ۲),

δαs
x Un

m =
−Ψα

Γ(۴ − αs)∆xαs

M∑
k=۰

z
(αs)
m,k U

n
m,

Πθ۱,··· ,θJ
N Un

m = d۱,nUn
m − dn,nU۰

m +
n−۱∑
i=۱

(di+۱,n − di,n)Un−i
m ,

و

di,n =
J∑

s=۱

csd
θs
i,n.

خواهيم را زير گسسته سازي مسئله ي ،unm تقريبي جواب با Un
m جايگزيني و (۹ .۲)‐(۱۱ .۲) در (R)nm موضعي برشي خطاي حذف با و

داشت:

Πθ۱,··· ,θJ
N unm −

S∑
s=۱

bsδ
αs
x u

n
m = fn

m, ۱ ≤ m ≤M − ۱, ۱ ≤ n ≤ N, (۱۲ .۲)

u۰
m = u۰(xm), ۰ ≤ m ≤M, (۱۳ .۲)

un۰ = unM = ۰, ۱ ≤ n ≤ N. (۱۴ .۲)



۶۰۳ زماني‐مکاني توزيعي مرتبه انتشار معادلات براي متناهي تفاضل طرح يک

مي كند: صدق زير شرايط در (۱۲ .۲)‐(۱۴ .۲) گسسته سازي مسئله ي جواب .۸ .۲ لم

∥un ∥∞ ≤ ∥u۰ ∥∞ + C max
i=۱,··· ,n

{tθJi ∥f i ∥∞}, n = ۱, ۲, · · · , N,

آن در كه

un = [un۰ , u
n
۱ , · · · , unM ]T , fn = [fn

۰ , f
n

۱ , · · · , fn
M ]T ,

و

∥un ∥∞ = max۰≤m≤M |unm|.

دهيد: قرار و بگيريد نظر در ثابت را n ∈ {۱, · · · , N} اثبات.

un = [u۰
۰, u

۱
۰, · · · , u۰

M ]T .

هم چنين، . ∥un̂ ∥∞ = maxj=۱,··· ,n ∥uj ∥∞ به طوري كه مي كنيم انتخاب به گونه اي را n̂ ∈ {۱, ۲, · · · , n} اكنون
.|un̂m̂| = ∥un̂ ∥∞ به طوري كه مي كنيم انتخاب به گونه اي را m̂ ∈ {۱, · · · ,M}

مي آوريم: به دست آن گاه ،(x, t) = (xm̂, tn̂) دهيم قرار (۴ .۲) در اگر

d۱,n̂u
n̂
m̂ +

S∑
s=۱

bsΨαs

Γ(۴ − αs)∆xαs

M∑
k=۰

z
(αs)
m̂,k u

n̂
k = dn̂,n̂u

۰
m̂ +

n̂−۱∑
i=۱

un̂−i
m̂ [di,n̂ − di+۱,n̂] + f n̂

m̂,

است. f n̂
m̂ = f(xm̂, tn̂) آن در كه

مي آوريم: به دست ۷ .۲ لم از استفاده با

d۱,n̂|unm̂| ≤ d۱,n̂|un̂m̂|+
S∑

s=۱

bsΨα

Γ(۴ − αs)∆xαs

M∑
k=۰

z
(αs)
m̂,k |u

n̂
m̂|

≤ d۱,n̂ +
S∑

s=۱

bsΨαs

Γ(۴ − αs)∆xαs
z
(αs)
m̂,m̂]|u

n̂
m̂|+

S∑
s=۱

bsΨαs

Γ(۴ − αs)∆xαs

M∑
k=۰,k ̸=m̂

z
(αs)
m̂,k |u

n̂
m̂|

≤ d۱,m̂ +
S∑

s=۱

bsΨαs

Γ(۴ − αs)∆xαS
z
(αs)
m̂,m̂]|u

n̂
m̂|+

S∑
s=۱

bsΨαs

Γ(۴ − αs)∆xαs

M∑
k=۰,k ̸=m̂

z
(αs)
m̂,k |u

n̂
k |

≤ |d۱,n̂ +
S∑

s=۱

bsΨαs

Γ(۴ − αs)∆xαs

M∑
k=۰

z
(αs)
m̂,k u

n̂
k |,

داشت: خواهيم بنابراين

d۱,n̂ ∥un̂ ∥∞ ≤ |dn̂,n̂u۰
m̂ +

n̂−۱∑
i=۱

un̂−k
m̂ [di,n̂ − di+۱,n] + f n̂

m̂|.

مي آوريم: به دست آن گاه،

d۱,n̂ ∥un̂ ∥∞ ≤ [dn̂,n̂ ∥u۰ ∥∞ +
n̂−۱∑
i=۱

[di,n̂ − di+۱,n̂] ∥un̂−i ∥∞ + ∥f n̂ ∥∞]

≤ [dn̂,n̂ ∥u۰ ∥∞ +
n̂−۱∑
i=۱

[di,n̂ − di+۱,n̂] ∥un̂ ∥∞ + ∥f n̂ ∥∞],
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داريم: نتيجه در و

dn̂,n̂( ∥un̂ ∥∞ − ∥u۰ ∥∞) ≤ ∥f n̂ ∥∞.

آنگاه ، ∥un̂ ∥∞ − ∥u۰ ∥∞ ≥ ۰ اگر

( ∥un̂ ∥∞ − ∥u۰ ∥∞) ≤ (dn̂,n̂)
−۱ ∥f n̂ ∥∞.

داشت: خواهيم ،dn̂,n̂ ≥ cJd
θJ
n̂,n̂ اين كه از

∥un̂ ∥∞ ≤ ∥u۰ ∥∞ +
۱
cJ

(dθJn̂,n̂)
−۱ ∥f n̂ ∥∞,

داشت: خواهيم اين رو از ،(dθJn̂,n̂)−۱ ≤ Γ(۲−θ)
(۱−θ)

tθJn̂ كه مي دانيم

∥un ∥∞ ≤ ∥u۰ ∥∞ + C max
i=۱,۲,··· ,n

{tθJi ∥f i ∥∞}, ۱ ≤ n ≤ N,

مي كند. كامل را قضيه اثبات كه
داريم: آن گاه ،∥un̂∥∞ − ∥u۰∥∞ < ۰ اگر همچنين،

∥un ∥∞ ≤ ∥u۰ ∥∞ + C max
i=۱,۲,··· ,n

{tθJi ∥f i∥∞}, ۱ ≤ n ≤ N,

مي كند. كامل را قضيه اثبات كه

است. پايدار شرط و قيد بدون (۱۲ .۲)‐(۱۴ .۲) گسسته سازي مسئله ي تفاضل) طرح (پايداري .۹ .۲ قضيه

هم چنين، باشد. u۰ = [u۰
۰, u

۰
۱, · · · , u۰

M ]T اوليه شرط با (۱۲ .۲)‐(۱۴ .۲) گسسته سازي مسئله ي دقيق جواب un كنيد فرض اثبات.
استفاده با باشد. ũ۰ = [ũ۰

۰, ũ۱,
۰ , · · · , ũ۰

M ]T اوليه شرط با (۱۲ .۲)‐(۱۴ .۲) گسسته سازي مسئله ي تقريبي جواب ũn كنيد فرض
مي آوريم: به دست ۸ .۲ لم از

∥un − ũn∥∞ ≤ ∥u۰ − ũ۰∥∞, n = ۱, ۲, · · · , N,

مي شود. كامل قضيه اثبات اينجا در و

است: برقرار زير نامساوي n = ۱, ۲, · · · , N براي آنگاه ،enm = Un
m − unm كنيد فرض خطا) (تخمين .۱۰ .۲ قضيه

∥ en∥∞ ≤ C(∆x۲ +N−min{۱+σ
۲ ,r(۱−σ

۲ )} + σ۲ + ρ۲), n = ۱, ۲, · · · , N.

است. حقيقي ثابت C آن در كه

داشت: خواهيم ،(۱۲ .۲)‐(۱۴ .۲) و (۹ .۲)‐(۱۱ .۲) بردن به كار با اثبات.

Πθ۱,··· ,θJ
N enm −

S∑
s=۱

bsδ
αs
x e

n
m = (R)nm, ۱ ≤ m ≤M − ۱, ۱ ≤ n ≤ N, (۱۵ .۲)

e۰
m = ۰, ۰ ≤ m ≤M, (۱۶ .۲)

en۰ = enM = ۰, ۱ ≤ n ≤ N, (۱۷ .۲)
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آن در كه

(R)nm = C۱(∆x
۲ + n−min{۱+σ

۲ ,r(۱−σ
۲ )} + σ۲ + ρ۲).

مي آوريم: به دست ،(۱۵ .۲)‐(۱۷ .۲) براي ۸ .۲ لم بردن به كار با

∥en ∥∞ ≤ C۲ max
i=۱,··· ,n

{tθJi (∆x۲ + i−min{۱+σ
۲ ,r(۱−σ

۲ )} + σ۲ + ρ۲)}

≤ C۳(∆x
۲ + ρ۲ + σ۲) + C۴ max

i=۱,··· ,n
{tθJi i−min{۱+σ

۲ ,r(۱−σ
۲ )}}, n = ۱, ۲, · · · , N, (۱۸ .۲)

داريم: آن گاه ، i
N

≤ ۱ كه آن جايي از

tθJi ≤ C۵(
i

N
)min{۱+σ

۲ ,r(۱−σ
۲ )}, (۱۹ .۲)

مي شود. كامل قضيه اين اثبات (۱۸ .۲) در (۱۹ .۲) بردن به كار با

عددي مثال ۳
مشخصات با كامپيوتر يك روي برنامه ها دهد. نشان را پيشنهادي روش دقت و همگرايي تا مي شود داده عددي مثال يك قسمت اين در
را ماكسيمم گرهي خطاي پيشنهادي، روش كارآيي به منظور مي شود. اجرا حافظه ۱۶GB با و Cori۷ − ۹۷۰۰@۳GH − ۳GH

مي كنيم: محاسبه زير به صورت

emax = Max
۰≤m≤M,۰≤n≤N

|u(xm, tm)− unm| .

و d = ۰٫۶ ،T = ۱ ،L = ۱ آن در كه بگيريد نظر در را (۱ .۲) زماني‐مكاني توزيعي مرتبه ي انتشار معادله ي .۱ .۳ مثال

w(θ) = Γ(
۳
۲
− θ),

مي گيريم: نظر در زبر به صورت را P (α) وزن تابع هستند.

P (α) = −۲Γ(۶ − α) cos(۰٫۵πα).

مي گيريم: نظر در زير به صورت را معادله اين مرزي و اوليه شرايط هم چنين

u(x, ۰) = ۰, x ∈ [۰, ۱],
u(۰, t) = u(۱, t) = ۰, t ∈ [۰, ۱].

باشد: زير به صورت آن دقيق جواب به طوري كه مي كنيم انتخاب طوري را f تابع اکنون

u(x, t) = (t۳ + t
۶

۱۰ )(x۲ − x)۲.

است: شده گزارش زير داده هاي با ماكسيمم گرهي خطاهاي ۲ شکل در

N = ۲i, i = ۶, ۷, ۸, ۹,
J(N) = N

۲۳ , S(N) = N
۲۳ ,

و

M(N) =
[
N{min{۲−d,rd}

۲ }
]
.
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مي شود: نتيجه (N, J(N), S(N), M(N)) مقادير براي بنابراين،

∥en∥∞ = CT,dN
−min{۲−d,rd}, n = ۱, ۲, ..., N.

داريم: آن گاه r ≥ ۱+σ
۲

۱−σ
۲

اگر

∥en∥∞ = CN−(۱+σ
۲ ), n = ۱, ۲, ..., N.

داريم: r < ۱+σ
۲

۱−σ
۲

براي هم چنين،

∥en∥∞ = CN−(۱−σ
۲ ), n = ۱, ۲, ..., N.

نتايج عددي، نتايج مي دهيم نشان اكنون است. r < ۱+σ
۲

۱−σ
۲

همگرايي مرتبه از بيشتر r ≥ ۱+σ
۲

۱−σ
۲

براي همگرايي مرتبه داريم انتظار ما يعني
مي كند. تاييد را تئوري

مختلف Nهاي براي ماکسيمم خطاي :۱ شکل

مرتبه مي كند تاييد آمده به دست نتايج است. r = ۱ همگرايي مرتبه از بزرگتر r =
۱+σ

۲
۱−σ

۲
براي زماني همگرايي مرتبه ۱ شکل در

و است ۱ + σ
۲ به نزديك زماني همگرايي مرتبه هاي هاي ،r = ۱+σ

۲
۱−σ

۲
براي هم چنين است. ۱ − σ

۲ به نزديك ،r = ۱ براي همگرايي
است. بهتر مورد اين در آمده به دست تقريب هاي
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مختلف Mهاي براي ماکسيمم خطاي :۲ شکل

است: شده گزارش زير داده هاي براي ماكسيمم گرهي خطاي ۲ شکل در

M = ۲i, i = ۳, ۴, ۵,
J(M) =M, S(M) =M,

و

N(M) =

[
M

۲
min{۱+σ

۲ ,r(۱−σ
۲ )}

]
.

مي شود: نتيجه (M, J(M), S(M), N(M)) مقادير براي بنابراين

∥en∥∞ ≤ CM−۲, n = ۱, ۲, ..., N.

هستند. ۲ عدد نزديك مكاني همگرايي مرتبه مي كنند تاييد عددي نتايج

و d = ۰٫۷ ،T = ۱ ،L = ۱ آن در كه بگيريد نظر در را (۱ .۲) زماني‐مكاني توزيعي مرتبه ي انتشار معادله ي .۲ .۳ مثال

w(θ) = Γ(
۵
۲
− θ),

مي گيريم: نظر در زير به صورت را P (α) وزن تابع هستند.

P (α) = −۳Γ(۷ − α) cos(۰٫۵πα).

مي گيريم: نظر در زير به صورت را معادله اين مرزي و اوليه شرايط هم چنين

u(x, ۰) = ۰, x ∈ [۰, ۱],
u(۰, t) = u(۱, t) = ۰, t ∈ [۰, ۱].

باشد: زير به صورت آن دقيق جواب به طوري كه مي كنيم انتخاب طوري را f تابع اکنون

u(x, t) = t
۷
۲ sin πx.
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است: شده گزارش زير داده هاي با ماكسيمم گرهي خطاهاي ۱ جدول در

N = ۲i, i = ۶, ۷, ۸, ۹,
J(N) = N

۲۳ , S(N) = N
۲۳ ,

و

M(N) =
[
N{min{۲−d,rd}

۲ }
]
.

است. r = ۱ همگرايي مرتبه از بزرگتر r = ۱+σ
۲

۱−σ
۲

براي زماني همگرايي مرتبه ۱ جدول در

N = ۲۶ N = ۲۷ N = ۲۸ N = ۲۹

r = ۱ ۷٫۸۳۴ × ۱۰−۲ ۴٫۲۲۱۸ × ۱۰−۲ ۲٫۴۱۰۳ × ۱۰−۲ ۱٫۲۵۶۷ × ۱۰−۲

همگرايي مرتبه − ۰٫۸۸۸۱ ۰٫۸۰۸۶ ۰٫۹۳۹۶
r =

۱+σ
۲

۱−σ
۲

۵٫۹۸۰۳ × ۱۰−۲ ۲٫۷۸۱۲ × ۱۰−۲ ۱٫۲۵۳۱ × ۱۰−۲ ۵٫۷۵۴۰ × ۱۰−۲

همگرايي مرتبه − ۱٫۱۰۴۵ ۱٫۱۵۰۲ ۱٫۱۲۲۹

مختلف N هاي براي ماکسيمم خطاي :۱ جدول

نتيجه گيري ۴
از استفاده با و گرفتيم نظر در را اوليه زمان در ضعيف نامنفردي شرط يک با همراه زماني‐مكاني توزيعي مرتبه ي انتشار معادلات مقاله، اين در
است پايدار شرط و قيد بدون پيشنهادي تفاضلي طرح که داديم نشان داديم. ارائه معادلات اين براي عددي جواب يک متناهي تفاضل روش

کنند. مي تاييد را تئوري نتايج که آورديم عددي مثال چندين پايان، در است. همگرا تفاضلي طرح  كه کرديم ثابت و

قدرداني و تشکر ۵
کنند. مي قدرداني صميمانه داشتند، عهده به را مقاله اين علمي ارزيابي فراوان وقت صرف با که محترم داوران و مسئول دبير از نويسندگان

فناوري و پژوهش معاونت اعتبارات محل از ۰GRD۳۴M۱۷۱۳ قرارداد شماره به شده اجرا تحقيقاتي طرح نتايج از مستخرج مقاله اين
مي باشد. شهرکرد دانشگاه
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A finite difference scheme for time­space fractional
distributed­order diffusion equations with weakly singular solutions
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Abstract: In this paper, the time­space distributed­order fractional diffusion equations with weakly sin­
gular solutions are considered. We provide the difference scheme using a nonuniform mesh to solve equa­
tions. The stability and convergence of the difference scheme are discussed, We prove that the difference
scheme is unconditionally stable. We find that the difference scheme is convergent. We also show that the
temporal convergence order on the nonuniform mesh is higher than on the uniform mesh. Finally, some
numerical examples are given to verify the theoretical analysis.

Keywords: Distributed­order; Time­space; Nonuniform mesh; Nonsmooth solutions; Stability; Error
estimate.
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