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قضيه از استفاده با هادامارد تناسبي کسري انتگرالي معادلات براي جواب وجود
نقطه ثابت
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براي وجودي قضيه يک باناخ، فضاي در پترشن ثابت نقطه قضيه و نا فشردگي اندازه از استفاده با مقاله، اين در چکيده:
هستند اهميت حائز بسيار انتگرالي معادلات اين مطالعه است. شده ارائه هادامارد، تناسبي کسري انتگرالي معادلات برخي
و خطي غير آناليز از زيادي شاخه هاي در که مي باشند انتگرالي معادلات از زيادي خاص موارد برگيرنده در که چرا
دراين داربو، ثابت نقطه و شاودر ثابت نقطه قضاياي با پترشن ثابت نقطه قضيه تفاوت مي شوند. ظاهر آن کاربردهاي
در کنيم   . صرف نظر بررسي مورد عملگرهاي فشردگي و محدب بسته، خواص دادن نشان از تا مي سازد قادر را ما که است

است. شده ارائه مثال چند آمده، به دست نتايج کارايي و صحت براي پايان،

کسري. حساب ثابت، نقطه قضاياي نا فشردگي، اندازه جواب، وجود هادامارد، کسري انتگرالي معادلات کليدي: واژه هاي

47H09; 47H10 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
سال در .[۲۳] شد معرفي ۱۹۳۰ سال در کاراتفسکي توسط که است مدرن رياضي آناليز ابزارهاي قدرتمندترين از يکي نافشردگي، اندازه
و فوري سپس شد. داده تعميم [۸] داربو توسط نافشردگي، اندازه مفهوم از استفاده با باناخ، انقباض اصل و شاودر ثابت نقطه قضيه ،۱۹۵۵
در بيشتر جزئيات براي کردند. استفاده نافشردگي اندازه تئوري از کارهايشان در نيز ديگران و [۲۷] پترشين ،[۲۵] ناسبام ،[۱۳] ويگنولي
فضاهاي هندسه عمومي، توپولوژي در چگال عملگرهاي و نافشردگي اندازه تئوري کنيد. مراجعه [۱۴ ،۵] به نافشردگي اندازه تئوري مورد
مفهوم به کارگيري براي موفقيت آميزي تلاش هاي اخيراً دارد. کاربرد بهينه کنترل نظريه و ديفرانسيل معادلات انتگرال، معادلات نظريه باناخ،
گرفته صورت ديفرانسيل ‐ انتگرو معادلات و غيرخطي انتگرال معادلات جواب وجود مطالعه در ثابت نقطه قضاياي با همراه نافشردگي اندازه

.[۳۰ ،۲۸ ،۲۶ ،۱۲ ،۳] است.
مفاهيم شانزدهم قرن در است. گاما تابع از استفاده با عملگرها، دلخواه مرتبه با انتگرال ها همچنين و مشتقات مطالعه کسري، حساب
تفسيرهايي زيادي، پژوهش گران و يافت زيادي توسعه کسري حساب کاربردهاي و نظريه ،۲۰ قرن اوايل و ۱۹ قرن در شد. ارائه کسري حساب
(M. Kazemi) univer_ka@yahoo.com مقاله مسئول ۱نويسنده

۱
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را [۳۴ ،۱۶ ،۱۵ ،۴ ،۲] منابع مي تواند خواننده کسري، حساب مورد در اخير تحقيقات براي کردند. ارائه انتگرال و کسري مشتقات براي را
بنگرد.

و دارند واقعي جهان مسائل از بسياري تشريح و بيان در اساسي و مهم بسيار نقش ديفرانسيل، معادلات و کسري انتگرالي معادلات
ساير و نجوم بيولوژي، الکترومغناطيس، فيزيک، مسايل کاربردي، رياضيات مهندسي، ، علوم مختلف زمينه هاي در مسائل از بسياري همچنين

.[۳۳ ،۳۲ ،۲۴ ،۱] نمود توصيف کسري ديفرانسيل و انتگرال معادلات انواع با مي توان را حوزه ها
انواع متعددي، نويسندگان که به طوري دارد وجود آن ها کاربردهاي و کسري انتگرال هاي از شده اي شناخته مختلف اشکال ديگر، سوي از

.[۳۵ ،۳۱ ،۲۲ ،۹ ،۷ ،۶] داده اند قرار بررسي مورد نافشردگي اندازه مفهوم از استفاده با را کسري انتگرالي معادلات مختلف
انتگرال ،u پذير انتگرال تابع هر براي باشد. حقيقي عدد يک α > ۰ و ۰ ≤ a < b < ∞ کنيم فرض [۲۹ ،۱۷] .۱ .۱ تعريف

از: عبارتند ترتيب به ،µ ∈ (۰, ۱] تناسبي شاخص براي α مرتبه از راست و چپ هادامارد تناسبي )کسري
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است. گاما تابع ،Γ آن در که
.[۱۵] شوند مي تبديل هادامارد شده شناخته هاي انتگرال فرم به (۱٫۲) و (۱٫۱) معادلات آنگاه µ = ۱ اگر .۲ .۱ )ملاحظه
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کسري انتگرال شامل که زير تابعي انتگرالي معادلات براي جديد، وجودي قضيه يک پترشن ثابت نقطه قضيه از استفاده با مقاله، اين در
مي شود. اثبات و ارائه است، هادامارد کسري و هادامارد تناسبي
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بيان ادامه در كه معيني، شرايط در q و k ،l ،f توابع و مجهول u آن در كه .µ ∈ [۰, ۱) و β, r > ۰, s ∈ I = [a, b] هر براي
مي كنند. صدق شد، خواهد

[۲۷] پترشن ثابت نقطه قضيه و هاسدروف نافشردگي اندازه فوق، تابعي انتگرالي معادله براي جواب وجود اثبات براي اصلي ابزارهاي
به کارگيري اصلي ايده ،۲۰۱۶ سال [۱۸] عزتي و کاظمي بار، اولين است. [۸] داربو و شاودر ثابت نقطه قضاياي تعميم يافته که مي باشند
اخير، هاي سال در کردند. معرفي بعدي دو انتگرالي معادلات از اي دسته براي جواب وجود بررسي به منظور را پترشن ثابت نقطه قضيه
است داشته را توجه اي قابل رشد محققين، توسط انتگرالي معادلات انواع جواب وجود بررسي منظور به پترشن ثابت نقطه قضيه از استفاده
قضاياي ساير به نسبت پترشن قضيه از استفاده برتري مي شد. استفاده داربو ثابت نقطه قضيه از عموماً، آن از قبل اما .[۲۱–۱۹ ،۱۱ ،۱۰]
ويژگي هاي دادن نشان از تا مي سازد قادر را ما که است اين در غيره، و داربو ثابت نقطه قضيه و شاودر ثابت نقطه قضيه قبيل از ثابت نقطه
حل جمله از و انتگرالي معادلات پذيري حل کلي به طور مي شود باعث اين کنيم. اجتناب بررسي مورد عملگرهاي فشردگي و محدب، بسته،

شود. آورده کلي تر و ضعيف تر هاي فرض تحت ،(۳ .۱) انتگرالي معادله پذيري
نقطه قضاياي همچنين و نافشردگي اندازه به مربوط اوليه تعاريف و مفاهيم ،۲ بخش در است: شده آورده زير به شرح مقاله اين مطالب
بخش مي شود. اثبات و بيان (۳ .۱) انتگرالي معادله جواب وجود بررسي خصوص در اصلي، نتايج ،۳ بخش در است. شده ارائه نياز، مورد ثابت

است. شده داده اختصاص مثال چند بررسي به ،۴



۳ ثابت نقطه قضيه از استفاده با هادامارد تناسبي کسري انتگرالي معادلات براي جواب وجود

مقدمات و تعاريف ۲
مي شوند. بيان اصلي نتايج آوردن بدست براي نياز مورد قضاياي و تعاريف بخش، اين در

گوي B̄ρ = {u ∈ E :∥ u ∥≤ ρ} کنيم فرض به علاوه، باشد. K ∈ {R,C} ميدان در باناخ فضاي يک E فرض  کنيم
باشد. ρ > ۰ شعاع و ۰ مرکز به کره اي مرز ∂B̄ρ = {u ∈ E :∥ u ∥= ρ} و بسته

نافشردگي اندازه يا ) کاراتفسکي نافشردگي اندازه آنگاه باشد. E فضاي از کران دار مجموعه زير يک P کنيم فرض [۲۳] .۱ .۲ تعريف
مي شود: تعريف زير به صورت مجموعه اي)

α(P ) = inf{ε > ۰ : مي شود پوشيده ε از کم تر قطر با مجموعه هاي متناهي، تعداد به وسيله P }
مي شود: تعريف زير به صورت نيز گوي ها) نافشردگي اندازه (يا هاسدروف نافشردگي اندازه [۱۴] .۲ .۲ تعريف

℧(P ) = inf{ε > ۰ : است. موجود E در P براي متناهي نت ‐ ε يک }
،Bε(E; z۱), Bε(E; z۲), ..., Bε(E; zm)گوي هاي که باشد موجود {z۱, z۲, ..., zm} ⊂ E يعني متناهي نت ‐ εآن در که

بپوشانند. را P مجموعه
مي کنند. صدق زير رابطه در E در P کران دار مجموعه زير هر براي فوق، ذکر شده نافشردگي هاي اندازه

℧(P ) ≤ α(P ) ≤ ۲℧(P )
در اين صورت: P,Q ⊂ E و λ ∈ R و باناخ فضاي يک E کنيم فرض [۲۷] .۳ .۲ قضيه

؛ ℧(P ∪Q) = max{℧(P ),℧(Q)} (i)

؛ ℧(P +N) ≤ ℧(P ) + ℧(Q) (ii)

؛ ℧(λP ) =| λ | ℧(P ) (iii)

؛ P ⊆ Q براي ℧(P ) ≤ ℧(Q) (iv)

؛ ℧(c̄oP ) = ℧(P ) (v)

باشد. فشرده بستار داراي P اگر فقط و اگر ℧(P ) = ۰ (vi)
استاندارد نرم با [۰, a] بازه روي پيوسته حقيقي توابع تمام يعني E = C([۰, a],R) باناخ فضاي کار، ادامه براي

∥x∥ = sup{|x(t)| : t ∈ [۰, a]}
مي شود تعريف زير صورت به u ∈ C[۰, a] تابع براي پيوستگي مدول ميشود. گرفته نظر در

ω(u, σ) = sup{|u(x)− u(y)| : |x− y| ≤ σ}.
. ω(u, σ) → ۰ آنگاه σ → ۰ وقتي ، [۰, a] روي u يکنواخت پيوستگي فرض به توجه با است واضح

با است معادل (۲ .۲) نافشردگي اندازه , E در P کران دار مجموعه زير هر براي .E = C([۰, a],R) کنيم فرض [۱۴] .۴ .۲ قضيه
℧(P ) = lim

σ→۰
sup
u∈P

ω(u, σ) (۱ .۲)

هر گاه مي نامند مجموعه اي انقباض ­k يک را T دراين صورت، باشد. پيوسته نگاشت يک T : E → E کنيم فرض [۲۵] .۵ .۲ تعريف
و باشد کران دار نيز T(A) کران دار، A ⊂ E هر براي

℧(TA) ≤ k℧(A), ۰ < k < ۱.
باشيم: داشته ℧(A) > ۰ هر ازاي به هرگاه مي نامند چگال را T به علاوه

℧(TA) < ℧(A)
نيست. برقرار آن عکس کلي، حالت در البته و است چگال تابع يک انقباض، ­k هر که است واضح

T : B̄ρ → E کنيم فرض همچنين Eباشد. باناخ فضاي در مرکز حول بسته گوي يک B̄ρ کنيم فرض .([۲۷] پترشن (قضيه ۶ .۲ قضيه
مي کند: صدق زير مرزي شرط در که باشد پيوسته و چگال نگاشت يک

.k ≤ ۱ آنگاه T (u) = ku باشيم داشته u ∈ ∂Bρ براي اگر (P )
است. ناتهي B̄ρ در T ثابت نقاط مجموعه اين صورت، در
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اصلي نتايج ۳
کنيم فرض مي پردازيم. (۳ .۱) معادله براي جواب وجود بررسي به  زير، شرايط تحت بخش اين در

باشد. پيوسته ξ : Ib → Ib تابع همچنين و f ∈ C(R,R), k, l ∈ C(I۲
b × R,R), q ∈ C(Ib × R۳,R) :H۱

باشيم داشته s ∈ Ib = [۱, b] هر براي که به طوري  باشند، موجود k۱c۱ < ۱ با c۱, ki, i = ۱, · · · , ۳ نامنفي هاي ثابت :H۲

|q(s, u۱, u۲, u۳)− q(s, ū۱, ū۲, ū۳| ≤ k۱|u۱ − ū۱|+ k۲|u۲ − ū۲|+ k۳|u۳ − ū۳|,
|f(u)− f(ū)| ≤ c۱|u− ū|, u۱, ū۱, u۲, ū۲, u۳, ū۳, u, ū ∈ R.

کند. صدق زير مرزي شرط در که به طوري باشد داشته وجود ρ ≥ ۰ حقيقي عدد مرزي) (شرط :H۳

sup

{
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آن در که

M۱ = sup{|k(s, ζ, u)| : ∀s, ζ ∈ Ib , u ∈ [−ρ, ρ]},
M۲ = sup{|l(s, ζ, u)| : ∀s, ζ ∈ Ib , u ∈ [−ρ, ρ]}.

به متعلق u = u(s) جواب يک حداقل ،(۳ .۱) معادله آنگاه باشند. برقرار (H۳) و (H۲) ، (H۱) شرايط کنيم فرض .۱ .۳ قضيه
دارد. E = C(Ib)

صورت به را T : Bρ → E عملگر برد. خواهيم بهره (۶ .۲) قضيه از ادامه در اثبات، براي اثبات.

(Tu)(s) = u(s) = q
(
s, f(u(ξ(s))), (a=۱H

r,µku)(s), (a=۱H
βlu)(s)

)
.

مي دهيم نشان حال است. خوش تعريف T نگاشت شده، گرفته نظر در l و k براي قضيه مفروضات در که شرايطي به توجه با مي کنيم. تعريف
براي آن گاه ∥ u− x ∥≤ σ به طوري که u, x ∈ Bρ و σ > ۰ کنيم فرض اين کار، براي است. پيوسته Bρ گوي در T عملگر که
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+
k۲

µrΓ(r)

∫ s

۱
e

µ−۱
µ (ln s

ζ )(ln
s

ζ
)r−۱ |k

(
s, ζ, u(γ(ζ))

)
− k
(
s, ζ, x(γ(ζ))

)
|

ζ
dζ

+
k۳

Γ(β)

∫ s

۱
(ln

s

ζ
)β−۱ |l

(
s, ζ, u(ζ)

)
− l
(
s, ζ, x(ζ)

)
|

ζ
dζ

≤ k۱c۱|u(ξ(s))− x(ξ(s))|+ k۲e
µ−۱
µ

(ln b)

µrΓ(r)
ω(k, σ)

∫ s

۱
(ln

s

ζ
)r−۱ ۱

ζ
dζ +

k۳

Γ(β)
ω(l, σ)

∫ s

۱
(ln

s

ζ
)β−۱ ۱

ζ
dζ

≤ k۱c۱∥u− x∥+ k۲e
µ−۱
µ

(ln b)

µrΓ(r + ۱)
ω(k, σ)(ln b)r +

k۳

Γ(β + ۱)
ω(l, σ)(ln b)β,
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آن در که

ω(k, σ) = sup{|k(s, ζ, u)− k(s, ζ, x)| : s, ζ ∈ Ib, u, x ∈ [−ρ, ρ], |u− x| ≤ σ}.

و
ω(l, σ) = sup{|l(s, ζ, u)− l(s, ζ, x)| : s, ζ ∈ Ib, u, x ∈ [−ρ, ρ], |u− x| ≤ σ}.

داريم: اخير نامساوي از گرفتن سوپريمم با

sup
s∈Ia

|(Tu)(s)− (Tx)(s)| ≤ k۱c۱∥u− x∥+ k۲e
µ−۱
µ

(ln b)

µrΓ(r + ۱)
ω(k, σ)(ln b)r

+
k۳

Γ(β + ۱)
ω(l, σ)(ln b)β.

داشت: خواهيم نتيجه در

||Tu− Tx|| ≤ k۱c۱σ +
k۲e

µ−۱
µ

(ln b)

µrΓ(r + ۱)
ω(k, σ)(ln b)r +

k۳

Γ(β + ۱)
ω(l, σ)(ln b)β.

هستند، يکنواخت پيوسته [۰, b]× [۰, b]× [−ρ, ρ] فشرده زيربازه روي l = l(t, s, x) و k = k(t, s, x) توابع چون طرفي از
Bρ در T عملگر که مي دهد نشان اخير نامساوي اين رو، از .ω(k, σ) → ۰, ω(l, σ) → ۰ داشت خواهيم σ → ۰ وقتي پس
اين براي مي کند. صدق (۱ .۲) رابطه در شده، تعريف µ اندازه به نسبت بودن، چگال شرط در T عملگر که مي دهيم نشان حال است. پيوسته
s۱, s۲ ∈ Ib همچنين و Eباشد از کرانداري مجموعه زير P و u ∈ P کنيم فرض مي کنيم. انتخاب σ > ۰ دلخواه ثابت يک منظور،

داشت: خواهيم در اين صورت . s۲ − s۱ ≤ σ و s۱ ≤ s۲ که مي کنيم فرض شود، وارد خدشه اي استدلال کليت به که آن بدون .

|(Tu)(s۲)− (Tu)(s۱)|

=
∣∣∣q(s۲, f(u(ξ(s۲))), (۱H

r,µku) (s۲), (۱H
βlu)(s۲)

)
− q
(
s۱, f(u(ξ(s۱))), (۱H

r,µku) (s۱), (۱H
βlu)(s۱)

)∣∣∣
≤
∣∣∣q(s۲, f(u(ξ(s۲))), (۱H

r,µku) (s۲), (۱H
βlu)(s۲)

)
− q
(
s۲, f(u(ξ(s۲))), (۱H

r,µku) (s۲), (۱H
βlu)(s۱)

)∣∣∣
+
∣∣∣q(s۲, f(u(ξ(s۲))), (۱H

r,µku) (s۲), (۱H
βlu)(s۱)

)
− q
(
s۲, f(u(ξ(s۲))), (۱H

r,µku) (s۱), (۱H
βlu)(s۱)

)∣∣∣
+
∣∣∣q(s۲, f(u(ξ(s۲))), (۱H

r,µku) (s۱), (۱H
βlu)(s۱)

)
− q
(
s۲, f(u(ξ(s۲))), (۱H

r,µku) (s۱), (۱H
βlu)(s۱)

)∣∣∣
+
∣∣∣q(s۲, f(u(ξ(s۲))), (۱H

r,µku) (s۱), (۱H
βlu)(s۱)

)
− q
(
s۲, f(u(ξ(s۱))), (۱H

r,µku) (s۱), (۱H
βlu)(s۱)

)∣∣∣
+
∣∣∣q(s۲, f(u(ξ(s۱))), (۱H

r,µku) (s۱), (۱H
βlu)(s۱)

)
− q
(
s۱, f(u(ξ(s۱))), (۱H

r,µku) (s۱), (۱H
βlu)(s۱)

)∣∣∣
≤ k۳

Γ(β)

∣∣∣∣∣
∫ s۲

۱

(
ln
s۲

ζ

)β−۱ l
(
s۲, ζ, u(ζ)

)
ζ

dζ −
∫ s۱

۱

(
ln
s۱

ζ

)β−۱ l
(
s۱, ζ, u(ζ)

)
ζ

dζ

∣∣∣∣∣
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+
k۲

µrΓ(r)

∣∣∣∣∣
∫ s۲

۱
e

µ−۱
µ (ln s۲

ζ )
(
ln
s۲

ζ

)r−۱k
(
s۲, ζ, u(γ(ζ))

)
ζ

dζ

−
∫ s۱

۱
e

µ−۱
µ

(
ln

s۱
ζ

)(
ln
s۱

ζ

)r−۱k
(
s۱, ζ, u(γ(ζ))

)
ζ

dζ

∣∣∣∣∣
+ k۱|f(u(ξ(s۲))− f(u(ξ(s۱))|+ ωq(Ib, σ)

≤ k۳

Γ(β)

(∣∣∣ ∫ s۲

۱
(ln

s۲

ζ
)β−۱ l

(
s۲, ζ, u(ζ)

)
ζ

dζ −
∫ s۲

۱
(ln

s۲

ζ
)β−۱ l

(
s۱, ζ, u(ζ)

)
ζ

dζ
∣∣∣

+
∣∣∣ ∫ s۲

۱

(
ln
s۲

ζ

)β−۱ l
(
s۱, ζ, u(ζ)

)
ζ

dζ −
∫ s۱

۱

(
ln
s۱

ζ

)β−۱ l
(
s۱, ζ, u(ζ)

)
ζ

dζ
∣∣∣)

+
k۲

µrΓ(r)

∣∣∣ ∫ s۲

۱
e

µ−۱
µ (ln s۲

ζ )
(
ln
s۲

ζ

)r−۱k
(
s۲, ζ, u(γ(ζ))

)
ζ

dζ

−
∫ s۲

۱
e

µ−۱
µ (ln s۲

ζ )
(
ln
s۲

ζ

)r−۱k
(
s۱, ζ, u(γ(ζ))

)
ζ

dζ
∣∣∣

+
k۲

µrΓ(r)

∣∣∣ ∫ s۲

۱
e

µ−۱
µ (ln s۲

ζ )
(
ln
s۲

ζ

)r−۱k
(
s۱, ζ, u(γ(ζ))

)
ζ

dζ

−
∫ s۱

۱
e

µ−۱
µ

(
ln

s۲
ζ

)(
ln
s۲

ζ

)r−۱k
(
s۱, ζ, u(γ(ζ))

)
ζ

dζ
∣∣∣

+
k۲

µrΓ(r)

∣∣∣ ∫ s۱

۱
e

µ−۱
µ (ln s۲

ζ )
(
ln
s۲

ζ

)r−۱k
(
s۱, ζ, u(γ(ζ))

)
ζ

dζ

−
∫ s۱

۱
e

µ−۱
µ (ln s۱

ζ )
(
ln
s۱

ζ

)r−۱k
(
s۱, ζ, u(γ(ζ))

)
ζ

dζ
∣∣∣

+ k۱c۱|u(ξ(s۲)− u(ξ(s۱))|+ ω۱
q(Ib, σ)

≤ k۳

Γ(β)

[ ∫ s۲

۱

(
ln
s۲

ζ

)β−۱ |l
(
s۲, ζ, u(γ(ζ))− l

(
s۱, ζ, u(γ(ζ))

)
|

ζ
dζ

+ |k
(
s۱, ζ, u(γ(ζ)))|

( ∫ s۲

۱

(
ln
s۲

ζ

)β−۱ ۱
ζ
dζ −

∫ s۱

۱

(
ln
s۱

ζ

)β−۱ ۱
ζ
dζ
)

+
k۲

µrΓ(r)

∫ s۲

۱
e

µ−۱
µ (ln s۲

ζ )
(
ln
s۲

ζ

)r−۱ |k
(
s۲, ζ, u(γ(ζ))

)
− k
(
s۱, ζ, u(γ(ζ))

)
|

ζ
dζ

+
k۲

µrΓ(r)

∫ s۲

s۱

e
µ−۱
µ (ln s۲

ζ )
(
ln
s۲

ζ

)r−۱ |k
(
s۱, ζ, u(γ(ζ))

)
|

ζ
dζ

+
k۲

µrΓ(r)

∫ s۱

۱
|e

µ−۱
µ (ln s۲

ζ )
(
ln
s۲

ζ

)r−۱

− e
µ−۱
µ (ln s۱

ζ )
(
ln
s۱

ζ

)r−۱

|
|k
(
s۱, ζ, u(γ(ζ))

)
|

ζ
dζ

+ k۱c۱ω(u, ω(ξ, σ)) + ω۱
q(Ib, σ)

≤ k۳

Γ(β + ۱)
ω۱
l (Ib, σ)(ln s۲)

β +
M۲k۳

Γ(β + ۱)
[(ln s۲)

β − (ln s۱)
β] + ω۱

q(Ia, σ)

+
k۲e

µ−۱
µ

(ln b)

µrΓ(r)
ω۱
k(Ib, σ)

∫ s

۱

(
ln
s۲

ζ

)r−۱ ۱
ζ
dζ +

M۱k۲e
µ−۱
µ

(ln b)

µrΓ(r)

∫ s۲

s۱

(
ln
s۲

ζ

)r−۱ ۱
ζ
dζ

+
M۱k۲e

µ−۱
µ

(ln b)

µrΓ(r)

∫ s۱

۱

∣∣∣∣(ln s۲

ζ
)r−۱ − (ln

s۱

ζ
)r−۱

∣∣∣∣۱
ζ
dζ + k۱c۱ω(u, ω(ξ, σ)) + ω۱

q(Ib, σ),
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آن در که

ω۱
l (Ib, σ) = sup{|l(s, ζ, u)− l(s̄, ζ, u)| : |s− s̄| ≤ σ, s, s̄, ζ ∈ Ib, u ∈ [−ρ, ρ]},

ω۱
k(Ib, σ) = sup{|k(s, ν, u)− k(s̄, ν, u)| : |s− s̄| ≤ σ, s, s̄, ν ∈ Ib, u ∈ [−ρ, ρ]},

داشت: خواهيم بالا، رابطه از استفاده با

|(Tu)(s۲)− (Tu)(s۱)| ≤ k۳

Γ(β + ۱)
ω۱
l (Ib, σ)(ln s۲)

r

+
M۲k۳

Γ(β + ۱)
[(ln s۲)

β − (ln s۱)
β]

+
k۲e

µ−۱
µ

(ln b)

µrcΓ(r + ۱)
ω۱
k(Ib, σ)(ln s۲)

r +
M۱k۲e

µ−۱
µ

(ln b)

µrΓ(r + ۱)
(ln

s۲

s۱
)r

+
M۱k۲e

µ−۱
µ

(ln b)

µrcΓ(r + ۱)

(
(ln s۲)

r − (ln s۱)
r + (ln

s۲

s۱
)r
)

+k۱c۱ω(u, ω(ξ, σ)) + ω۱
q(Ib, σ),

آن در که

ω۱
q(Ib, σ) = sup{|q(s, u۱, u۲, u۳)− q(s̄, u۱, u۲, u۳)| : |s− s̄| ≤ σ, s, s̄ ∈ Ib,

u۱ ∈ [−ρ, ρ], |u۲| ≤
M۱(ln b)

re
µ−۱
µ

(ln b)

µrΓ(r + ۱)
, |u۳| ≤

M۲(ln b)
r

Γ(r + ۱)
} ≤ ρ},

ω(ξ, σ) = sup{|ξ(s۲)− ξ(s۱)| : s۱, s۲ ∈ Ib, |s۲ − s۱| ≤ σ},

وقتي يکنواخت اند، پيوسته [۱, b] و [۱, b]۲ × [ρ, ρ] فشرده زيرمجموعه هاي روي f و l ، k توابع که واقعيت اين به توجه با
نتيجه: در .ω۱

q(Ib, ε) → ۰ و ω۱(Ib, ε) → ۰ ، ω۱
k(Ib, ε) → ۰ و s۲ → s۱ داريم آنگاه ،σ → ۰

ω(Tu, σ) ≤ k۱c۱ω(u, σ).

داشت: خواهيم ،σ → ۰ وقتي (۱ .۲) رابطه و P روي گرفتن سوپريمم با اين بنابر

℧(TP ) ≤ k۱c۱℧(P )

آنگاه Tu = ku اگر در اين صورت ، u ∈ ∂B̄ρ کنيم فرض مي کنيم. بررسي را ( P ) شرط حال است. چگال نگاشت يک T يعني
که: مي گيريم نتيجه (H۳) شرط از استفاده با kρ = k∥u∥ = ∥Tu∥ داشت: خواهيم

|Tu(s)| =
∣∣∣q(s, f(u(ξ(s))), (۱H

r,µku)(s), (۱H
βlu)(s)

)∣∣∣ ≤ ρ

است. تمام اثبات و k ≤ ۱ که مي دهد نشان اين . ∥Tu∥ ≤ ρ اين رو از .s ∈ Ib آن در که

کنيم فرض .۲ .۳ نتيجه

باشد. پيوسته ξ : Ib → Ib تابع همچنين و k ∈ C(I۲
b × R,R) , f ∈ C(R,R) , F ∈ C(Ib × R× R,R) :B۱

باشيم داشته s ∈ Ib هر براي که به طوري  باشند، موجود k۱c۱ < ۱ با c۱, k۱, k۲ نامنفي هاي ثابت :B۲

|F (s, u۱, u۲)− F (s, ū۱, ū۲)| ≤ k۱|u۱ − ū۱|+ k۲|u۲ − ū۲|,
|f(u)− f(ū)| ≤ c۱|u− ū|, u۱, ū۱, u۲, ū۲, u, ū ∈ R.
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کند. صدق زير مرزي شرط در که به طوري باشد داشته وجود ρ ≥ ۰ عدد مرزي) (شرط :B۳

sup

{
|F (s, u۱, u۲)| : s ∈ Ib, |u۱| ≤ ρ, |u۲| ≤

M۱(ln b)
re

µ−۱
µ

(ln b)

µrΓ(r + ۱)

}
≤ ρ,

آن در که
M۱ = sup{|k(s, ζ, u)| : ∀s, ζ ∈ Ib , u ∈ [−ρ, ρ]}

معادله آنگاه

u(s) = F

(
s, f(u(ξ(s))),

۱
µrΓ(r)

∫ s

a

e
µ−۱
µ (ln s

ζ )
(
ln
s

ζ

)r−۱k
(
s, ζ, u(ζ)

)
ζ

dζ

)
(۱ .۳)

دارد. E = C(Ia) باناخ فضاي در جواب يک حداقل

مي شود. صرف نظر آن از که است فوق قضيه همانند نتيجه، اين اثبات اثبات.

کنيم فرض .۳ .۳ نتيجه

باشد. پيوسته ξ : Ib → Ib تابع همچنين و l ∈ C(I۲
b × R,R) , f ∈ C(R,R) , F ∈ C(Ib × R× R,R) :C۱

باشيم داشته s ∈ Ib هر براي که به طوري  باشند، موجود k۱c۱ < ۱ با c۱, k۱, k۲ نامنفي هاي ثابت :C۲

|F (s, u۱, u۲)− F (s, ū۱, ū۲)| ≤ k۱|u۱ − ū۱|+ k۲|u۲ − ū۲|,
|f(u)− f(ū)| ≤ c۱|u− ū|, u۱, ū۱, u۲, ū۲, u, ū ∈ R.

کند. صدق زير مرزي شرط در که به طوري باشد داشته وجود ρ ≥ ۰ عدد مرزي) (شرط :C۳

sup

{
|F (s, u۱, u۲)| : s ∈ Ib, |u۱| ≤ ρ, |u۲| ≤

M۲(ln b)
r

Γ(r + ۱)

}
≤ ρ,

آن در که
M۲ = sup{|l(s, ζ, u)| : ∀ s, ζ ∈ Ib , u ∈ [−ρ, ρ]}.

معادله آنگاه

u(s) = F

(
s, f(u(ξ(s))),

۱
Γ(β)

∫ s

a

(
ln
s

ζ

)β−۱ l
(
s, ζ, u(ζ)

)
ζ

dζ

)
(۲ .۳)

دارد. E = C(Ia) باناخ فضاي در جواب يک حداقل

مي شود. صرف نظر اثبات از اثبات.

مثال ها ۴

مي گيريم. نظر در را زير هادامارد کسري انتگرالي معادله .۱ .۴ مثال

u(s) =
۱

۴(۱ + s)
e−

s
۲ +

u(
√
s)s۴

۵(۱ + s۴)
+

(۱H
۳, ۱

۳ku)(s)

۲s(۱ +
√
s)

+
s۲ cos(s)(۱H

۱
۵ lu)(s)

۱ + s۲ , s ∈ [۱, ۲]. (۱ .۴)
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آن: در که

(۱H
۳, ۱

۳ku)(s) =
۱

(۱
۳)

۳Γ(۳)

∫ s

۱
e−۲(ln s

ζ
)(ln

s

ζ
)۲k(s, ζ, u(ζ))

ζ
dζ, k(s, ζ, u(ζ)) =

s ln(۱ + |u(
√
ζ)|

(۲ + ζ(s− ۱))۲

و

(۱H
۱
۵ku)(s) =

۱
Γ(۱

۵)

∫ s

۱
(ln

s

ζ
)

۱
۵−۱ l

(
s, ζ, u(ζ)

)
ζ

dζ, l
(
s, ζ, u(ζ)

)
=

cos(ζ)(۱ + u(ζ)

۳ + ln(s) + sζ

همچنين: و

q(s, u۱, u۲, u۳) =
۱

۴(۱ + s)
e−

s
۲ +

s۴u۱

۵(۱ + s۴)
+

u۲

۲s(۱ +
√
s)

+
s۲ cos(s)u۳

۱ + s۲ ,

u۲ = (۱H
۳, ۱

۳ku)(s), u۳ = (۱H
۱
۵ lu)(s)

(H۱) شده داده شرايط در فوق توابع که داد نشان مي توان آساني به مي کنيم. بررسي C[۱, ۲] در را فوق معادله براي جواب وجود اکنون،
داشت: خواهيم اين صورت در .∥x∥ ≤ ρ, ρ > ۰ کنيم فرض است. برقرار نيز (H۳) که مي دهيم نشان حال مي کنند. صدق (H۲) و

|u(s)| = | ۱
۴(۱ + s)

e−
s
۲ +

u(
√
s)s۴

۵(۱ + s۴)
+

(۱H
۳, ۱

۳ku)(s)

۲s(۱ +
√
s)

+
s۲ cos(s)(۱H

۱
۵ lu)(s)

۱ + s۲ | ≤ ρ,

اگر است برقرار (H۳) صورت اين در . s ∈ Ib هر براي

۱
۸
+

۱
۵
ρ+

ρe−۲(ln ۲)(ln ۲)۳

۸Γ(۴)
+

(۱ + ρ)(ln ۲)
۱
۵

۸Γ(۶
۵)

≤ ρ.

دارد. جواب يک حداقل (۱ .۴) معادله (۱ .۳) قضيه به توجه با اين بنابر .ρ ∈ [۰٫۲۱۴۹۱, ۲۳٫۰۲۴] که مي دهد نشان اين
انتگرالي معادله .۲ .۴ مثال

u(s) =
u(
√
s+ ۱)s۲

۲۴
+

sin(s)(۱H
۲, ۱

۴ku)(s)

۲ + ۴s
+

(۱H
۱
۳ lu)(s)

۳ + s۳ , s ∈ [۱, ۲]. (۲ .۴)

آن در که است (۳ .۱) معادله از خاصي حالت

(۱H
۲, ۱

۴ku)(s) =
۱

(۱
۴)

۲Γ(۳)

∫ s

۱
e−۳(ln s

ζ
)(ln

s

ζ
)۲−۱ ۱ + sζ + u(ζ)

ζ(۳ + ۲ ln(s))
dζ,

و

(۱H
۱
۳ku)(s) =

۱
Γ(۱

۳)

∫ s

۱
(ln

s

ζ
)

۱
۳−۱ ۱ + u(ζ)

ζ(۲ + s)
dζ

همچنين: و

q(s, u۱, u۲, u۳) =
s۲u۱

۲۴
+

sin(s)u۲

۲ + ۴s
+

u۳

۳ + s۳ , u۲ = (۱H
۲, ۱

۴ku)(s), u۳ = (۱H
۱
۳ lu)(s)

داشت: خواهيم اين صورت در .∥u∥ ≤ ρ, ρ > ۰ کنيم فرض (H۳) شرط بررسي براي است. برقرار به وضوح (H۲) و (H۱) شرايط

|u(s)| = |u(
√
s+ ۱)s۲

۲۴
+

sin(s)(۱H
۲, ۱

۴ku)(s)

۲ + ۴s
+

(۱H
۱
۳ lu)(s)

۳ + s۳ | ≤ ρ,

اگر است برقرار (H۳) صورت اين در . s ∈ Ib هر براي

۱
۶
ρ+

۱۶(۵ + ρ)e−۳(ln ۲)(ln ۲)۲

۱۸Γ(۳)
+

(۳ + ρ)(ln ۲)
۱
۳

۱۲Γ(۴
۳)

≤ ρ.

يک حداقل (۲ .۴) معادله پس است. برقرار (۱ .۳) قضيه شرايط تمام بنابراين است. فوق نامساوي از جوابي ρ > ۰٫۲۹۸۳۸ نتيجه، در
دارد. جواب
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نتيجه گيري ۵

براي جواب وجود اثبات براي جديد، وجودي قضيه يک ،۳ بخش در پترشن ثابت نقطه قضيه و هاسدروف نافشردگي اندازه ازمفهوم استفاده با
(قضيه ثابت نقطه قضاياي ساير به نسبت پترشن ثابت نقطه قضيه برتري گرديد. ارائه تناسبي هادامارد کسري انتگرالي معادلات از دسته اي
ببرد، خودش به را گوي ها نگاشت، اين که بررسي نيز و بودن محدب و بسته به نيازي که است، قضيه اين کاربرد در داربو) و شاودر ثابت نقطه
اين اميدواريم کرد. بررسي اورليچ و هولدر فضاي سوبولف، فضاي قبيل از فضاها، ساير در مي توان را (۳ .۱) معادله براي اخير، نتايج نيست.

شود. زمينه اين در بيشتري تحقيقات موجب آينده، در مسئله
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Existence of solution for Hadamard proportional fractional integral
equations by Fixed point theorem
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Abstract: In this article, using the technique of the measures of non­compactness and the Petryshyn’s
fixed point theorem in Banach algebra an existence theorem for some Hadamard proportional fractional
integral equations is provided. The study of these integral equations are important because they contain
lots of particular cases of integral equations that arise in many branches of nonlinear analysis and its ap­
plications. Comparing Petryshyn’s fixed point theorem to Schauder and Darbo’s fixed point theorems, it
enables us to skip demonstrating closed, convex and compactness properties on the investigated operators.
Finally, some examples are provided for the accuracy and efficiency of the obtained results.
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