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آنها حذف و مهار نحوه سپس و عفونی بیماریهای توصیف برای ریاضی مدلهای از استفاده چکیده:
ریشه کنی می کند. عمومی بهداشت سازمان های به بزرگی بسیار کمک درمانها دیگر یا و واکسن توسط
مناسب فرایند و میزان با و مناسب زمان در داروها که است امکان پذیر وقتی بیماری ها از دسته این
این در هدف است. نموده عمل موفق ابزاری عنوان به بهینه، کنترل نظریه راستا این در که شوند تجویز
قالب در عفونی بیماری های با مقابله در راهکارهایی چنین خصوص در موجود ادبیات بر مروری مقاله،
چگونگی و کنترل تابع از استفاده نحوه مطالعه، این در منظور بدین است. SIR مشهور پایه ای مدل
گرفتن نظر در با بهبودیافته و عفونی سالم، جمعیت های بررسی راستای در شده ارائه راهکارهای تبیین
براساس است. گرفته قرار تحلیل و ارزیابی مورد شده انجام فعالیت های بین در نیاز، مورد اهداف
از اعم هم زمان پیشگیری های مختلف طرق مبین که درمان در شده گرفته به کار کنترل متغیرهای تعداد
نتایج و دسته بندی مطالعه این مدل، نوع یا و است آن نظایر و قرنطینه عفونت، درمان واکسیناسیون،
عددی محاسبات نظر از مدل ها پیاده سازی نحوه های به مرور این در همچنین است؛ گردیده ارائه حاصل
بررسی نیز SIR مورد در زمانی گسسته و تصادفی زمانی، تأخیر حالت های و است شده پرداخته نیز
فعالیت های و موضوع به داشتن اشراف و شناخت منظور به پژوهشگران برای مرور این است. شده
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مقدمه ۱

این مهار و رشد نحوه ی شناخت در مهمی نقش عفونی، بیماری های پویایی توصیف کننده ریاضی مدل های اخیر، سال های در
بیماری های شیوع که است حالی در این .[۵۳ ،۵۲ ،۵۰ ،۴۹ ،۴۴ ،۴۳ ،۳۸ ،۲۸ ،۲۳ ،۴] کرده اند ایفا بیماری ها از دسته
در می شود. پزشکی مدیریت و بهداشتی مراقبت های در زیاد هزینه ایجاد همچنین و نفر میلیون ها مرگ باعث همه گیر
حتی آن ها از برخی که به طوری داشته اند؛ مختلف دوره های در بشر تاریخ بر زیادی تأثیر واگیردار بیماری های تاریخ، طول
گرفتار را جهان مردم از بسیاری و رفته فراتر قاره چند مرز از معمولا بیماری ها این .[۲۸] دادند تغییر را تمدن مسیر
و [۲۴] می باشد زمینه این در روشن شاهدی جهان سراسر در میلادی ۲۰۲۰ سال در ویروس کرونا سریع گسترش می کند.
وبا، سل، آبله، طاعون، به می توان آن ها شناخته شده ترین از که است داده رخ فراگیر همه گیری چندین تاریخ طول در .[۴۱]
براساس همه گیر، بيماری های جمله از غيرمنتظره حوادث که است بدیهی .[۴۸] کرد اشاره کوید− ۱۹ تازگی به و آنفولانزا
به شرایط بازگرداندن حالت این در که می شود تبديل بزرگ بلايای يا و کوچک فجايع به جمعيت تراکم و تعداد وسعت،
ناگهانی شناختی بوم پديده های را، بلايا جهانی بهداشت سازمان باشد. طاقت فرسا و دشوار است ممکن اولیه وضعیت
مورد در عمیق تری بینش ارائه با ریاضی مدل سازی بین این در .[۲۶] است فراسازمانی کمک های نيازمند که می داند
مهمی نقش همچنان بیماری ها، دسته این مؤثر کنترل راهکارهای پیشنهاد با عفونی بیماری های گسترش اساسی شیوه های
بودن دسترس در به تنها نوظهور، بیماری های نوع این موفقیت آمیز ریشه کنی می کند. ایفا فراگیری مهار حتی و شناخت در
و بهینه راهکارهای به کارگیری خاص، بیماری یک انتقال پویایی درک توانایی به و نداشته بستگی پزشکی زیرساخت های

دارد. بستگی نیز لجستیکی سیاست های اجرای
چالش به را دنیا سلامت نظام های وضوح به که کرونا بیماری اثر بر جامعه در اخیر آمده وجود به بحران های به توجه با
زمینه در شده مطرح مقالات بر که شد احساس نیاز این داشت، پی در را بسیاری اجتماعی و اقتصادی مشکلات و کشید
ازای در آزمایشات انجام که است تأمل قابل نیز نکته این باشیم. داشته مروری بهينه کنترل ديدگاه از واگيردار بیماری های
مدل های اما نیست؛ جبران قابل موارد بسیاری در که دارد بر در را بزرگی زیان های واقعی به صورت مختلف راه حل های
اساس این بر می دهند. محققین به را جانبی هزینه های و انسانی زیان هیچ بدون مختلف آزمایش های انجام قدرت ریاضی
بیماری ها کنترل و درمان پیشگیری، تشخیص، مختلف برنامه های بهینه سازی و ارزیابی در ریاضی مدل های از که است
خواهند مبتلا نفر چند از: عبارتند است، داده پاسخ آن ها به بیماری ها ریاضی مدل که سؤالاتی جمله از است. شده استفاده
زمان هر در مبتلا افراد تعداد حداکثر داشت؟ خواهند نیاز بیمارستان در شدن بستری به مبتلا افراد از تعداد چه شد؟
مسؤولین توجه مورد همواره سؤال ها گونه این است؟ چقدر شده تخمین زده فراگیری زمان مدت است؟ چقدر انتظار مورد
بپردازند. بررسی به آن کنترل راهکارهای تحلیل و تجزیه در فراگیری، درمان نحوه ی شناسایی با که است عمومی بهداشت
جمعیت کل اغلب مدل ها این در است؛ شده مطرح همه گیر بیماری های توصیف برای مختلفی ریاضی مدل های
عفونت، معرض در واکسینه شده، مستعد، افراد نشان دهنده تا می شوند تقسیم کوچک بخش های در مختلف رده های به
بیماری، مستعد افراد شامل که SIR مدل واگیردار، بیماری های متعدد مدل های بین در باشند. درمان تحت و بهبودیافته
مدل های پایه ای ترین و پرکاربردترین از یکی عنوان به است، شده معرفی [۳۰] در و است بهبودیافته افراد و عفونی افراد
بیماری های برای مطرح شده مقالات بر داشت خواهیم مروری مقاله این در این رو از است. داشته را مطالعه بیشترین ریاضی
مدل های از نیز قبلا که شود خاطرنشان نموده اند. بیان را خود دیدگاه بهینه کنترل منظر از و SIR مدل برپایه ی که همه گیر
گذشته در مثلا است؛ شده استفاده جامعه در انسانی میزبان یک در عفونی بیماری های پویایی مطالعه برای پیوسته ریاضی
مدیریت برای همچنین و آلوده فرد برای درمانی شیمی و درمان واکسن، برای بهینه برنامه یک یافتن برای بهینه کنترل از

.[۴۰] است شده استفاده جداسازی برنامه های و قرنطینه با مرتبط منابع بهینه
گردیده مطرح ۲ بخش در مقاله این در شده انجام تحقیق روش است: شده سازماندهی شکل بدین مقاله ادامه در
انواع و می شود معرفی است، مطرح عفونی بیماری های برای پایه مدل عنوان به که SIR ریاضی مدل ۳ بخش در است؛
بیماری پیشرفت از جلوگیری جهت بهینه کنترل آن ها در که SIR مدل های آن از پس شد. خواهد معرفی آن زیرمدل های
در را کنترل اعمال نحوه مدل ها، این روی بر شده انجام بررسی های بنابر می شود. مطرح ۴ بخش در است گردیده اعمال
است. شده دسته بندی است، کنترل متغیر چهار و کنترل متغیر دو کنترل، متغیر تک اعمال شامل که مختلف زیربخش های
زمانی گسسته کنترل ۷ بخش در و تصادفی کنترل اعمال ۶ بخش در زمانی، تأخیر با کنترل اعمال ۵ بخش در سپس
به نیز بخش آخرین و است شده اشاره دیگر موارد به ۸ بخش در ادامه در شد. خواهد بيان می باشد مدل ها دیگر جزو که

دارد. اختصاص نتیجه گیری
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تحقیق روش ۲
پایگاه های در مرتبط مقاله های از مرور برای مطالعه این در عفونی، بیماری های مدل سازی مورد در ریاضی دانش براساس
و جست جهت راستا این در است؛ شده استفاده (۶ اسکوپوس و ۵ پابمد ،۴ اشپرینگر ،۳ (الزویر معتبر اطلاعاتی مختلف

جمله از واژه ها کلید از مقالات جوی

Optimal Control , SIR model و Infection disease

است. شده استفاده
مقالات معمول ساختار بر (علاوه SIR مدل با ارتباط در مقاله توانمندی از: بودند عبارت مقالات انتخاب معیارهای
و تأثیر (ضریب مجله اعتبار و بودن علمی−پژوهشی باشد)، نیز عددی قوی پیاده سازی و مدل سازی در نوآوری دارای
مدل های تفاوت و اهمیت ارجاعات، تعداد نویسندگان، بعدی و قبلی سابقه اطلاعاتی، پایگاه های در استناد تواتر چارک)،
شدند؛ جداسازی متعددی مقالات جستجو، کردن خاص تر با و ترتیب بدین مدل ها. در کنترل اعمال نحوه و شده ارائه
براساس گردید. اضافه مجموعه این به شده، استناد آن ها به مقالات این در کلیدی مقاله یا و پایه عنوان به که مقالاتی سپس
استفاده یا و قرنطینه جداسازی، واکسن، شامل نموده اند کنترل اعمال که رده این در موجود مقالات شده انجام بررسی های
کیفی پژوهش های به ویژه و تحقیقات که داد نشان مطالعه این از حاصل نتایج می باشد. تصادفی کنترل و زمانی تأخیر از
کنترل زمانی، تأخیر با کنترل زمانی، تأخیر بدون کنترل دسته چهار در را مقالات اساس این بر است. محدود زمینه این در
در می باشند، SIR نوع از بررسی مورد مقالات که این به توجه با می کنیم. دسته بندی زمانی گسسته کنترل و تصادفی
خواهیم مرور را کنترل زمینه در مطرح شده نیاز مورد ادبیات بعد قسمت در سپس و می پردازیم مدل این معرفی به ادامه
گرفت. انجام ماه شش در تقریبی به طور آن ها بررسی و مطالعه و مقالات جستجوی زمان مدت که شود خاطرنشان کرد.

SIR مدل مختصر معرفی ۳
مادر مدل یک عنوان به ،[۳۰] شد مطالعه و طراحی ۱۹۲۷ سال در کندریک مک و کرماک توسط ابتدا که SIR مدل
شیوع جمعیت یک در همه گیر بیماری یک که زمانی مدل، این براساس می شود. استفاده عفونی بیماری های توصیف برای

می شوند: تقسیم اشتراک بدون دسته ی سه به جمعیت می کند، پیدا

می شود. داده نشان S (t) با t زمان در افراد این تعداد هستند؛ بیماری به ابتلا مستعد اما بوده سالم که افرادی دسته −

می شوند. داده نشان I (t) با t زمان در دسته این افراد تعداد هستند؛ بیمار که افرادی دسته −

می شوند. داده نشان R (t) با t زمان در دسته این نمی شوند؛ مبتلا بیماری به دیگر و یافته اند بهبود که افرادی دسته −

می کند. مطرح را بهبودیافته افراد دسته و عفونی افراد دسته بیماری، به حساس یا مستعد افراد دسته بین رابطه ی ۱ شکل
زمان از تابعی که R (t) و I (t) ،S (t) به صورت آن ها نتیجه در و می کند تغییر بیماری زمان طول در دسته سه این اندازه

SIR مدل در عفونی و حساس مستعد، افراد دسته سه ارتباط :۱ شکل

داریم: دهیم، نشان N با را است داده رخ آن در بیماری شیوع که جمعیتی کل اگر می گردند. بیان هستند،

N = S (t) + I (t) +R (t) . (۱ .۳)
3Elsevier
4Springer
5Pubmed
6Scopus
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که است لازم موضوع این بیان از قبل اما می کنیم. توصیف دیفرانسیل معادلات کمک با را دسته هر پویایی ادامه در
باشیم. داشته بیماری توصیف راه های به اشاره ای

،۷ اندمیک از: عبارتند که دارند وجود آن توصیف برای راه چند بیماری، یک بودن ناشناخته و بروز شیوع، براساس
معین جغرافیایی منطقه یک در که می شود نامیده بومی یا اندمیک زمانی عفونی بیماری یک .۹ پاندمیک و ۸ اپیدمیک
استفاده طولانی تر دوره های در آن مطالعه برای بیماری نوع این مدل های از باشد. کنترل قابل آن تأثیر اما باشد داشته وجود
سریع شیوع از است عبارت که داریم را همه گیری یا اپیدمیک آن از بعد می شود. گرفته نظر در مرگ و تولد آن در و می شوند
معمولا که سریع شیوع توصیف برای مدل این است. انتظار حد از بیش ابتلا تعداد آن در که کوتاه زمان مدت در بیماری
و می گیرد بر در را کشور چندین که است وسیع تر اپیدمی یک پاندمیک می شود. استفاده می دهند رخ سال یک از کمتر در
اندمیک حالت های برای SIR ریاضی کلی مدل دو شده، انجام تحقیقات براساس می دهد. قرار تأثیر تحت را زیادی افراد

می پردازیم. آن ها بیان به ادامه در که است شده مطرح اپیدمیک و

SIR اپیدمیک مدل ۱ .۳
بیمار احتمالی با سالم شخص می گیرد، قرار بیمار فرد یک با ارتباط در بیماری به مستعد ولی سالم فرد یک که زمانی
واضح بنابراین می یابد. بهبود بیماری دوره ی از بعد بیمار شخص که است اساس این بر اولیه فرض طرفی از و می شود
،S مدلی چنین در بنابراین می کنند. تغییر بیماری یک شیوع جریان در و زمان طول در دسته سه این افراد تعداد که است
هم قبلا که همان طور و می دهیم نشان R (t) و I (t) ،S (t) شکل به را آن ها که هستند زمان برحسب توابعی R و I

Ṡ ≡ dS

dt
که است لازم ،S تغییرات بررسی برای است. N داده رخ آن در بیماری شیوع که جمعیتی کل گردید، مطرح

[t, t+∆t] زمانی بازه در که این فرض با است. Ṙ و İ داشتن به نیاز R و I تغییرات بررسی برای ترتیب همین به و
در ∆R و ∆S ،∆I کردن پیدا دنبال به باشد)، ساعت از کسری یا سال روز، می تواند ∆t زمانی گام آن در (که باشیم
یعنی است؛ متناسب آن ها تعداد با حساس، افراد تعداد تغییرات میزان که می دانیم منظور این برای هستیم. زمان طول
و ∆S ∝ SI نتیجه در .∆S ∝ I دیگر عبارت به می باشد؛ نیز مبتلا افراد با متناسب ∆S این بر علاوه S∆؛ ∝ S

داریم: این رو از

∆S = αSI. (۲ .۳)

،S دسته افراد تعداد شدن کم به توجه با این رو از می شود؛ کمتر تعدادشان روز هر نشده اند مبتلا که افرادی است آشکار
بنابراین: می کند؛ معین زمانی بازه یک در را S تغییرات رابطه این که ∆S = −αSI داریم α > ◦ برای

Ṡ =
dS

dt
= −αSI; (۳ .۳)

داریم: این رو از و می گردد اضافه I به ،S از شده کم مقدار این

İ =
dI

dt
= αSI. (۴ .۳)

بنابراین می شوند. اضافه R دسته به و کم آن ها تعداد از نتیجه در و می یابند بهبود زمان مرور به I افراد از تعدادی همچنین
نتیجه: در و ∆R ∝ I

İ = αSI − βI;

Ṙ = βI.
(۵ .۳)

7Endemic
8Epidemic
9Pandemic



۱۲۷ واگیردار عفونی بیماریهای مهار برای بهینه کنترل راهکارهای بر مروری

باید Ṙ و İ ،Ṡ جمع که است واضح می باشد، ثابت عدد یک N آن در که S + I + R = N که این به توجه با اکنون
این در SIR معادلات دستگاه کلی شکل بنابراین می دهد، رخ آمده دست به معادلات جمع در اتفاق این چون شود؛ صفر

:[۳] می شود مطرح زیر به صورت مقاله

Ṡ = −βSI

N
;

İ =
βSI

N
− γI;

Ṙ = γI.

(۶ .۳)

بیماری مؤثر تماس نرخ با متناظر ترتیب به که γ و β پارامتر دو حسب بر اجزا این از یک هر جمعیت تغییر مدل این در
نمی شود. گرفته نظر در مرگ و تولد مدل این در می باشد؛ بهبودی نرخ میانگین و

SIR اندمیک مدل ۲ .۳
:[۳۰] می شود ارائه زیر به صورت مرگ) و (تولد حیاتی پویایی گرفتن نظر در با مدل این

Ṡ = µN − µS − βSI

N
;

İ =
βSI

N
− γI − µI;

Ṙ = γI − µR.

(۷ .۳)

نرخ با مستعد افراد دسته ی به نوزادان ورود جریان که تفاوت این با می باشد اپیدمیک SIR مدل به شبیه تقریباً مدل این
تولد دسته هر در شده گرفته نظر در مرگ های است. شده گرفته نظر در µR و µI ،µS نرخ با دسته سه هر در مرگ و µN
نظر در سال ۷۵ تقریبی طور به عمر طول میانگین مطرح شده مدل در بماند. ثابت N جمعیت اندازه تا می کند متعادل را
مدل های بررسی به ادامه در می باشند. کنترل بدون دینامیکی مدل های ۷ .۳ و ۶ .۳ مطرح شده مدل های است. شده گرفته

پرداخت. خواهیم شده اند، ارائه عفونت واگیری مهار برای کنترل نظریه دیدگاه از که SIR

SIR مدل های فراگیری کنترل ۴
مقالات، در واگیردار بیماری های مهار در موثر یا مهار عوامل تعداد گرفتن نظر در مورد در است لازم مقدمه عنوان به
از است، متفاوت درمان نوع که آن جا از و می شوند گرفته نظر در کنترل متغیرهای صورت به عوامل این که شود یادآوری
مدل های در مطالعه مورد واگیردار بیماری مهار برای شده اند. ظاهر مختلف به صورت های مطالعه مورد مدل های در این رو
آن ها در که دارند وجود مقالات از دیگری دسته اما است؛ شده گرفته نظر در کنترل متغير يک مقالات از برخی در ،SIR
چهار اعمال با مقاله ای در که است حالی در این درمان)؛ طریق نوع دو (نظیر است گرفته قرار مطالعه مورد کنترل متغیر دو
می گردد. ارائه مقاله این در زیر دسته بندی صورت به موارد اين از نمایی است. شده اقدام فراگیری مهار برای کنترل متغير
شروع زمان در (R و I ،S (نظیر دسته ها از یک هر اولیه جمعیت تعداد مدل ها، تمام برای اولیه شرایط که می شویم یادآور

هستند. درمان ها

کنترل متغیر یک مبنای بر SIR کنترل مدل های ۱ .۴
مورد عفونی بیماری پیشرفت از جلوگیری یا درمان جهت را کنترل متغیر یک فقط که می پردازیم مدل هایی بررسی به ابتدا
و عمومی SIR مدل برای را بهینه کنترل مسأله همکاران و ۱۰ لارابی شده انجام تحقیقات براساس داده اند. قرار مطالعه
10Laarabi



۱۴۴ −۱۲۳ صفحه ،۱ شماره ،۱۴ دوره / ریاضی پیشرفته مدلسازی مجله / جهرمی فخارزاده علیرضا و نیکبخت مریم ۱۲۸

واکسينه افراد درصد u (t) کنترل متغير منظور این برای .[۳۵] داده اند قرار مدنظر خاصی بیماری گرفتن نظر در بدون
S جملات بر و می دهد نشان را زمان واحد در شده واکسینه S افراد نسبت که است شده گرفته نظر در زمان واحد در شده
گرفته نظر در واکسیناسیون جانبی عوارض شدت کمینه کردن مدل این در بهینه سازی هدف است. شده اعمال ۶ .۳ در R و
اعمال زیر صورت به R و S جملات بر کنترل مدل این در می باشد. اپیدمیک نوع از آن در مطرح شده مدل و است شده
داده نمایش نظر مورد مدل بر شده اضافه جملات فقط مقاله ادامه در و قسمت این در توجه، و اهمیت (جهت است شده

می شوند):

Ṡ = · · · − u (t)S (t) ,

Ṙ = · · ·+ u (t)S (t) .
(۱ .۴)

جمعيت دسته به افراد اين و شده کم (S) مستعد افراد دسته از واکسيناسيون اعمال با مدل اين در SIR مدل با مقايسه در
مرتبط بهینه کنترل مسأله هدف تابع است. شده گرفته نظر در ۱ .۴ معادله در مطلب اين که می شوند اضافه (R) بهبوديافته

است: شده گرفته نظر در زیر تابعی کمینه سازی صورت به

J (u) =

∫ tend

◦

[
A۱S (t) + A۲I (t) +

۱
۲
τu۲ (t)

]
dt; (۲ .۴)

کنترل متغیر بودن مربع می کنند. حفظ را I (t) و S (t) اندازه در تعادل که هستند مثبتی ضرایب A۲ و A۱ آن در که
حداقل به هدف است. شده گرفته نظر در مثبت وزن پارامتر یک τ و است واکسیناسیون عوارض شدت نشان دهنده
نیز اولیه شرط مدل این برای می باشد. بهبودیافته افراد تعداد رساندن حداکثر به و حساس و عفونی افراد تعداد رساندن
مقاله ادامه در .(S (۰) = ۱۰۰۰, I (۰) = ۱۱۰, R (۰) = ۶۱ از عبارتند پیاده سازی در (که است شده گرفته نظر در
شده ثابت بهینه کنترل وجود ،۱۱ لیپ شیتز شرط از استفاده همچنین و کراندار ضرایب با غیرخطی دستگاه یک معرفی با
دستگاه جواب وجود R (t) ⩾ ۰ و I (t) و S (t) روی موجود محدوديت های و u (t) کنترل تعريف از سپس است.
استفاده ۱۳ هامیلتونین و ۱۲ لاگرانژین از بهینه کنترل مسأله بهینه جواب تعیین برای .[۱۱] است گرديده بررسی پيشنهادی
کنترل وجود آنگاه و شده آورده دست به ۱۴ پونتریاگین بیشینه اصل از بهینگی لازم شرایط هامیلتونین، براساس است. شده
دستگاه و است بسته و محدب کنترل فضای که شده داده نشان منظور این برای است. شده ثابت [۳۹] در نتیجه ای از بهینه
شبیه سازی برای می کند. تعیین را بهینه کنترل وجود برای نیاز مورد فضای فشردگی موارد این دارد؛ کراندار بهینه جواب
استفاده روش اصل در که است شده استفاده روز ۷۰ زمانی بازه ی در [۱۸] بهبودیافته سایدل گوس روش از مدل عددی
مطلوبی بسیار تأثیر درمان و واکسیناسیون بهینه عملکرد که می دهد نشان نتایج می باشد. سایدل − گاوس روش بهبود شده

می یابد. افزایش درمان دوره طول در بهبودیافته جمعیت و دارد I و S جمعیت کاهش بر
استفاده بیماری کنترل برای واکسن از آن ها دادند؛ ارائه را اپیدمیک SIR مدل یک نیز [۷] بیسویس و ۱۵ بانرجی
و مطرح کرونا بیماری ریاضی مدل قالب در مطرح شده مدل گرفتند. نظر در u (t) کنترل متغیر عنوان به را آن و کردند
اصل از استفاده با بهینگی لازم شرایط تعیین ادامه در آن ها است. شده بیان S و I جملات در مدل بر کنترل متغیر تأثیر
به هم حالت معادلات هم زمان و پیشرو روش به حالت معادلات شبیه سازی برای سپس کردند. مطرح را پونتریاگین بیشینه
به می شود، کنترل I عفونی افراد جمعیت دسته که زمانی می دهد نشان شبیه سازی نتایج .[۴۶] داده اند ارائه را پسرو روش
کنترل راهکار همچنین می یابد. کاهش نیز واکسیناسیون جانبی اثرات شرایط این در است؛ نیاز واکسن از استفاده کمینه
که است شده داده نشان مقاله اين در می یابد. کاهش ویروسی بار و می کند کمک آلوده فرد طبیعی ایمنی پاسخ افزایش به

.[۷] بود خواهد کندتر بیماری گسترش کنترل، اعمال با
است: آمده زیر به صورت I و S جملات بر مقاله این در کنترل متغیر تأثیر

Ṡ (t) = · · ·+ uβSI,

İ (t) = −uβSI − · · ·.
(۳ .۴)

11Lipschitz
12Lagrangian
13Hamiltonian
14Pontryagin’s maximum principle
15Banerjee



۱۲۹ واگیردار عفونی بیماریهای مهار برای بهینه کنترل راهکارهای بر مروری

در مطلب این می گردد؛ اضافه سالم افراد به و شده کم عفونت، به آلوده افراد تعداد از واکسن مصرف با که است واضح
است: شده مطرح زیر به صورت نیز هدف تابع است. گردیده بیان ۳ .۴ ریاضی مدل

J (u) =

∫ tf

◦

[
S +R− ۱

۲
Wu۲

]
dt, (۴ .۴)

است. شده گرفته نظر در مدل کنترل وزن W آن در که
هدف کردند. بررسی اجتماعی فاصله گرفتن نظر در با را همه گیر بیماری بهینه کاهش [۱۲] در همکاران و ۱۶ بلایمن
نهایی اندازه رساندن حداقل به برای محدود زمانی بازه طول در اپیدمی کلی یا جزیی مهار اعمال چگونگی درک آن ها
متغیر گرفتن نظر در با و کردند استفاده مجاز اجتماعی فاصله حداکثر اعمال راهکار از منظور این برای می باشد. اپیدمی
نشان قضیه ای از استفاده با سپس گردید. اعمال I و S جملات بر متغیر این اجتماعی، فاصله عنوان به که u (t) کنترل
است؛ آمده دست به بازخورد حالت تحت بهینه کنترل مقاله این در است. فرد به منحصر جواب دارای مسأله که شد داده
یک از استفاده با u (t) بهینه کنترل ورودی مقدار (S (t) , I (t)) حالت متغیر از است ممکن t لحظه هر در واقع در
از استفاده با مدل شبیه سازی جهت نظر مورد دیفرانسیل معادلات جواب های تمام ادامه در دست آید. به صریح خوارزمی
اندازه شده، گرفته نظر در اجتماعی فاصله با که می دهد نشان نتایج شده اند؛ محاسبه ۱۷ چهارم مرتبه کوتای رونگه روش
براساس می شود. بیماری توقف باعث ایمنی آستانه از عبور از پس ممکن حد تا مسأله این می یابد. کاهش اپیدمی نهایی
باشد شدید کافی اندازه به اجتماعی فاصله گذاری شدت که است امکان پذیر صورتی در فقط بیماری توقف حاصل نتایج
زیر صورت به I و S بر متغیر این اجتماعی، فاصله عنوان به u (t) کنترل متغیر گرفتن نظر در با مقاله این در .[۱۲]

است: گردیده اعمال

Ṡ (t) = · · · − u (t) βS (t) I (t) ,

İ (t) = · · ·+ u (t) βS (t) I (t) .
(۵ .۴)

گرفته نظر در را دستگاه پایداری تعادل نقطه SIR مدل یک توسط ،۱۹ کوید بیماری گسترش مورد در [۳۱] ۱۸ کچسون
با که نظر مورد کنترل است. طولانی زمانی محدوده یک در آلوده جمعیت رساندن حداقل به هدف مقاله این در است؛
نمی توان را جمعیت گستره که این به توجه با و است شده گرفته نظر در قرنطینه شدن صورت به است، شده داده نشان σ (t)
از نیز مطالعه مورد SIR مدل این است. شده استفاده محدود زمان در کنترل از داشت، نگه قرنطینه در نامحدود به طور
است. شده ثابت هزینه تابع بودن محدب به توجه با بهینه پاسخ با متناظر کنترل وجود ادامه در می باشد. اپیدمیک نوع
− ژاکوبی − هامیلتون معادله سپس است. شده تعیین پونتریاگین بیشینه اصل از استفاده با الحاقی شرایط این بر علاوه
زمان مدت .[۳۱] است شده حل عددی صورت به دوم مرتبه گسسته سازی از استفاده با و شده آورده دست به ۱۹ بلمن

می باشد: زیر شرح به SIR مدل بر شده اضافه جملات است. شده گرفته نظر در روزه ۱۵ دوره دو در قرنطینه

Ṡ (t) = · · · − γσ (t) · I (t)S (t) ;

İ (t) = · · ·+ γσ (t) · I (t)S (t) ;

Ṙ (t) = ۱ − S (t)− I (t) .

(۶ .۴)

است. شده پیاده سازی اولیه شرایط با روزه ۲۰۰ زمانی دوره ی یک برای مساله این
ساده ترین از یکی اصلی مدل نمی باشد ۱۹ کوید برای مناسب SIR مدل است: دقیق غیر دلیل چند به کاربرد این اما
مستعد افراد فعلی وضعیت است، برقرار جمعیت ها بین همگن اختلاط که می کند فرض و است اپیدمیولوژیک مدل های
عنوان به باید تنها مقاله این مثال های هستند. نامشخص نیز بیماری خود پارامترهای نیست، مشخص درستی به آلوده و
مدل از حاصل نتایج که داشت اذعان باید البته شوند. دیده تفصیلی یا جامع مطالعه یک نه و ممکن حالت چند از نتایجی
مقاله این در مطرح شده نتایج باشد. پیچیده تر مدل های در کنترل ها نوع این مطالعه برای شروع نقطه می تواند SIR کنترل
16Bliman
17Runge­Kutta fourth­order
18Ketcheson
19Hamilton­Jacobi­Bellman (HJB)
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طرف از و شود قرنطینه برداشتن از پس عفونت دوم موج به منجر است ممکن قوی بسیار قرنطینه که است صورت این به
باشد. داشته کل میر و مرگ بر ناچیزی تأثیر است ممکن شود، برداشته زود یا شود شروع دیر بسیار که قرنطینه ای دیگر

میزان و ( I ) آلوده افراد تعداد کمینه کردن برای بهینه کنترل پونتریاگین، بیشینه اصل از استفاده با دیگر مقاله ای در
یک توسعه منظور به می تواند پیشنهادی کنترل که دادند نشان همکاران و ۲۰ نپوموسنو است؛ شده برده کار به واکسیناسیون
اعمال با است پاندمیک نوع از که مقاله این در پیشنهادی مدل .[۴۵] دهد ارائه را ایده هایی نظر، مورد حالت در راهکار

است: شده مطرح SIR مدل در زیر جملات

Ṡ (t) = · · · − µNV ;

Ṙ (t) = · · ·+ µNV ;
(۷ .۴)

که است واضح می باشد. جمعیت کل معرف N و است شده تعریف V کنترلی متغیر عنوان به واکسیناسیون آن در که
افراد دسته به و شده کم آن ها تعداد از ( S ) بيماری به مستعد افراد دسته به واکسيناسيون اعمال با واقعی دنيای براساس
هدف، تابع عنوان به مقاله اين در همچنین می باشد. نمايان رياضی مدل در مطلب اين که می گردد اضافه ( R ) سالم

است: شده گرفته قرار مدنظر واکسيناسيون و عفونی افراد تعداد کمينه کردن

J (I, V, t) =

∫ tf

t۰

[
φ۱v(τ)

۲ + φ۲I(τ)
۲
]
dτ , (۸ .۴)

خاصی اطلاعات می توانند وزن ها اين است؛ عفونی افراد تعداد و واکسيناسیون با متناظر وزن های φ۲ و φ۱ آن در که
بگيرند. دربر را آلوده فرد هر با مرتبط هزينه و واکسن کمپين های واکسيناسيون، هزينه ی مورد در را

يک عنوان به جمعيت اندازه مقاله اين در است. شده استفاده پونترياگين بيشينه اصل از مساله حل منظور به ادامه در
مسأله روش از مدل شبيه سازی برای است. گرفته قرار بررسی مورد عفونی بيماری پايداری دادن نشان برای مهم پارامتر
است شده استفاده مقاله اين در که جالبی ايده ی .[۳۳] است شده استفاده متلب محيط در ۲۱ نقطه ای دو مرزی مقدار
است. شده طراحی بهینه کنترل توسط واکسیناسیون و Vc = ۰٫۴ ثابت کنترل با کنترل، بدون حالت سه در مسأله که
به اما است، بالاتر ثابت واکسیناسیون هزینه به نسبت بهینه کنترل هزینه ی ابتدا در که می شود مشاهده شبیه سازی ها از
که شود خاطرنشان می باشد. ثابت واکسیناسیون هزینه از کمتر بهینه کنترل توسط واکسیناسیون نرخ مدتی از بعد وضوح
مقاله این در که تفاوت این با دارد، مشابهت [۴] کنترل اعمال در همکاران و لارابی توسط مطرح شده مدل با مقاله این

است. گردیده بررسی نیز ثابت کنترل حالت
شده گرفته نظر در ثابت مطالعه مورد جمعیت کل تعداد آن در که دادند ارائه SIR مدل یک ،[۱] نوایی و اکبری
روش دو به مقاله این در است. نگرفته انجام داخل به خارج از برعکس یا و خارج به داخل از مهاجرتی هیچ و است
شخص با مستقیم تماس طریق از بیماری انتقال ) افقی انتقال از: عبارتند که است شده اشاره عفونی بیماری های انتقال
زایمان) از پس نوزاد به یا زایمان حین و زایمان از قبل دوران در جنین به مادر از عفونت انتقال ) عمودی انتقال و آلوده)
افراد جمعیت کاهش شرایط آن ها است. گردیده مطرح افقی نوع از انتقال با مطالعه مورد عفونی بیماری سپس .[۱۰]
بررسی مورد u (t) کنترل متغیر عنوان به واکسیناسیون از استفاده با را بهبودیافته افراد جمعیت افزایش و آلوده مستعد،

است: شده ارائه زیر شرح به هدف تابع و مدل بر مؤثر جملات داده اند. قرار

J (U) = min

∫ tf

۰

[
A۱S (t) + A۲I (t) +

۱
۲
(
Cu۲)] dt;

Ṡ (t) = · · · −muS;

Ṙ (t) = · · ·+muS.

با مرتبط وزن ضریب C > ۰ و آلوده و مستعد افراد از ثابت وزن های A۲ > ۰ و A۱ > ۰ و نهایی زمان tf آن در که
بهینه کنترل آوردن دست به مسأله، این تعریف از هدف می باشد. واکسیناسیون اثر m و هستند واکسیناسیون هزینه های
20Nepomuceno
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۱۳۱ واگیردار عفونی بیماریهای مهار برای بهینه کنترل راهکارهای بر مروری

بهبودیافته افراد افزایش و واکسیناسیون هزینه های کاهش و جامعه در آلوده و مستعد افراد کاهش باعث که است به طوری
گردد. جامعه در

پایداری و پایه تکثیر نرخ تعادل، نقاط افقی، طریق به عفونی بیماری انتقال ریاضی مدل معرفی از بعد مقاله این در
به صورت مسأله پونتریاگین کمینه اصل از استفاده با بهینه کنترل محاسبه از بعد و است گردیده بررسی موضعی مجانبی
دو در مسأله است. شده استفاده چهارم مرتبه کوتای رانگ روش از مسأله حل برای است. گرفته قرار بحث مورد عددی

است. شده گرفته نظر در کنترل با و کنترل بدون مختلف حالت
موجب جامعه، در بیماری کنترل جهت در واکسیناسیون افزایش و مستعد افراد واکسیناسیون که می دهد نشان نتایج
و می یابد کاهش نیز بیمار افراد تعداد اتفاق این پی در این رو از می شود. بیماری انتقال کاهش و بهبودیافته افراد افزایش

رفت. خواهد بین از بیماری مستعد، افراد بین و جامعه در واکسیناسیون امر در تداوم و زمان گذشت با

کنترل متغیر دو با SIR کنترل مدل های ۲ .۴

مورد عفونی بیماری مهار توانایی دیدگاه از را SIR مدل کنترل، متغیر دو گرفتن نظر در با مقالات از دیگر دسته ای در
و واکسیناسیون گرفتن نظر در با اپیدمیک، نوع از SIR مدل یک برای [۳۷] ۲۲ شاتلر و لدزویچ داده اند. قرار بررسی
در بیماری کنترل برای ممکن راهبرد دو مقاله این در کردند. بررسی نظری به صورت را منفرد کنترل های بهینگی درمان،
v و u کنترل متغیر دو توسط دو این که آلوده افراد درمان و مستعد افراد ایمن سازی از عبارتند که است شده گرفته نظر
شده اعمال مدل در زیر جملات به صورت و می کند بیشتر و تقویت را R افراد دسته کنترل دو هر است؛ شده داده نشان

است:
Ṡ (t) = · · · − Su;

İ (t) = · · · − Iv.

از که افرادی تعداد که به طوری درمان و واکسیناسیون ترکیبی تلاش های نظر از راهکار بهترین تعیین مقاله این در هدف
تابع با مایر نوع از بهینه کنترل مسأله یک عنوان به نظر مورد مسأله رو این از برسد. حداقل به می روند بین از عفونت

می شود: کمینه زیر هدف

J (u, v) =

∫ T

◦
[aI (t) + bu (t) + cv (t)] dt; (۹ .۴)

میزان و مستعد افراد واکسیناسیون میزان عفونی، افراد تعداد با متناظر وزن های ترتیب به c و b ،a فوق، تابع در
به توجه با و است شده آورده دست به پونتریاگین کمینه اصل از بهینگی لازم شرایط می باشند. آلوده افراد واکسیناسیون
قابل راحتی به که جداگانه بعدی یک مسأله دو به کمینه سازی مسأله است، خطی کنترل ها به نسبت هامیلتونین که این
حالت به توجه با و شده تبدیل بنگ − بنگ کنترل ویژگی با کنترلی مسأله ای به مسأله سپس است. شده تبدیل هستند حل
منفرد کنترل های محلی بهینگی ادامه در و آمده پدید منفرد نوع از کنترل بازه های انتهایی نقاط در مقادیر با ثابت کنترل های

است. نگردیده بررسی آن شبیه سازی و است شده ارائه مدل فقط مقاله این در است. گردیده بررسی
خود استدلال و گرفتند نظر در را ثابت نهایی زمان با بهینه کنترل مسأله یک [۹] ۲۳ بنیا و یوسوف راستا، همین در
کنترل جهت مداخلات اجرای به نامحدود به طور نمی توانند دولت ها اغلب که می کنند بیان چنین ثابت زمان انتخاب از را
معین زمانی چارچوب یک در مشخص شده ای سطح زیر در یا شده ریشه کن بیماری می خواهند بلکه دهند. ادامه بیماری
استفاده اندمیک مدل از مقاله این در است، شده گرفته نظر در اپیدمیک مدل آن ها در که مقالات اکثر برخلاف گیرد. قرار
کنیم ترکیب را بهینه درمانی راهکارهای و واکسیناسیون چطور که است شده پرداخته سؤال این به مقاله این در است. شده
برخلاف همچنین شود. ریشه کن مشخص دوره یک در بیماری و برسد حداقل به مداخله دو این اجرای هزینه که طوری به
استفاده حد) به (گرایش متغیر جمعیت اندازه از مقاله این در است، شده گرفته نظر در ثابت جمعیت اندازه که مقالات بیشتر
و می شوند واکسینه زمان واحد در که S دسته از افرادی عنوان به u۱ (t) گرفتن نظر در با است. واقعی تر که است شده
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۱۴۴ −۱۲۳ صفحه ،۱ شماره ،۱۴ دوره / ریاضی پیشرفته مدلسازی مجله / جهرمی فخارزاده علیرضا و نیکبخت مریم ۱۳۲

زیر: کنترلی فرم به SIR مدل می شوند، درمان زمان واحد در که I دسته از افرادی u۲ (t)

Ṡ = · · · − u۱S;

İ = · · · − u۲I;

Ṙ = · · ·+ u۱S + u۲I.

(۱۰ .۴)

کردن کمینه هدف با

I (t) +
۱
۲

∫ T

◦

(
c۱u

۲
۱ + c۲u

۲
۲
)
dt; (۱۱ .۴)

طول در را درمان و واکسیناسیون هزینه که است قبولی قابل کنترل های مشخص کردن هدف مدل این در است. شده مبدل
وزن های c۲ و c۱ آن در که کند کمینه درمان زمان پایان در را I افراد تعداد همچنین و کرده کمینه  مشخص زمانی بازه
کاهش در کنترل معیارهای از یک هر نسبی اهمیت به وزن ها این هستند؛ درمان و واکسیناسیون هزینه به وابسته نسبی

دارد. بستگی آن ها واحد هر اجرای هزینه همچنین و بیماری گسترش
یک و پونتریاگین بیشینه اصل از استفاده با چگونه که می شود داده نشان مدل پایداری بررسی ضمن مقاله، ادامه در
هم زمان و پیشرو روش از استفاده با حاصل حالت دستگاه و می شود شبیه سازی معادله بهینه، کنترل برای اولیه حدس
کاهش برای واکسیناسیون از باید ابتدا در حاصل نتایج براساس می گردد. حل پسرو روش از استفاده با هم حالت معادلات
استفاده کمتر واکسیناسیون از و بیشتر درمان اعمال به شروع به تدریج سپس شود؛ استفاده معین آستانه تا S افراد دسته
بیماری درمان در باید منابع است، درمان از گران تر واکسیناسیون که مواردی در می دهد نشان عددی شبیه سازی های گردد.
بیشتری منابع باید باشد، واکسیناسیون از گران تر درمان اگر دیگر سوی از شود. سرمایه گذاری بیماری شیوع شروع زمان تا

.[۹] می شود I توجه قابل کاهش و S سریع کاهش به منجر امر این که شود داده قرار واکسیناسیون در
تحقیق این در دادند. ارائه کنترل متغیر دو با اپیدمیک SIR مدل یک نیز [۵] همکاران و ۲۴ بیکر دیگر تلاشی در
بیماری مدل بعد بدون معادلات مسأله، پیچیدگی کاهش برای و شده گرفته نظر در متغیر جمعیت اندازه با که SIR مدل
درمان زمان واحد در که I دسته از کسری عنوان به u۱ کنترل متغیر دو اعمال با سپس است. شده استخراج SIR همه گیر
به زیر به صورت جملات شده اند، درمان زمان واحد در آموزشی راهکار های اثر در که S افراد دسته از کسری u۲ و شده اند

است: شده اضافه مدل

Ṡ = · · · − u۲S (t) ;

İ = · · · − u۱I (t) ;

Ṙ = · · ·+ u۱I (t) + u۲S (t) .

(۱۲ .۴)

است: شده گرفته نظر در زیر به صورت مدل هدف تابعی

J (u۱, u۲) =

∫ T

◦

(
A۱In + A۲

u۲
۱

۲
+ A۳

u۲
۲

۲

)
; (۱۳ .۴)

می کنند. مشخص را تابعی در جملات اهمیت و هستند وزنی پارامترهای A۳ و A۲ ،A۱ آن در که
پونتریاگین بیشینه اصل از استفاده با آن لازم شرایط و گردیده اثبات مطرح شده شرایط با بهینه کنترل وجود ادامه در
مستعد جمعیت که است شده مشاهده و گرفته انجام پسرو − پیشرو روش از عددی پیاده سازی آنگاه است. آمده دست به
واکسیناسیون از بعد اول روز از R افراد جمعیت که حالی در می یابد؛ کاهش بیماری شروع اول روز از کنترل راهکار با S
نتایج همچنین می رود. بین از درمان دوره پایان در بیماری و شده پایدار S جمعیت درمان ادامه در اما می یابد. افزایش
آموزشی کمپین کنترل که وقتی دارد. بیماری بر زیادی تأثیر درمان و پیشگیری بهینه، کنترل اعمال دوره در که داده اند نشان
می دهد. نشان را جمعیت بر آموزشی عملکرد تأثیر این که می یابد افزایش بهبودیافته افراد نسبت شد، معرفی جمعیت در
24Bakare



۱۳۳ واگیردار عفونی بیماریهای مهار برای بهینه کنترل راهکارهای بر مروری

درمان قالب در بهینه کنترل راهکارهای اپیدمیک SIR بیماری مدل یک گرفتن نظر در با نیز [۳۶] در ۲۵ لاشاری
این برای او است. داده ارائه را بیماری کنترل در سرمایه گذاری حداقل با I و S افراد تعداد کاهش برای واکسیناسیون و
هدف است. گرفته نظر در را متناسب) نرخ با I درمان (درصد u۲ (t) و (S افراد کردن (واکسینه u۱ (t) کنترل دو کار،
وزنی ثابت های از و شد گرفته نظر در محدود زمانی فاصله در هزینه حداقل با I و S افراد تعداد رساندن حداقل به نیز

است. شده  استفاده هدف تابع در تعادل ایجاد برای

آلوده افراد درمان از ناشی دوم کنترل هزینه و میکروبی ضد داروهای هزینه از ناشی اول کنترل به مربوط هزینه
بهینه جواب استخراج از قبل است. شده استفاده پونتریاگین بیشینه اصل از مرتبط بهینه کنترل مسأله حل برای است.
ثابت فرض با است؛ شده تحلیل ثابت کنترل های گرفتن نظر در با مدل ابتدا دستگاه، برای بهینه کنترل وجود اثبات و
تعیین انشعاب رفتار و پایداری قضایایی از استفاده با نیز آن ها پایداری و پایدار حالت جواب های کنترل، پارامترهای بودن
رونگه روش از استفاده با بهینگی دستگاه سپس و اثبات مطالعه مورد دستگاه برای بهینه کنترل وجود ادامه در است. شده
دست به مرزی شرایط و حالت و الحاقی دستگاه های حل با بهینه راهکار آنگاه .[۲۲] است شده حل چهارم مرتبه کوتای
مدل تغییرات .[۳۶] دارند بیماری انتقال کنترل بر مثبتی تأثیر درمان، و واکسیناسیون که می دهد نشان نتایج است. آمده

است: زیر به صورت حالت این در SIR

Ṡ = · · · − u۱S;

İ = · · · − (r + r·u۲) I

۱ + αI
;

Ṙ = · · ·(r + r·u۲) I

۱ + αI
+ u۲S.

(۱۴ .۴)

ثابت r◦ درمان، نرخ r آن در که است درمان تابع به مشهور شده، اضافه سوم معادله به و کم دوم معادله از که جمله ای

معکوس اثر
۱

۱ + αI
این بر علاوه می کند. تعیین را درمان تاخیر در آلودگی اثر که است مثبت مقداری α و درمان نرخ

هزینه حداقل با I و S افراد تعداد رساندن حداقل به نیز درمان نوع این از هدف می کند. معرفی را شدن مبتلا در تأخیر
است: زیر به صورت محدود زمانی فاصله در

F (u۱, u۲) =

∫ T

◦

(
A۱Sn + A۲In +

۱
۲
(
B۱u

۲
۱ +B۲u

۲
۲
))

dt; (۱۵ .۴)

اول کنترل به مربوط هزینه که می شود یادآوری هستند. وزنی ثابت های B۲ و B۱ ،A۲ ،A۱ وزنی ثابت های آن در که
است. آلوده افراد درمان از ناشی دوم کنترل هزینه و میکروبی ضد داروهای هزینه از ناشی

و درمان با بهینه کنترل مسأله است، شده پرداخته اندمیک SIR مدل تدوین و بررسی به که [۴۷] تحقیق در
که شده بررسی حالتی در SIR مدل پایداری شرایط مقاله این در است. شده قالب بندی دیگری طریق به واکسیناسیون
دوره در I دسته افراد تعداد کاهش هدف، تابع عملکرد که است حالی در این است. شده گرفته نظر در ثابت جمعیت اندازه
[۰, ۱] بسته بازه ی در کنترل که است این بر انتظار می رود. بین از و شده ریشه کن بیماری آن در که است سطحی به کنترل
و واکسینه I افراد تمام که است معنی این به ۱ کنترل و کنترل بدون حالت معنی به صفر کنترل که؛ جایی بگیرد مقدار
زوج و نهایی ثابت زمان با پونتریاگین بیشینه اصل براساس [u∗

۱, u
∗
۲] کنترل جفت ادامه در می گیرند. قرار درمان تحت

است گرفته انجام شرایط پایه بر ،Maple افزار نرم از استفاده با عددی شبیه سازی شد. خواهد مشخص (S∗, I∗) بهینه
اگر و ریشه کن بیماری باشد R· ⩽ ۱ اگر بررسی ها براساس شده اند. بررسی کنترل بدون و کنترل با مسیرهای نمودار و
عفونت های تعداد میانگین عنوان به که می باشد، پایه تکثیر عدد R· آن، در که جایی می یابد؛ ادامه بیماری R· ⩾ ۱
شرح به هدف تابع و مدل بر مؤثر جملات می شود. تعریف مستعد جمعیت یک در آلوده فرد یک توسط شده تولید ثانویه ی

25Lashari
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است: شده ارائه زیر

Minu۱,u۲I (T ) +
۱
۲

∫ T

۰

(
w۱u

۲
۱ + w۲u

۲
۲
)
dt,

s · t : Ṡ = · · · − u۱S;

İ = · · · − u۲I;

Ṙ = u۲I.

می گردند. درمان زمان واحد در که I از نسبتی u۲ و می شوند واکسینه زمان واحد در که است S از نسبتی u۱ اینجا در
هستند. درمان و واکسیناسیون هزینه های با مرتبط وزن های ترتیب به w۲ و w۱ همچنین

SIR مدل با همه گیر بیماری در کنترل متغیر دو با بهینه کنترل مسأله یک میلادی ۲۰۱۹ سال در ۲۷ کمتوا و ۲۶ کمت
غیرخطی بهینه کنترل مسأله صورت به که کردند معرفی را بیماری به آلوده و مستعد افراد تعداد رساندن حداقل به جهت
u۲ (t) کنترل و می کنند دریافت واکسن u۱ (t) کنترل تحت عفونت از قبل بیماری مستعد افراد دسته مدل این در بود.

است: شده داده نشان زیر به صورت مدل تغییرات .[۳۴] است شده گرفته نظر در بیمار افراد دریافتی واکسن برای

Ṡ = · · · − u۱ (t)S (t) ;

İ = · · · − u۲ (t) I (t) ;

Ṙ = · · ·+ u۱ (t)S (t) + u۲ (t) I (t) .

است: گردیده مطرح زیر به صورت نیز مدل هدف ∫تابع tf

t۰

(
a۱S (t) + a۲I (t) +

ε۱

۲
u۱(t)

۲ +
ε۲

۲
u۲(t)

۲
)
dt.

می باشند. هدف تابع در اهداف وزن نشان دهنده مثبت ثابت های ε۲ و ε۱ ،a۲ ،a۱ آن در که
بهینه کنترل تعیین برای سپس است. شده مطرح مدل پایداری تحلیل و بهینگی کافی و لازم شرایط مقاله ادامه در
.[۲۹] و [۴۲] است شده استفاده ۲۹ ذرات ازدحام بهینه سازی و ۲۸ هرز علف های الگوریتم دو از مستقیم روش به
کاهش بهینه کنترل درمان اعمال از پس I بیمار افراد تعداد و S مستعد افراد تعداد که می دهد نشان عددی شبیه سازی های
براساس و غیرمستقیم روش از مقاله این که شود خاطرنشان می مانند. باقی I دسته در افراد از کمی تعداد حتی و می یابند
هدف تابع مقادیر که می دهد نشان مختلف شبیه سازی های همچنین است. شده حل مسأله نیز پونتریاگین بیشینه اصل
مستقیم روش برای محاسبات زمان و است متفاوت شبیه سازی ها انجام زمان اما است یکسان مختلف اولیه شرایط برای

است. غیرمستقیم روش به محاسبات از طولانی تر

کنترل عامل چهار با SIR مدل ۳ .۴
واکسیناسیون شامل که متمایز کنترل سیاست چهار با اپیدمیک SIR کنترل مدل یک شده انجام بررسی های براساس
هدف با غیره و قرنطینه آموزش، مانند مستقیم غیر سیاست و آلوده افراد جداسازی مستعد، افراد واکسیناسیون نوزادان،
بیماری، مستعد افراد و نوزادان واکسیناسیون با متناظر کنترل متغیر دو مقاله این در است. شده گرفته نظر در انتقال کاهش
دسته بر نیز آلوده افراد جداسازی با متناظر کنترل متغیر است؛ شده اعمال بهبودیافته افراد و S مستعد افراد دسته بر
اعمال I و S معادلات دسته بر غیرمستقیم سیاست با متناظر کنترل متغیر همچنین است شده اعمال R و I معادلات
مسأله بهینه کنترل های که است شده داده نشان و شده استفاده پونتریاگین بیشینه اصل از بهینه جواب تعیین برای شده اند.
به بهینه کنترل ممکن انواع و شده زده تخمین کنترل ها سوییچ ممکن تعداد حداکثر سپس هستند؛ بنگ − بنگ نوع از
با می باشد. نهایی زمان در I دسته سطح رساندن حداقل به نظر مورد کنترل دستگاه برای هدف است. شده آورده دست
26Kmet
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۱۳۵ واگیردار عفونی بیماریهای مهار برای بهینه کنترل راهکارهای بر مروری

که می یابد کاهش بعدی دو بهینه سازی از ساده تر مسأله یک به بهینه کنترل مسأله کنترل، سوییچ های تعداد حداکثر تخمین
زمانی بازه ی یک در عفونی بیماری سطح رساندن حداقل به نتایج مقاله این در است. شده حل عددی به صورت ادامه در
افراد دسته و نوزادان واکسیناسیون که است این می آید، دست به مقاله تحلیل از که نتیجه ای است. آمده دست به معین
این، بر علاوه گرفت. نظر در کنترل یک عنوان به را کنترل دو این می توان نتیجه در شود؛ انجام هم زمان به طور باید مستعد
از یک هر اجرای دیگر، عبارت به هستند. هم با مرتبط غیر عفونی افراد جداسازی و واکسیناسیون نتایج، بررسی براساس
دیگر نوع از مستقل می توان را کنترل انواع این از یک هر نتیجه در و است دیگر نوع پیاده سازی از مستقل کنترل دو این

می باشند: زیر شرح به مسأله هدف و مدل بر کنترل اعمال .[۲۱] گرفت نظر در

Min J (u, v, w, z) = I (T )

Ṡ (t) = · · · − µu (t)− µw (t)S (t)− (۱ + v (t)) ;

İ (t) = · · ·+ (۱ + v (t))− µz (t) I (t) ;

Ṙ (t) = · · ·+ µu (t) + µw (t)S (t) + µz (t) I (t)

(۱۶ .۴)

شده، متولد تازه افراد واکسیناسیون با متناظر کنترل متغیرهای ترتیب به v (t) و z (t) ،w (t) ،u (t) آن در که
قرنطینه آموزش، مانند غیرمستقیم سیاست و بیمار افراد جداسازی شباهت سازی، بیماری، مستعد افراد واکسیناسیون

می دهد. رخ µ سرانه نرخ با مرگ و تولد که می شود فرض مدل این در همچنین می باشد. غیره و

SIR زمانی تأخیر مدل ۵

استفاده با بیماری گسترش از جلوگیری برای زمانی تأخیر با (اپیدمیک) همه گیر بیماری کنترل مدل یک ،[۲۷] مقاله در
که است شده معرفی کنترل متغیر یک ابتدا کار این انجام برای است. شده گرفته نظر در بهینه درمانی راهکارهای از
تنظیم SIR اپیدمی مدل برای بهینه کنترل معادلات دستگاه یک و است عفونی میزبان های برای بهینه درمان نشان دهنده
علاوه است. گردیده بررسی SIR شده کنترل مدل پویای رفتار و آورده دست به را اولیه تولید تعداد سپس است. شده
از استفاده با جامعه در عفونت که می شود مشاهده ادامه در و شده داده نشان مسأله این برای بهینه کنترل وجود این، بر
بررسی بهینه کنترل روش های از استفاده با دستگاه، بهینگی و بهینه کنترل همچنین بین رود. از نمی تواند بهینه کنترل روش
سالم افراد تعداد و کاهش I بیمار افراد تعداد که است صورت این به مقاله این در بهینه کنترل راهکار نتیجه است. گردیده

می یابد. افزایش بهبودیافته و
زمانی تأخیر با بهینه کنترل مسأله یک مناسب، عددی روش های و پونتریاگین بیشینه اصل از استفاده با مقاله این در
درمانی راهکار یک بررسی اصلی، هدف است. گردیده تنظیم بیماری گسترش کنترل منظور به ،SIR همه گیر مدل برای
مستعد افراد از آلوده، افراد تعداد حداکثر که شود ایجاد مدل یک که معنی این به است، عفونی بیماری های کنترل برای مؤثر
بر مؤثر جملات که است شده گرفته نظر در [۵۴] زمانی تأخیر با SIR مدل یک منظور این برای نباشد. بیشتر سالم و

می باشند: زیر شرح به نظر مورد هدف تابع و مدل

J (u) = Min

∫ T

۰

[
I (t) +

εu۲ (t)

۲

]
dt,

Ṡ (t) = · · ·+ wu (t)
I (t)

N (t)
;

İ (t) = · · · − u (t)
I (t)

N (t)
;

Ṙ (t) = · · ·+ (۱ − w)u (t)
I (t)

N (t)
.

(۱ .۵)

داریم نیاز کنترل متغیر از زیادی مقدار به کوچک زمانی تأخیر صورت در که می دهند نشان آمده دست به واقعی داده های
و زمانی تأخیر معرفی با که می دهد نشان نتایج همچنین می یابد. کاهش کنترل متغیر بزرگ زمانی تأخیر برای که حالی در
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درمان از پس آلوده افراد تعداد و داشت عفونی بیماری های حذف بر عمیقی تأثیر می توان ،SIR مدل یک در بهینه کنترل
.[۲۷] بود خواهد درمان از قبل آلوده افراد از کمتر SIR مدل طریق از

شده بررسی حالت و کنترل متغیرهای در زمانی تأخیر با کنترل راهکار اپیدمیک، SIR مدل طریق از [۱۷] مقاله در
تعداد رساندن حداکثر به و I و S افراد تعداد رساندن حداقل به برای واکسیناسیون برنامه از مفروض مقاله در است،
حاصل بهینگی شرایط دستگاه و استفاده پونتریاگین بیشینه اصل از بهینه کنترل توصیف برای است. شده استفاده R افراد
از استفاده با عددی شبیه سازی های است. شده حل پسرو و پیشرو تفاضل بر مبتنی گسسته سازی روش از استفاده با
مستعد افراد درصد معنی به رفته کار به که کنترلی است. شده انجام مراکش در خوکی آنفولانزای دوره به مربوط داده های
شود. واکسینه حساس فرد تا است نیاز مورد زمان میزان نشان دهنده زمانی تأخیر و است زمان واحد در واکسینه شده S

است. R افراد کردن حداکثر و (I و S) آلوده و مستعد افراد سطح رساندن حداقل به هدف

R به S دسته از واکسینه شده مستعد افراد که شود گرفته نظر در باید مطلب این واقعی، مدل یک داشتن منظور به
برابر واکسینه شده زمان مدت که شده اند واکسینه S افراد از درصدی فقط t زمان در که؛ صورت بدین است؛ تأخیر به منوط
نتایج براساس بهینه کنترل وجود می شوند. منتقل R به S دسته از افراد این t − τ زمان در که معنی این به است. τ

است: مؤثر پیشنهادی کنترل راهکار که می دهد نشان شبیه سازی نتایج است. شده بررسی [۱۹] در شده مطرح

J (u) = min

∫ tf

۰

{
A۱S (t) + A۲I (t)− A۳R (t) +

A۴

۲
U ۲ (t)

}
dt,

Ṡ (t) = · · · − u (t− τ)S (t− τ) ;

Ṙ (t) = · · ·+ u (t− τ)S (t− τ) .

(۲ .۵)

بیماری های بهینه کنترل اصلی، ایده ی است؛ شده گرفته نظر در زمانی تأخیر با SIR مدل بر بهینه کنترل تأثیر [۸] مقاله در
در برساند حداقل به را عفونت میزان بیشترین که است صورتی به موجود راهکارهای میان در جستجو منظور به اپیدمیک
راهکار دو کند. بهینه نیز را می شود استفاده بیماری کنترل برای که پیشگیری و درمانی واکسن کارگیری به هزینه که حالی
کنترل مدل ابتدا منظور این برای است. شده گرفته نظر در می باشند u۲ (t) درمان و u۱ (t) واکسیناسیون شامل که کنترل
برای اول مرتبه لازم شرایط آنگاه است. گردیده تعیین دستگاه تعادل نقطه سپس و اثبات بهینه کنترل وجود مطرح، بهینه
تعیین نظر مورد هدف به رسیدن برای پونتریاگین بیشینه اصل از استفاده و همیلتونین ایجاد طریق از بهینه کنترل تعیین
بدون که می دهد نشان نتایج است. شده استفاده اویلر عددی روش یک و گسسته سازی از شبیه سازی برای است. گردیده
افراد تعداد از زیادی بسیار حد تا واکسن اعمال که حالی در دارند قرار بیماری معرض در افراد از بسیاری واکسیناسیون،

است: چنین مدل معادلات کلی صورت می کاهد. I دسته

Ṡ (t) = · · · − u۱S;

İ (t) = · · · − u۲I.
(۳ .۵)

و بروز نرخ پارامترهای واسنجی، دوره طول در آمریکا متحده ایالات در کرونا همه گیری آمار از استفاده با [۱۶] تحقیق در
دو اثربخشی، و زمانی تأخیر با مطرح شده مدل شده اند. داده برازش خطی رگرسیون خوارزمی از استفاده با بازیافت نرخ
برای می دهد. قرار بررسی و ارزیابی مورد را کرونا همه گیر بیماری مهار در اجتماعی قرنطینه و واکسیناسیون کنترل راهکار
کنترل راهکار براساس که شود خاطرنشان می گردد. بررسی آن تعادل نقطه و می شود نرمال سازی دستگاه ابتدا جواب تعیین
بررسی ۱۹ کوید شیوع اپیدمی طی در مداوم اجتماعی قرنطینه و ۱۹ کوید واکسیناسیون تأثیر [۵۱ ،۲] در شده ارائه بهینه
در اضطراری استفاده برای جهانی بهداشت سازمان توسط ۱۹ کوید واکسن نوع ۴ شده، انجام تحقیقات بنابر است. شده
مطالعات، براساس هستند. ایمن واکسن چهار هر که داده نشان نتایج است؛ گرفته قرار ارزیابی مورد ایمنی و اثربخشی
که داشت توجه نکته این به باید اما است، مؤثر ۱۹ کوید گسترش مهار برای اجتماعی قرنطینه گرچه که داشت توجه باید
عبارت فرایند این ریاضی مدل باشد. داشته جامعه سرزندگی بر زیادی منفی تأثیر می تواند مدت طولانی اجتماعی قرنطینه
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از: است

Min

∫ tf

t۰

[
B۰l (t) +

B۱

۲
(fu۱ (t))

۲ +
B۲

۲
(u۲ (t))

۲
]
dt,

Ṡ (t) = · · · − β (۱ − u۲ (t))S (t)− fu۱ (t)S (t) ;

İ (t) = · · ·+ β (۱ − u۲ (t))− fu۱ (t)S (t) ;

Ṙ (t) = · · ·+ fu۱ (t)S (t) .

(۴ .۵)

طول در کنترلی اقدامات اجرای از ناشی اقتصادی خسارت کاهش و I جمعیت رساندن حداقل به هدف تحقیق این در
مربوط خوارزمی است. شده استفاده پسرو − پیشرو جاروب روش از بهینه کنترل مسأله حل برای است. ۱۹ کوید گسترش
می گیرد انجام بهینه کنترل به روزرسانی سپس می کند؛ حل را حالت دستگاه و شروع کنترل متغیر برای اولیه حدس یک با
معیار سه با حالت سه در بهینه کنترل تحلیل مقاله این در شود. برآورده نظر مورد همگرایی تا می شود تکرار فرایند این و
در معیار. دو هر ادغام و اجتماعی قرنطینه معیار پیشگیرانه، واکسیناسیون معیار از: عبارتند که است شده گرفته نظر در
مؤثر مهار یک مناسب اجتماعی قرنطینه با واکسیناسیون که است شده داده نشان بهینه، کنترل راهکار عددی شبیه سازی

است. اپیدمی از جلوگیری برای

SIR تصادفی مدل ۶
.[۲۰] است کرده بررسی هم زمان را تصادفی و قطعی مدل که است موجود مقاله یک فقط گرفته انجام بررسی های براساس
گردیده طراحی قطعی مدل براساس تصادفی مدل سپس و است شده استفاده قطعی مدل از قالب بندی برای مقاله این در
است. گرفته قرار بررسی و بحث مورد تصادفی بیشینه اصل از استفاده با تصادفی بهینه کنترل SIR مدل حل آنگاه است.
قرار محیطی اختلالات تأثیر تحت اجتناب ناپذیری به طور زیست بوم یک در مهم مؤلفه یک که است این بر فرض واقع در
داده نشان زیر به صورت است) شده بیان SIR مدل در (که پارامتر تغییر با اختلالات این که است شده فرض می گیرد.

شوند:
β → β + εη (t)

وینر فرایند W (t) همچنین است، dW (t) = η (t) dt و ۳۰ سفید نویز شدت ε ،η (t) ∼ N (۰, ۱) آن در که
طراحی پارامتر آشفتگی روش از استفاده با تصادفی مدل اساس این بر است. ε۲ > ۰ و W (۰) = ۰ با ۳۱ استاندارد
دو که است شده گرفته نظر در SIR همه گیر مدل برای غیرخطی پویای معادلات دستگاه یک منظور این برای و است شده
فرایند این قطعی مدل دارد. دربر را u۲ (t) عفونی افراد درمان و u۱ (t) واکسیناسیون برنامه برای زمان به وابسته کنترل

از: است عبارت

Min

∫ tf

۰

(
A۱I (t) + A۲

u۱
۲ (t)

۲
+ A۳

u۲
۲ (t)

۲

)
dt;

Ṡ (t) = · · · − u۱ (t)φS (t) ;

İ (t) = · · · − u۲ (t) γI (t) ;

Ṙ (t) = · · ·+ u۱ (t)φS (t) + u۲ (t) γI (t) ,

است: گردیده مطرح تصادفی مدل ادامه در و

Min
۱
۲
E

∫ tf

۰

(
A۱I (t) + A۲

u۱
۲ (t)

۲
+ A۳

u۲
۲ (t)

۲

)
dt+ k۱S

۲ + k۲I
۲;

Ṡ (t) = · · · − u۱ (t)φS (t)− εS (t) I (t) dW (t) ;

İ (t) = · · · − u۲ (t) γI (t) + εS (t) I (t) dW (t) ;

Ṙ (t) = · · ·+ u۱ (t)φS (t) + u۲ (t) γI (t) ,
30White noise
31Standard Weiner
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وزنی مثبت ضرایب k۳ و k۲ ،k۱ ،A۳ ،A۲ ،A۱ و بهبودی نرخ میزان γ مستعد، افراد واکسیناسیون میزان φ آن در که
شده پرداخته تصادفی و قطعی مدل شبیه سازی به هامیلتونین، و لاگرانژین تعیین از پس بهینه جواب یافتن برای می باشند.
که تفاوت این با هستند هم به شبیه تصادفی و قطعی مدل دو هر در هزینه منحنی که می شود مشاهده شبیه سازی در است.
و است شده بررسی مدل دو هر در کنترل اعمال همچنین است. قطعی مدل هزینه تابع از کمتر تصادفی مدل هزینه تابع
افراد به و کرده کم I دسته افراد تعداد از و دارد عفونی بیماری کاهش بر زیادی تأثیر کنترل اعمال که می دهد نشان نتایج

می کند. اضافه بهبودیافته

زمانی گسسته مدل ۷
مختلف جغرافیایی مناطق در عفونی بیماری های گسترش توصیف برای SIR زمانی گسسته مدل یک همکاران و زاکاری
گسترش را بیماری می توانند دیگر منطقه به منطقه یک از جابه جایی با بیماری به آلوده افراد می دهد نشان که کردند طراحی
واکسیناسیون مراکز از بسیاری سازماندهی با می توانند سلامت سیاست گذاران که است شده پیشنهاد منظور این برای دهند.
مدیریت را بیماری بالای آلودگی خطر مناطق، مرز از مردم حرکت کردن مسدود مانند دیگر دفاعی راهکارهای پیشنهاد با یا و
عملیات اثربخشی میزان به ،vijΩk سفر کردن مسدود و ui

Ωj واکسیناسیون کنترل متغیر دو منظور این برای .[۵۵] کنند
مدل شده اند. گرفته نظر در هستند، مختلف قسمت های به مناطق تقسیم Ωj و مناطق یا ناحیه ها مبین j آن ها در که

از: است عبارت پیشنهادی

Jj
(
uΩj , vjΩk

)
=

(
αI
jI

Ωj

N − αR
j R

Ωj

N

)
+

∑
k∈IH

N−l∑
i=l

(
αI
jI

Ωj

N − αR
j R

Ωj

N

+
Aj

۲

(
u
Ωj

i

)۲
+

Bk

۲

(
vjΩk
i

)۲
)
,

S
Ωj

i+۱ = S
Ωj

i −
p∑

k=۱

vjΩk
i βjk

IΩk
i

N
Ωj

i

S
Ωj

i

+
(
N

Ωj

i − S
Ωj

i

)
dj − u

Ωj

i S
Ωj

i ;

I
Ωj

i+۱ = I
Ωj

i +

p∑
k=۱

vjΩk
i βjk

IΩk
i

N
Ωj

i

S
Ωj

i − γjI
Ωj

i − djI
Ωj

i ;

R
Ωj

i+۱ = R
Ωj

i + γjI
Ωj

i − djR
Ωj

i + u
Ωj

i S
Ωj

i .

کنترل کافی و لازم شرط و می باشد R دسته افراد تعداد افزایش و کنترل هزینه کردن کمینه ،I افراد دسته کمینه کردن هدف
شده، اثبات آن در ui

Ωj کنترل وجود ابتدا که مقاله این در است. شده مطرح پونتریاگین کمینه اصل از استفاده با بهینه
جاروب روش از استفاده با عددی نتایج می شوند، حل تکراری روش از استفاده با گسسته بهینگی فرایند این که به توجه با
در آلودگی میزان به هنوز نظر مورد منطقه این که به توجه با اما می دهد. نشان را واکسیناسیون کارآیی پس رو پیش رو−
ممنوع سفر نقاط کنترل متغیر شدن اضافه با مدل ادامه در است، حساس هستند، بالا خطر معرض در خود مجاور نواحی
کاهش از جلوگیری برای سفر کردن مسدود که می دهد نشان نتایج است. گردیده بررسی است، شده داده نشان vijΩk با که

است. یافته کاهش حالت این در بیمار افراد تعداد که زیرا است بوده موفقیت آمیز بیماری

آتی) تحقیقات (جهت دیگر مواردی ۸
SIR قالب در را خود موضوع گرچه مقالات از تعدادی که گردید مشاهده شده انجام بررسی های و جستجوها براساس
SIR با متفاوت که می باشد SI دینامیک نوع از آن ها کاربرده به مدل که شدیم متوجه آن ها مطالعه با اما کردند مطرح
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چنین SIR مدل حالی که در نمی شوند مبتلا بیماری به مجدد بهبودیافته افراد دسته که است این بر فرض SI درمدل است.
مرور بنگرند. را [۵۷ ،۵۶ ،۲۵ ،۱۵–۱۳ ،۶] منابع می توانند نمونه عنوان به محترم خوانندگان بیشتر گاهی آ برای نیست.
موضوعات از یکی می تواند SI مدل کاربرد مبنای بر واگیردار عفونی بیماری های مورد در گرفته انجام تحقیقی کارهای بر
جذاب موارد از واگیردار بیماری های در فازی حالت های و کسری مشتقات به عمیق تر نگاه همچنین باشد. تحقیق آتی

هستند. پژوهش جهت

گیری نتیجه ۹

آن بر است، واگیردار بیماری های نوع از که کرونا بیماری اثر بر ۱۴۰۰ تا ۱۳۹۸ سال های در جامعه فراوان تنش های به نظر
توصیف کننده که SIR ریاضی مدل های در بهینه کنترل اعمال زمینه در شده مطرح مقالات بر باشیم داشته مروری که شدیم
مشخص داشتیم. اشاره ای اپیمیولوژی مدل های در بهینه کنترل تأثیر بر تحقیق این در هستند. جامعه در همه گیر بیماری های
بوده مفید بسیار مختلف عفونی بیماری های کنترل و پیشگیری برای بهینه کنترل اعمال گرفته، انجام تلاش های در که گردید
و ممنوع مناطق اجتماعی، فاصله واکسیناسیون، (قرنطینه)، جداسازی از اعم مهار راهکارهای که گردید مشاهده است.
توانسته بهینه، کنترل اعمال این، بر علاوه هستند. راه گشا حتی و مفید بسیار بهینه صورت به پیشنهادی ترکیبی راهکارهای
از استفاده و اجتماعی فاصله اعمال اقتصادی، هزینه های در بیماری ها، دسته این پیشرفت مهار راهکار ارائه از جدا است

کند. عمل موفق بسیار هزینه کاهش با همراه جامعه در بیماری رشد از جلوگیری هدف با واکسن
بهبودیافته و عفونی افراد بیماری، به مستعد افراد تعداد از قبلی اطلاعات همیشه واقعی دنیای در که شود خاطرنشان
و بهبود روش عنوان به ثابت واکسیناسیون از دلیل همین به ندارد، وجود بهینه کنترل مسأله حل و فرمول بندی برای
فراوانی اقتصادی فشارهای و است پرهزینه بسیار دولت ها برای روش این که می شود استفاده بیماری پیشرفت از جلوگیری
در بهینه کنترل مدل های واکنش از که است این پیشنهادی سیاست یک مشکل براین غلبه برای دارد. دولت ها برای را
گامی برداشتن عفونی، بیماری های ریشه کنی از هدف واقع در شود. استفاده جامعه در موجود وضعیت با متناظر شبیه سازی
حداقل سازی و بیماری ریشه کنی هم زمان لحاظ با زمینه این در بهینه کنترل نظریه که می باشد سالم جامعه جهت در مطلوب
بودن بهتر خصوص در بخواهیم اگر صورت این در بود. خواهد مؤثر و مفید بسیار مختلف، روی پیش شرایط در مخارج
کارا شده اشاره شرایط برمبنای مدل ها زیرا گردد، توجه موجود شرایط به باید کنیم نظر اظهار آن ها مقایسه ی یا و مدل یک
که مدل هایی باشد، ممکن درمان راهکارهای تمامی یعنی نظر مورد امکانات تمامی از استفاده اگر که است بدیهی هستند.

دارند. برتری باشند، دسترس در آن ها اولیه اطلاعات و دهند پوشش را راهکارها آن تمام
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Abstract: Using mathematical models to describe infectious diseases and then how to control and elimi­
nate them by vaccines or other treatments, is a great help to public health organizations. Eradication of this
category of diseases is possible when treatments are prescribed at the right time and with the right amount
and process; In this regard, optimal control theory has been applied as a successful tool. The main pur­
pose of this article is to review the existing literature considering such strategies in dealing with infectious
diseases in the form of famous basic model SIR. For this purpose, this study, deal with the way to use the
control functions and how to explain the provided solutions, indeed the aims are to investigate susceptible,
infected and recovered populations in terms of the required goals, among the performed activities by evalu­
ation and analyzing. Based on the number of used control variables in the treatment model, which indicate
different methods of simultaneous prevention, including vaccination, treatment of infection, quarantine,
and like that or, the type of model, this study has been categorized and the results are presented. Also, in
this review, the methods of implementing models from numerical computation point of view and reality
have also been discussed and time delay, stochastic and discrete time models in the case of SIR are also
investigated. This review would help the researchers in order to have knowledge about the subject and
activities carried out to continue research in this area very helpful.
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