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ششم مرتبه ي مرزي مقدار مسأله ي يک براي جواب وجود بررسي

رستمي(۱) فرخزاد راضيه قزلسفلو(۱)و  حديث ،۱ شکوه(۱) سعيد

ايران گنبدکاووس، گنبدکاووس، دانشگاه پايه، علوم دانشکده رياضي، گروه (۱)

فتوحي مرتضي مسئول: دبير

۱۴۰۳/۴/۳ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۲/۱۱/۲۷ دريافت: تاريخ

داراي ششم مرتبه ي از مرزي مقدار مسأله ي يک مي دهيم نشان تغييراتي روش از استفاده با مقاله، اين در چکيده:
يک مسأله تا کرد خواهيم ارائه کافي شرايطي بحراني، نقطه قضيه يک از بهره گيري با واقع در مي باشد. جواب بي نهايت
است. شده بيان نيز نتايج از نمونه چندين و خاص حالت هاي باشد. داشته مناسب توابع فضاي يک در جواب ها از دنباله

مرزي. مقدار مسائل تغييراتي، روش بحراني، نقطه کليدي: واژه هاي

34B15; 47J30; 35B38 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱

کلي فرم به ششم مرتبه ي معمولي ديفرانسيل معادله هاي به مهندسي و فيزيک در مختلفي پديده هاي مدل سازي

u(۶)(x) = f(x, u, u(۱), . . . , u(۵)) a < x < b

مشاهده را [۷] (مرجع مي شود مدل ششم مرتبه معادله هاي با همرفت لايه هاي رفتار مطالعه فيزيک، اختر در مثال به عنوان مي شود. ختم
توصيف ششم مرتبه ي معادله ي يک توسط دارند دايره اي قوس آن ها مرکزي محور که لوله هايي و تيرها مماسي حرکت هم چنين نماييد).
مي شود ظاهر ششم مرتبه از معادله اي هستند، جامد و مايع حالت بين گذار حال در که موادي در فاز جبهه هاي رفتار بررسي در .[۹] مي شود
پژوهش هاي از بخشي مشاهده جهت است. بوده توجه مورد بسيار مختلف مرزي شرايط با ششم مرتبه ي معادله هاي بررسي نتيجه در .[۳]
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۲۷ ششم مرتبه ي مرزي مقدار مسأله ي يک براي جواب وجود بررسي

نگريست. را [۱۱–۸ ،۵ ،۳ ،۲] مقاله هاي مي توان ششم مرتبه ي مرزي مقدار مسائل زمينه در گرفته صورت
کرد: خواهيم مطالعه را زير به صورت مرزي مقدار مسأله ي يک مقاله اين در ما

u(۶)(x) + ۳h(x)u(۵)(x) + ۳(h۲(x) + h′(x))u(۴)(x)

+(h۳(x) + ۳h(x)h′(x) + h′′(x))u(۳)(x) = −λf(x, u)− µg(x, u) x ∈ (a, b) اگر
u(a) = u′(a) = u′′(a) = ۰
u(۳)(b) = u(۴)(b) = u(۵)(b) = ۰

(۱ .۱)

h : [a, b] → [۰,+∞) و ۲ کاراتئودري توابع f, g : [a, b]× R → R مثبت، پارامتر λ نامنفي، پارامتر µ ،۰ ⩽ a < b که
مي باشد. C۲ تابع يک

بارگذاري هاي تحت که بلند تيرهاي عبارتي، به مي شود. استفاده تيرها خمشي و ديناميکي رفتار مدل سازي براي مساله اين سازه، مهندسي در
در هم چنين مي شود. فوق مرزي مقدار مساله به منجر رفتار اين مدل سازي شوند. ارتعاش و خمش دچار است ممکن مي گيرند، قرار طولي
(مانند متحرک بارهاي تحت پل ها ديناميکي پاسخ مساله اين با است. مهم بسيار پل اصلي تيرهاي ديناميکي رفتار شناخت پل ها، طراحي
و کشش، اثرات g و f غيرخطي توابع تير، خمشي سختي ضريب h تابع تير، طولي شکل تغيير u تابع مي شود. مطالعه نقليه) وسايل عبور
نشان را ستون ها) از شده وارد بار (مانند متمرکز بارهاي و باد) برف، تير، خود وزن (مانند تير بر شده توزيع بارهاي ترتيب به µ و λ پارامترهاي
شتاب و خمشي گشتاور برشي، نيروي و a نقطه در تير خمش و چرخش شکل، تغيير که مي کند بيان مرزي شرايط فوق مساله در مي دهند.

است. صفر b نقطه در تير برشي
معادله ها از دقيق و صريح جواب آوردن به دست اين که به توجه با است. تغييراتي روش مي بريم به کار (۱ .۱) معادله ي بررسي براي که روشي
[۱۳] مقاله در .[۱۳–۱۰ ،۶ ،۳–۱] مي باشد برخوردار زيادي توجه و اهميت از تغييراتي روش از استفاده نيست، امکان پذير مواقع بيشتر در

است: شده بررسي زير مسأله ي براي نابديهي جواب هاي وجود تغييراتي، ساختار و مسيرکوهي لم از بهره گيري }با
u(۴)(x) + ۲h(x)u′′′(x) + (h۲(x) + h′(x))u′′(x) = λf(x, u(x)) x ∈ [۰, ۱]
u(۰) = u′(۰) = u′′(۰) = u′′′(۱)− µg(u(۱)) = ۰

(۲ .۱)

تابع يک g : R → R و نامنفي تابع يک h ∈ C۱([۰, ۱]) پيوسته، تابع يک f : [۰, ۱] × R → R ،µ ∈ R ،λ > ۰ که
مي باشد. پيوسته

است. شده اثبات (۲ .۱) مسأله ي براي ضعيف جواب سه و دو يک، وجود بحراني نقاط قضاياي از استفاده با ،[۶] مقاله ي در هم چنين
اثبات (۱ .۱) مسأله ي براي را جواب ها از دنباله يک وجود تغييراتي، روش اهميت و ششم مرتبه ي معادله هاي کاربرد به  توجه با مقاله اين در
اوليه نتيجه چند و کرده مطرح را لازم بحراني نقطه قضيه ي و توابع فضاي بعد بخش در که مي باشد صورت اين به مقاله ساختار کرد. خواهيم
قضيه از مثال يک و خاص حالت هاي چهارم بخش در و مي شود بيان اثبات با همراه جواب وجود قضيه سوم بخش در کرد. خواهيم اثبات را

مي کنيم. اثبات مساله براي نيز را صفر به همگرا جواب هاي از دنباله يک وجود و کرده بيان را اصلي

اوليه نتايج و تغييراتي ساختار ۲

مجموعه ي H۳([a, b]) کنيم فرض شد. خواهد مطرح اصلي نتايج اثبات روش و اوليه نتايج لازم، تعاريف و توابع فضاي بخش اين در
توابع فضاي .u′′′ ∈ L۳([a, b]) و بوده پيوسته مطلق به طور u′′ ،u′ ،u به طوري که باشد u : [a, b] → R توابع  همه ي

〈u, v〉 :=
∫ b

a
eH(x)u′′′(x)v′′′(x)dx داخلي ضرب با X = {u ∈ H۳([a, b]), u(a) = u′(a) = u′′(a) = ۰}

که مي باشد هيلبرت فضاي يک

H(x) =

∫ x

۰
h(ξ)dξ ∀x ∈ [a, b].

با است برابر فوق داخلي ضرب توسط شده توليد نرم

‖u‖H = (

∫ b

a

eH(x)|u′′′(x)|۲dx)
۱
۲ .
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مي شود: تعريف زير به صورت X فضاي روي ديگري نرم

‖u‖ := (

∫ b

a

|u′′′(x)|۲dx)
۱
۲

واقع در است. معادل X روي ‖ · ‖H نرم با که
√
eH۰‖u‖ ⩽ ‖u‖H ⩽

√
eH۰‖u‖ (۱ .۲)

.H۰ = max
x∈[a,b]

H(x) و H۰ = min
x∈[a,b]

H(x) به طوري که

برقرارند. زير نامساوي هاي u ∈ X به ازاي و مي شود نشانده L۲([a, b]) در فشرده به طور X فضاي .۱ .۲ لم

،‖u‖۲ ⩽ (b−a)۳

۴
√
۳ ‖u‖ الف)

.‖u′‖۲ ⩽ (b−a)۲

۲
√
۲ ‖u‖ ب)

داريم ۳ هولدر نامساوي به توجه با مي باشد. (الف) مشابه (ب) قسمت اثبات و مي دهيم نشان را (الف) نامساوي برقراري اثبات.

‖u‖۲۲ =
∫ b

a

|u(x)|۲dx =

∫ b

a

|
∫ x

a

u′(s)ds|۲dx

⩽
∫ b

a

(

∫ x

a

|u′(s)|۲ds)(
∫ x

a

۱ds)dx

=

∫ b

a

∫ b

s

(x− a)|u′(s)|dxds

=

∫ b

a

|u′(s)|۲[ (b− a)۲

۲
− (s− a)۲

۲
]ds

=

∫ b

a

(

∫ s

a

u′′(τ)dτ)۲[
(b− a)۲

۲
− (s− a)۲

۲
]ds

⩽
∫ b

a

∫ s

a

|u′′(τ)|۲[ (s− a)(b− a)۲

۲
− (s− a)۳

۲
]dτds

=

∫ b

a

(u′′(τ))۲[
(b− a)۴

۸
− (τ − a)۲(b− a)۲

۴
+

(τ − a)۴

۸
]dτ

⩽ (

∫ b

a

|u′′′(ξ)|۲dτ)
∫ b

a

[
(b− a)۴(τ − a)

۸
− (τ − a)۳(b− a)۲

۴
+

(τ − a)۵

۸
]dτ

=
(b− a)۶

۴۸
‖u‖۲.

است. برقرار زير نامساوي  u ∈ X به ازاي و مي شود نشانده C۱([a, b]) در فشرده به طور X فضاي .۲ .۲ لم

‖u‖C۱([a,b]) = ‖u‖∞ := max{max
x∈[a,b]

|u(x)|, max
x∈[a,b]

|u′(x)|}

⩽ max{(b− a)
۵
۲ , (b− a)

۳
۲}‖u‖.

3Holder



۲۹ ششم مرتبه ي مرزي مقدار مسأله ي يک براي جواب وجود بررسي

مي شود: مشاهده هولدر نامساوي از استفاده با و x ∈ [a, b] به ازاي اثبات.

|u′(x)| = |
∫ x

a

u′′(s)ds| ⩽
∫ b

a

|u′′(s)|ds =
∫ b

a

|
∫ s

a

u′′′(ξ)dξ|

⩽ (b− a)
۳
۲‖u‖

بنابراين

max
x∈[a,b]

|u′(x)| ⩽ (b− a)
۳
۲‖u‖. (۲ .۲)

نوشت: مي توان x ∈ [a, b] به ازاي ،(۲ .۲) رابطه ي از استفاده با طرفي از

|u(x)| = |
∫ x

a

u′(s)ds| ⩽
∫ b

a

|u′(s)|ds ⩽ (b− a)
۵
۲‖u‖.

نتيجه در

max
x∈[a,b]

|u(x)| ⩽ (b− a)
۵
۲‖u‖. (۳ .۲)

مي شود. ثابت حکم (۳ .۲) و (۲ .۲) روابط از

u ∈ X به ازاي مي شود نتيجه ۲ .۲ و ۱ .۲ لم هاي و (۱ .۲) رابطه ي از .۳ .۲ تذکر

‖u‖۲ ⩽
(b− a)۳

۴
√
۳eH۰

‖u‖H , ‖u′‖۲ ⩽
(b− a)۲

۲
√
۲eH۰

‖u‖H

و
‖u‖∞ ⩽ m√

eH۰
‖u‖H

.m = max{(b− a)
۵
۲ , (b− a)

۳
۲} که

زير رابطه ي در u ∈ X اگر .۴ .۲ ∫تعريف b

a

eH(x)u′′′(x)v′′′(x)dx− λ

∫ b

a

eH(x)f(x, u(x))dx− µ

∫ b

a

eH(x)g(x, u(x))dx = ۰

مي گويند. (۱ .۱) معادله ي از ضعيف جواب u به نمايد، صدق v ∈ X هر به ازاي

هرگاه: گويند L۱‐کاراتئودري را f : [a, b]× R → R تابع .۵ .۲ تعريف

باشد، اندازه پذير ξ ∈ R هر به ازاي x 7→ f(x, ξ) نگاشت (۱

باشد، پيوسته x ∈ [a, b] هر براي تقريباً ξ 7→ f(x, ξ) نگاشت (۲

x ∈ [a, b] هر تقريباً براي به طوري که باشد داشته وجود lρ ∈ L۱([a, b]) تابع ρ > ۰ هر براي (۳

sup
|ξ|⩽ρ

|f(x, ξ)| ⩽ lρ(x).

مي کنيم. تعريف زير به صورت را F,G : [a, b]× R → R توابع به ترتيب ،g و f با متناظر

F (x, t) :=

∫ t

۰
f(x, ξ)dξ, G(x, t) :=

∫ t

۰
g(x, ξ)dξ

.t ∈ R و x ∈ [a, b] که
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مي باشد. جواب وجود اثبات براي ما اصلي ابزار ،[۴] مرجع از زير بحراني نقطه قضيه ي

Φنيم پيوسته به طوري که باشد ۴ گاتو مشتق پذير تابع Φ,Ψدو : X → R و انعکاسي حقيقي باناخ فضاي Xيک کنيم فرض .۶ .۲ قضيه
مي شود: فرض r > inf

X
Φ هر براي هم چنين است. دنباله اي ضعيف بالايي نيم پيوسته Ψ و اجباري و قوي پيوسته دنباله اي، ضعيف پاييني

φ(r) := inf
u∈Φ−۱(−∞,r)

( sup
v∈Φ−۱(−∞,r)

Ψ(v))−Ψ(u)

r − Φ(u)
,

γ := lim inf
r→+∞

φ(r), δ := lim inf
r→(inf

X
Φ)+

φ(r).

مي باشند: برقرار زير گزاره هاي صورت اين در

مي پذيرد سراسري مينيمم يک Φ−۱(−∞, r) به Iλ := Φ−λΨ تابع تحديد ،λ ∈ (۰, ۱
φ(r)

) و r > inf
X
Φ هر براي الف)

است. X در Iλ از موضعي) (مينيمم بحراني نقطه ي يک که

يا است: برقرار زير حالت هاي از يکي λ ∈ (۰, ۱
γ
) هر براي آن گاه ،γ < +∞ اگر ب)

يا دارد، سراسري مينيمم يک Iλ تابعک ب۱)
. lim
n→+∞

Φ(un) = +∞ به طوري که دارد وجود Iλ موضعي) (مينيمم هاي بحراني نقاط از {un} دنباله يک ب۲)

يا مي باشد: برقرار زير حالت هاي از يکي λ ∈ (۰, ۱
δ
) هر براي آن گاه ،δ < +∞ اگر پ)

يا است، Iλ موضعي مينيمم که دارد وجود Φ از سراسري مينيمم يک پ۱)
سراسري مينيمم به ضعيف همگراي که است موجود Iλ موضعي) (مينيمم هاي مجزا دوبدو بحراني نقاط از {un} دنباله يک پ۲)

مي باشد. Φ

جواب وجود قضيه ي ۳

تعريف با مي شود. اثبات (۱ .۱) مساله براي جواب ها از بي کران دنباله يک وجود بخش اين در

A := lim inf
ξ→+∞

∫ b

a
sup
|t|⩽ξ

F (x, t)dx

ξ۲

و

B := lim sup
ξ→+∞

∫ b− ۱
۳ (b−a)

a+ ۱
۳ (b−a)

F (x, ξ)dx

ξ۲

مي شود. بيان زير به صورت اصلي قضيه ي

و است L۱‐کاراتئودري تابع يک f : [a, b]× R → R کنيم فرض .۱ .۳ قضيه

،F (x, t) ⩾ ۰ ،t ∈ R و x ∈ [a+ ۱
۳(b− a), b− ۱

۳(b− a)] هر براي (F۱)

.A < eH۰ (b−a)۵

۱۹۴۴eH۰m۲B (F۲)
4Gateaux



۳۱ ششم مرتبه ي مرزي مقدار مسأله ي يک براي جواب وجود بررسي

L۱‐کاراتئودري تابع هر براي و λ ∈ (λ۱, λ۲) هر براي صورت اين در ،λ۲ = eH۰

۲m۲A
و λ۱ = ۹۷۲eH

۰

(b−a)۵B
دهيم قرار اگر

تابع که g : [a, b]× R → R

G(x, t) :=

∫ t

۰
f(x, ξ)dξ ∀(x, t) ∈ [a, b]× R

شرط در صادق و نامنفي

g∞ := lim
ξ→+∞

∫ b

a
sup
|t|⩽ξ

G(x, t)dx

ξ۲
< +∞.

که است X در ضعيف جواب هاي از بي کران دنباله يک داراي ،µ ∈ [۰, µg,λ) به ازاي (۱ .۱) مساله

µg,λ :=
eH۰

۲m۲g∞
(۱− λ

۲m۲A

eH۰
).

بنابراين مي گيريم. نظر در ثابت را λ ∈ (λ۱, λ۲) ثابت کنيم. را حکم (ب) قسمت ۶ .۲ قضيه ي از استفاده با مي خواهيم اثبات.

µg,λ =
eH۰

۲m۲g∞
(۱− λ

۲m۲A

eH۰
) > ۰.

مي دهيم قرار (x, ξ) ∈ [a, b]× R به ازاي و گرفته ثابت را µ ∈ (۰, µg,λ) اکنون

J(x, ξ) := F (x, ξ) +
µ

λ
G(x, ξ).

مي کنيم تعريف زير به صورت را Φ,Ψ : X → R توابع ،u ∈ X به ازاي

Φ(u) :=
۱
۲
‖u‖۲H , Ψ(u) :=

∫ b

a

J(x, u(x))dx.

با است مساوي Φ′(u) ∈ X∗ آن مشتق و گاتو مشتق پذير Φ تابعک واقع در است. صادق ۶ .۲ قضيه ي فرض هاي در Ψ و Φ تابعک هاي

Φ′(u)(v) =

∫ b

a

eH(x)u′′′(x)v′′′(x)dx

بنابراين دارد را خواص اين نرم به اينکه توجه (با است قوي پيوسته و اجباري دنباله اي، ضعيف پاييني نيم پيوسته Φ هم چنين .v ∈ X به ازاي
فشرده مشتق با گاتو مشتق پذير خوش تعريف، Ψ بنابراين مي شود، نشانده C۱([a, b]) در فشرده به طور X چون طرفي از داراست). نيز Φ

که است
Ψ′(u)(v) =

∫ b

a

f(x, u(x))v(x)dx+
µ

λ

∫ b

a

g(x, u(x))v(x)dx

و lim
n→∞

ξn = +∞ که باشد مثبت اعداد از دنباله يک {ξn} کنيد فرض بنابراين .λ < ۱
γ

مي دهيم نشان ابتدا .v ∈ X به ازاي

lim
n→+∞

∫ b

a
sup
|t|⩽ξn

F (x, t)dx

ξ۲n
= A.

مي توان ۳ .۲ تذکر به توجه با ،Φ(v) < rn در صادق v ∈ X هر براي صورت اين در .rn = eH۰

۲m۲ ξ
۲
n مي دهيم قرار n ∈ N به ازاي

نوشت:
۱
۲
eH۰

m۲ ‖v‖
۲
∞ <

eH۰

۲m۲ ξ
۲
n,

⇒ ‖v‖∞ < ξn.
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مي گيريم: نتيجه n ∈ N هر براي بنابراين ،Φ(۰) = Ψ(۰) = ۰ چون

φ(rn) = inf
u∈Φ−۱(−∞,rn)

( sup
v∈Φ−۱(−∞,rn)

Ψ(v))−Ψ(u)

rn − Φ(u)

⩽
sup

v∈Φ−۱(−∞,rn)

Ψ(v)

rn
⩽ ۲m۲

eH۰

∫ b

a
sup
|t|⩽ξn

J(x, t)dx

ξ۲n

⩽ ۲m۲

eH۰


∫ b

a
sup
|t|⩽ξn

F (x, t)dx

ξ۲n
+

µ

λ

∫ b

a
sup
|t|⩽ξn

G(x, t)dx

ξ۲n

 .

(۱ .۳)

و A < +∞ مي کنيم مشاهده ،g∞ < +∞ اين که و (F۲) فرض از هم چنين

lim
n→+∞

∫ b

a
sup
|t|⩽ξn

G(x, t)dx

ξ۲n
= g∞. (۲ .۳)

مي گيريم نتيجه (۲ .۳) و (۱ .۳) روابط از

γ ⩽ lim inf
n→+∞

φ(rn) ⩽
۲m۲

eH۰
(A+

µ

λ
g∞) < +∞. (۳ .۳)

فرض از منظور اين براي مي کند. اثبات را حکم (ب۲) قسمت نتيجه در نيست. برقرار ۶ .۲ قضيه از (ب۱) قسمت مي کنيم ثابت اکنون
مي گيريم نتيجه و کرده شروع µ ∈ (۰, µg,λ)

γ ⩽ ۲m۲

eH۰
(A+

µ

λ
g∞) <

۲m۲

eH۰
A+

۱− ۲m۲

eH۰ λA

λ
.

بنابراين
λ =

۱
۲m۲

eH۰ A+ (۱− ۲m۲

eH۰ λA)/λ
<

۱
γ
.

قدر به n ∈ N به ازاي و lim
n→+∞

ηn = +∞ که دارد وجود τ > ۰ و مثبت اعداد از {ηn} مانند دنباله اي ، ۱
λ
< (b−a)۵

۹۷۲eH۰B چون
بزرگ کافي

۱
λ
< τ <

(b− a)۵

۹۷۲eH۰

∫ b− ۱
۳ (b−a)

a+ ۱
۳ (b−a)

F (x, ηn)dx

η۲n
. (۴ .۳)

کرده: تعريف زير به صورت را Pa تابع x ∈ [a, a+ ۱
۳(b− a)] به ازاي

Pa(x) =
x− a

b− a

مي دهيم: قرار x ∈ [b− ۱
۳(b− a), b] به ازاي و

Pb(x) =
۱
۳
−

x− [b− ۱
۳(b− a)]

b− a
.

مي کنيم تعريف n ∈ N به ازاي هم چنين

wn(x) =


T (Pa(x))ηn x ∈ [a, a+ ۱

۳(b− a)[

ηn x ∈ [a+ ۱
۳(b− a), b− ۱

۳(b− a)]

T (Pb(x))ηn x ∈]b− ۱
۳(b− a), b]
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x ∈ R به ازاي که
T (x) = ۱۴۵۸x۵ − ۱۲۱۵x۴ + ۲۷۰x۳.

و wn ∈ X به وضوح ،n ∈ N هر براي

Φ(wn) ⩽
۹۷۲eH۰

(b− a)۵
η۲n. (۵ .۳)

مي دهد نتيجه است، نامنفي G اين که و (F۱) فرض ديگر سويي از

Ψ(wn) =

∫ b

a

[F (x,wn(x)) +
µ

λ
G(x,wn(x))]dx

⩾
∫ b− ۱

۳ (b−a)

a+ ۱
۳ (b−a)

F (x, ηn)dx.

(۶ .۳)

مي کنيم: مشاهده بزرگ کافي به قدر n ∈ N به ازاي ،(۶ .۳)‐(۴ .۳) رابطه هاي از

Iλ(wn) ⩽
۹۷۲eH۰

(b− a)۵
η۲n − λ

∫ b− ۱
۳ (b−a)

a+ ۱
۳ (b−a)

F (x, ηn)dx

<
۹۷۲eH۰

(b− a)۵
η۲n(۱− λτ).

(۷ .۳)

کران دار پايين از Iλ بنابراين . lim
n→+∞

Iλ(wn) = −∞ مي دهد نتيجه (۷ .۳) رابطه ي ، lim
n→+∞

ηn = +∞ و λτ > ۱ چون
lim

n→+∞
‖un‖ = که دارد وجود {un} مانند ،Iλ بحراني نقاط از دنباله اي يعني است. برقرار ۶ .۲ قضيه ي از (ب۲) قسمت پس نمي باشد.

مي شود. اثبات حکم و +∞

توجه قابل نتايج ۴
مساله براي را صفر به همگرا جواب هاي از دنباله يک وجود پايان در و کرده بيان را ۱ .۳ قضيه ي از مثال يک و خاص حالت دو بخش اين در

کرد. خواهيم اثبات (۱ .۱)

زير مسأله ي λ ∈] ۹۷۲eH
۰

(b−a)۵B
, eH۰

۲m۲A
[ به ازاي يعني است. برقرار µ = ۰ به ازاي قبل قضيه ي .۱ .۴ تذکر

u(۶) + ۳hu(۵) + ۳(h۲ + h′)u(۴) + (h۳ + ۳hh′ + h′′)u(۳) = −λf(x, u) a < x < b

u(a) = u′(a) = u′′(a) = ۰
u(۳)(b) = u(۴)(b) = u(۵)(b) = ۰

است. X در ضعيف جواب هاي از دنباله اي داراي

مسأله ي µ ∈ [۰, µg,λ) و λ ∈] ۹۷۲
(b−a)۵B

, ۱
۲m۲A

[ به ازاي ،۱ .۳ قضيه ي از استفاده با .۲ .۴ نتيجه
−u(۶)(x) = λf(x, u(x)) + µg(x, u(x)) a < x < b

u(a) = u′(a) = u′′(a) = ۰
u(۳)(b) = u(۴)(b) = u(۵)(b) = ۰

(۱ .۴)

است. X در ضعيف جواب هاي از بي کران دنباله اي يک داراي

مي کنيم. بيان ۱ .۳ قضيه ي بهتر درک جهت را مثال يک اکنون
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مي دهيم قرار ،n ∈ N به ازاي .۳ .۴ مثال

an =
n!(n+ ۲)!− ۱
۲(n+ ۱)!

, bn =
n!(n+ ۲)! + ۱
۲(n+ ۱)!

مي کنيم تعريف زير به صورت را f : R → R نامنفي تابع و

f(ξ) =

{
۳۲(n+۱)!۲[(n+۱)!۲−n!۲]e۳

π

√
۱

۱۶(n+۱)!۲ − (ξ − n!(n+۲)
۲ ) ξ ∈

∪
n∈N[an, bn]

۰ نقاط .ساير

متغير تغيير }با
ξ − n!(n+۲)

۲ = ۱
۴(n+۱)! sin θ

dξ = ۱
۴(n+۱)! cos θdθ

مي گيريم نتيجه ساده محاسبات ∫و bn

an

√
۱

۱۶(n+ ۱)!۲
− (ξ − n!(n+ ۲)

۲
)۲dξ =

π

۳۲(n+ ۱)!۲
.

n ∈ N به ازاي ∫بنابراين (n+۱)!

n!

f(t)dt =

∫ bn

an

f(t)dt = [(n+ ۱)!۲ − n!۲]e۳.

مي کنيم مشاهده پس

lim
n→+∞

F (an)

a۲n
= ۰, lim

n→+∞

F (bn)

b۲n
= ۴e۳ (۲ .۴)

مي گيريم نتيجه (۲ .۴) از .t ∈ R به ازاي F (t) =
∫ t

۰ f(ξ)dξ که

lim
ξ→+∞

F (ξ)

ξ۲
= ۰, lim

ξ→+∞

F (ξ)

ξ۲
= ۴e۳.

مسأله ي λ ∈ (۹۷۲۳√۹ ,+∞) به ازاي ،۱ .۳ قضيه طبق
u(۶) + ۹x۲u(۵) + ۹(۳x۴ + ۲x)u(۴) + ۳(۹x۶ + ۱۸x۳ + ۲)u(۳) = −λf(u)

u(۰) = u′(۰) = u′′(۰) = ۰
u(۳)( ۳

√
۳) = u(۴)( ۳

√
۳) = u(۵)( ۳

√
۳) = ۰

مي باشد. ضعيف جواب هاي از بي کران دنباله ي يک داراي

در را ضعيف جواب هاي از دنباله اي (۱ .۱) مسأله ي ،۶ .۲ قضيه ي از (پ) قسمت مطابق که دهيم ارائه را شرايطي مي خواهيم پايان در
مي کنيم تعريف منظور اين براي باشد. قوي همگراي صفر به دنباله اين و بوده دارا X

Ã := lim inf
ξ→۰+

∫ b

a
sup
|t|⩽ξ

F (x, t)dx

ξ۲

B̃ := lim sup
ξ→۰+

∫ b− ۱
۳ (b−a)

a+ ۱
۳ (b−a)

F (x, ξ)dx

ξ۲
.
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و بوده برقرار ۱ .۳ قضيه از (F۱) شرط کنيم فرض .۴ .۴ قضيه

Ã <
eH۰(b− a)۵

۱۹۴۴eH۰m۲ B̃. (۳ .۴)

L۱‐کاراتئودري تابع هر براي و λ ∈ (λ۳, λ۴) هر براي صورت اين در ،λ۴ = eH۰

۲m۲Ã
و λ۳ = ۹۷۲eH

۰

(b−a)۵B̃
دهيم قرار اگر

تابع که g : [a, b]× R → R

G(x, t) :=

∫ t

۰
g(x, ξ)dξ

شرط در صادق و نامنفي

g۰ := lim sup
ξ→۰+

∫ b

a
sup
|t|⩽ξ

G(x, t)dx

ξ۲
< +∞,

به ازاي (۱ .۱) مسأله ي

µ ∈ [۰,
eH۰

۲m۲g۰
(۱− λ

۲m۲Ã

eH۰
)[

است. قوي همگراي صفر به که است X در ضعيف جواب هاي از دنباله يک داراي

و گرفته نظر در ثابت را λ̃ ∈ (λ۳, λ۴) مي کنيم. ثابت را حکم ،۶ .۲ قضيه ي (پ) قسمت از استفاده با شد گفته قبلاً که همان طور اثبات.
بنابراين

µ̃g,λ :=
eH۰

۲m۲g۰
(۱− λ̃

۲m۲Ã

eH۰
) > ۰.

مي دهيم: قرار (x, ξ) ∈ [a, b]× R به ازاي ،[۰, µ̃g,λ̃) بازه ي در ثابت µ̃ براي هم چنين

J(x, ξ) := F (x, ξ) +
µ̃

λ̃
G(x, ξ).

نظر در طوري را مثبت اعداد از {ξn} دنباله ي .λ̃ < ۱
δ

مي کنيم ثابت ابتدا و نموده تعريف را Iλ̃ و Ψ ،Φ توابع ۱ .۳ قضيه ي اثبات مانند
و lim
n→+∞

ξn = ۰ که مي گيريم

lim
n→+∞

∫ b

a
sup
|t|⩽ξn

F (x, t)dx

ξ۲n
= Ã.

نوشت مي توان ،µ̃ ∈ [۰, µ̃g,λ̃) اين که از .δ < +∞ و δ = lim inf
r→۰+

φ(r) بنابراين ،inf
X
Φ = ۰ چون

δ ⩽ ۲m۲

eH۰
(Ã+

µ̃

λ̃
g۰) <

۲m۲

eH۰
Ã+

۱− ۲m۲

eH۰ λ̃Ã

λ̃
.

نتيجه در
λ̃ =

۱
۲m۲

eH۰ Ã+ (۱− ۲m۲

eH۰ λ̃Ã)/λ̃
<

۱
δ
.

آنجاکه از ندارد. موضعي مينيمم صفر در Iλ̃ مي کنيم ثابت

۱
λ̃
<

(b− a)۵

۹۷۲eH۰ B̃

و lim
n→+∞

ηn = ۰ که دارد وجود τ مثبت عدد و {ηn} مانند مثبت اعداد از دنباله اي

۱
λ̃
< τ <

(b− a)۵

۹۷۲eH۰

∫ b− ۱
۳ (b−a)

a+ ۱
۳ (b−a)

F (x, ηn)dx

η۲n
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داريم: و مي کنيم تعريف ۱ .۳ قضيه اثبات مانند را wn ،n ∈ N براي بزرگ. کافي به قدر n طبيعي عدد به ازاي

Iλ̃(wn) = Φ(wn)− λ̃Ψ(wn)

⩽ ۹۷۲eH۰

(b− a)۵
η۲n(۱− λ̃τ) < ۰.

چون
lim

n→+∞
Iλ̃(wn) = Iλ̃(۰) = ۰

مينيمم در موضعي مينيمم Iλ̃ مي گيريم نتيجه است، Φ تابعک سراسري مينيمم صفر اين که به توجه با نمي باشد. Iλ̃ از موضعي مينيمم صفر
همگراي صفر به که دارد وجود X در Iλ̃ بحراني نقاط از {un} دنباله ي ۶ .۲ قضيه ي از (پ) قسمت طبق بنابراين ندارد. Φ سراسري
تمام اثبات و است قوي همگراي صفر به {un} دنباله ي مي شود، نشانده C۱([a, b]) در فشرده به طور X چون هم چنين است. ضعيف

مي باشد.

نتيجه گيري ۵

براي را بازه هايي مناسب، فرض هاي تحت واقع در شد. بررسي تغييراتي روش با ششم مرتبه ي از مرزي مقدار مسأله ي يک مقاله اين در
همگرا يا بي کران ضعيف جواب هاي از دنباله يک داراي مسأله آن ها از معين مقادير به ازاي که کرديم ارائه {µ, λ} مسأله کنترلي پارامترهاي
نمايند. بررسي قضايا يا روش ها ساير با را مسأله و برده بهره مقاله اين در شده بيان مطالب از مي توانند علاقمند و محترم خوانندگان است. صفر به

قدرداني و تشکر
مي نمايند. قدرداني صميمانه ارزشمند، پيشنهادهاي و اصلاحات ارائه و مقاله دقيق مطالعه جهت محترم داورهاي از نويسندگان
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On the existence of solutions for a sixthorder boundary value
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Abstract: In this paper, by employing the variational method, we show that a boundary value problem
of sixth order has infinitely many solutions. In fact, via a critical point theorem, we will present sufficient
conditions such that the problem has a sequence of solutions in a suitable function space. Specific cases
and an example of results are also stated.

Keywords: Critical point, Variational method, Boundary value problems.

©2024 Shahid Chamran University of Ahvaz, Ahvaz, Iran. This article is an openaccess arti
cle distributed under the terms and conditions of the Creative Commons AttributionNonComertial 4.0
International (CC BYNC 4.0 license) (http://creativecommons.org/licenses/bync/4.0/).

5Corresponding author.
Email addresses: (S. Shokooh) shokooh@gonbad.ac.ir, (H. Ghezelseflou) ghezelseflouh@gmail.com
(R. Farokhzad Rostami) r_farokhzad@gonbad.ac.ir.

shokooh@gonbad.ac.ir
ghezelseflouh@gmail.com
r_ farokhzad@gonbad.ac.ir

	مقدمه
	ساختار تغییراتی و نتایج اولیه
	 قضیهی وجود جواب 
	 نتایج قابل توجه 
	نتیجهگیری

