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ديريکله فضاي به کوشي تبديل فضاي از وزن دار ترکيبي عملگر دو تفاضل

۱ عباسي ابراهيم

ايران مهاباد، واحد اسلامي، آزاد دانشگاه پايه، علوم دانشکده رياضي، گروه
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من معلم اولين محمد، بزرگوارم برادر روح به تقديم

خودنگاشت دو φ, ψ و u, v ∈ H(D) ،D روي تحليلي توابع تمام مجموعه H(D) کنيد فرض چکيده:
مي شود تعريف زير به صورت uCφ − vCψ وزن دار ترکيبي عملگر دو تفاضل باشند. (φ, ψ : D → D)

(uCφ − vCψ)f(z) = u(z)f(φ(z))− v(z)f(ψ(z)), f ∈ H(D), z ∈ D.

خواهد قرار بررسي مورد ديريکله فضاي به کوشي تبديل فضاي از وزن دار ترکيبي عملگر دو تفاضل کرانداري مقاله اين در
اشاره فضاهاي بين ترکيبي عملگر نرم آن از پس شد. خواهد ارائه شده اشاره عملگر کرانداري براي معادلي شرط و گرفت
کوشي تبديل فضاي از ترکيبي عملگر و ∥Cφ∥ ≥ ۱ که شد خواهد داده نشان و گرفت خواهد قرار مطالعه مورد شده

نيست. طول پا ديريکله فضاي به

طول پا. کوشي، تبديل فضاي ديريکله، فضاي کرانداري، کليدي: واژه هاي

47B38; 30H99 رياضي: ردهبندي

مقدمات و تعاريف ۱
D روي شده نرمال مساحت اندازه dA(z) و D روي تحليلي توابع تمام مجموعه H(D) ،D = {z ∈ C : |z| < ۱} کنيد فرض

کرد. خواهيم تعريف زير شرح به را مقاله اين نياز مورد فضاهاي ابتدا باشد. (
∫
D dA(z) = ۱)

زير شرط در که f ∈ H(D) مانند توابعي تمام از مي شود داده نشان Dα نماد با که ديريکله فضاي ،α > −۱ کنيد فرض .۱ .۱ تعريف
است شده تشکيل مي کنند صدق

(۱+ α)

∫
D
(۱− |z|۲)|f ′(z)|۲dA(z) <∞.
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است. باناخ فضاي يک ∥f∥Dα = |f(۰)|+
(
(۱+ α)

∫
D(۱− |z|۲)|f ′(z)|۲dA(z)

) ۱
۲

نرم با فضا اين

نرم با فضا اين که مي دهند نشان M با را T روي مختلط اندازه هاي تمام فضاي .T = {z ∈ C : |z| = ۱} کنيد فرض
پرداخت. خواهيم مي شود تعريف M فضاي از استفاده با که کوشي تبديل فضاي معرفي به اکنون است. باناخ فضاي يک کلي تغييرات

ν ∈ M مانند اندازه يک حداقل به ازاي که است شده تشکيل f ∈ H(D) مانند توابعي تمام از ،F کوشي تبديل فضاي .۲ .۱ تعريف
است زير به صورت نمايشي داراي

f(z) =

∫
T

dν(w)

۱− wz
, z ∈ D.

تبديل فضاي مي دهند. نشان Mf با مي باشد فوق به صورت نمايشي داراي آنها به ازاي f تابع که مختلط اندازه هاي تمام مجموعه
∥.∥F نرم با کوشي

∥f∥F = inf

{
∥ν∥ : ν ∈ Mf

}
–۱۵ ،۱۱–۹] در مي توان را کوشي تبديل فضاي مورد در تکميلي اطلاعات مي باشد. ديسک جبر دوگان فضا، اين است. باناخ فضاي يک

نگريست. [۲۴ ،۲۳ ،۲۱ ،۱۷

x ∈ X هر براي هرگاه نامند طول پا را T : X → Y خطي عملگر باشند. نرم دار فضاي دو Y و X کنيد فرض .۳ .۱ تعريف

∥Tx∥Y = ∥x∥X .

روي عملگرها زمينه در مباحث مهمترين از يکي مي باشد. يک به يک و يک) نرم طول پاکراندار(با خطي عملگر هر که است آشکار
در مي توان را زمينه اين در تکميلي اطلاعات مي باشد. تحليلي توابع فضاهاي روي ترکيبي(وزن دار) عملگر طول پابودن بررسي تحليلي، توابع

نگريست. [۱۸ ،۱۴ ،۱۳ ،۸–۶]
مي دهند. نشان S(D) با را D روي تحليلي خودنگاشت هاي تمام مجموعه مي نامند. خودنگاشت را φ : D → D تحليلي تابع هر

مي شود تعريف زير مي دهند به صورت نشان uCφ با که وزن دار ترکيبي عملگر .φ ∈ S(D) و u ∈ H(D) کنيد فرض .۴ .۱ تعريف

(uCφ)f(z) = u(z)f(φ(z)), f ∈ H(D), z ∈ D.

فرض اکنون شد. خواهد حاصل ضربي عملگر ،φ(z) = z دادن قرار با و ترکيبي عملگر بالا، عملگر در u(z) = ۱ جايگذاري با
است زير به صورت وزن دار ترکيبي عملگر دو تفاضل ،φ, ψ ∈ S(D) و u, v ∈ H(D) کنيد

(uCφ − vCψ)f(z) = u(z)f(φ(z))− v(z)f(ψ(z)), f ∈ H(D), z ∈ D.

نمود. پيدا را ضربي و ترکيبي عملگر دو تفاضل مي توان مشابه طريق به
خودنگاشت با فشردگي و کرانداري بين ارتباط بررسي تحليلي توابع فضاهاي روي ترکيبي عملگرهاي نظريه در مباحث مهمترين از يکي
از ترکيبي عملگر هر که شد خواهد داده نشان سادگي به شوارتز کوشي لم از استفاده با مثال عنوان به مي باشد . φ ترکيبي، عملگر معرف
بلاخ نوع (از α بلاخ نوع از فضاي از ترکيبي عملگر که است شده داده نشان ([۴ ،۳]) در است. کراندار هميشه بلاخ فضاي به بلاخ فضاي

اگر وتنها اگر است کراندار وزن دار فضاي امين n به (α کوچک

sup
m∈N

mα−۱∥φm∥Wn
µ
<∞.

مي باشد. عملگر آن اساسي نرم براي تقريبي يا اساسي نرم کردن پيدا کراندار عمگر يک فشردگي بررسي براي غيرمستقيم روشهاي از يکي
که مي شود داده نشان ∥T∥e,X→Y با اساسي نرم باشد Y به X از کراندار خطي عملگر يک T و نرم دار فضاي دو Y و X کنيد فرض

∥T∥e,X→Y = inf{∥T − S∥ : است فشرده S .{عملگر

که است داده نشان [۳۱] در ژهاو .∥T∥e,X→Y = ۰ اگر وتنها اگر است فشرده T عملگر بالا، تعريف به توجه با

∥Cφ∥e,Bα→Bβ = (
e

۲α
)α lim sup

m→∞
mα−۱∥φm∥Bβ .
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کردن پيدا با ([۴ ،۳]) در .lim supm→∞mα−۱∥φm∥Bβ = ۰ اگر تنها و اگر است فشرده Cφ : Bα → Bβ عملگر پس
وزن دار فضاي امين n به ( αکوچک بلاخ نوع (از α بلاخ نوع از فضاي از ترکيبي عملگر که است شده داده نشان اساسي، نرم براي تقريبي

اگر تنها و اگر است فشرده
lim sup
m→∞

mα−۱∥φm∥Wn
µ
= ۰.

دو تفاضل اساسي نرم و فشردگي کرانداري، تحليلي، توابع فضاهاي روي ترکيبي عملگرهاي مجموعه توپولوژيکي ساختار بررسي در
از آنها ويژگي هاي از برخي و تحليلي توابع فضاهاي روي ترکيبي عملگر دو تفاضل .([۲۳ ،۲۰ ،۱۹ ،۱۲]) شد خواهد مطرح ترکيبي عملگر

.( [۲۸–۲۵ ،۲۲]) است گرفته قرار مطالعه مورد زيادي نويسندگان توسط اساسي نرم و فشردگي کرانداري، جمله
بررسي متنوعي فضاهاي روي را وزن دار(تعميم يافته) ترکيبي عملگر اساسي نرم و فشردگي کرانداري، همکاران، و مقاله اين نويسنده
پيدا را وزن دار فضاي امين n به کوشي تبديل فضاي از وزن دار ترکيبي عملگرهاي از وسيعي کلاس نرم [۲۹] در استويچ .([۲ ،۱] کرده اند(
را زيگموند فضاي به کوشي تبديل فضاي از تعميم يافته شارماي استويچ عملگر اساسي نرم و کرانداري [۵] در حسنلو و عباسي است. نموده

داده اند. قرار مطالعه مورد
ديريکله فضاي به کوشي تبديل فضاي از ترکيبي عملگر دو تفاضل کرانداري ابتدا مقاله اين اول بخش در قبلي مطالعات از گرفتن الهام با
فضاهاي روي ترکيبي عملگر دوم بخش در آن از پس شد. خواهد پيدا عملگر آن نرم براي پاييني و بالا کران و گرفت خواهد قرار بررسي مورد
نشان نتيجه  اي عنوان به همچنين است. يک از ناکمتر همواره آن نرم که شد خواهد داده نشان و گرفت خواهد قرار مطالعه مورد شده اشاره

نيست. طول پا ديريکله فضاي به کوشي تبديل فضاي از ترکيبي عملگر که مي دهيم

ديريکله فضاي به کوشي تبديل فضاي از وزن دار ترکيبي عملگر دو تفاضل ۲
و گرفت خواهد قرار بررسي مورد ديريکله فضاي به کوشي تبديل فضاي از متمايز وزن دار ترکيبي عملگر دو تفاضل کرانداري بخش اين در

شد. خواهد ارائه شده اشاره عملگر کرانداري براي معادلي شرط

فضاي به کوشي تبديل فضاي از uCφ − vCψ عملگر .u, v ∈ H(D) و φ, ψ ∈ S(D) ،α > −۱ کنيد فرض .۱ .۲ قضيه
اگر تنها و اگر است کراندار ديريکله

sup
w∈T

Q۱(w) + sup
w∈T

Q۲(w) <∞, (۱ .۲)

آن در که

Q۱(w) =

∣∣∣∣ u(۰)
۱− w̄φ(۰)

− v(۰)
۱− w̄ψ(۰)

∣∣∣∣ ,
Q۲(w) =

(۱+ α)

∫
D
(۱− |z|۲)α

∣∣∣∣∣
۱∑
t=۰

w̄t(
Et
u,φ(z)

(۱− w̄φ(z))t+۱ −
Et
v,ψ(z)

(۱− w̄ψj(z))t+۱ )

∣∣∣∣∣
۲

dA(z)

 ۱
۲

E۰
u,φ(z) = u′(z), E۱

u,φ(z) = u(z)φ′(z).

داشت: خواهيم در اين صورت

sup
w∈T

(
Q۱(w) +Q۲(w)

)
≤ ∥uCφ − vCψ∥ ≤ sup

w∈T
Q۱(w) + sup

w∈T
Q۲(w).

تابع w ∈ T هر براي اثبات.
fw(z) =

۱
۱− w̄z

داريم در اين صورت .([۳۰]) مي باشد يک عدد برابر آن نرم و دارد قرارد کوشي تبديل فضاي در

|((uCφ − vCψ)fw)(۰)| = |u(۰)fw(φ(۰))− v(۰)fw(ψ(۰))|

=

∣∣∣∣ u(۰)
۱− w̄φ(۰)

− v(۰)
۱− w̄ψj(۰)

∣∣∣∣
= Q۱(w)
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و

Q۲(w)
۲ =(۱+ α)

∫
D
(۱− |z|۲)α

∣∣∣∣∣
۱∑
t=۰

(
Et
u,φ(z)

(۱− w̄φ(z))t+۱ −
Et
v,ψ(z)

(۱− w̄ψ(z))t+۱ )

∣∣∣∣∣
۲

dA(z)

=(۱+ α)

∫
D
(۱− |z|۲)α |((uCφ − vCψ)fw)

′(z)|۲ dA(z).

پس باشد، کراندار uCφ − vCψ : F → Dα عملگر که مي کنيم فرض اکنون

|((uCφ − vCψ)fw)(۰)|+
(
(۱+ α)

∫
D
(۱− |z|۲)α |((uCφ − vCψ)fw)

′(z)|۲ dA(z)
) ۱

۲

≤

∥uCφ − vCψ∥∥fw∥F = ∥uCφ − vCψ∥.

داشت: خواهيم در اين صورت بگيرييم سوپريمم w به نسبت بالا رابطه از اگر

max
{
sup
w∈T

Qi(w)
}۲
۱ ≤ sup

w∈T
(Q۱(w) +Q۲(w)) ≤ ∥uCφ − vCψ∥.

کراندار ديريکله فضاي به کوشي تبديل فضاي از uCφ−vCψ عملگر که مي دهيم نشان است برقرار (۱ .۲) رابطه که مي کنيم فرض اکنون
به طوري که است موجود νf ∈ M مانند اندازه اي f ∈ F تابع هر براي است.

f(z) =

∫
T

dνf (w)

۱− w̄z
, z ∈ D,

داشت: خواهيم ،f ∈ F هر براي پس .∥f∥F = ∥νf∥ و

|(uCφ − vCψ)f(۰)| = |u(۰)f(φ(۰))− v(۰)f(ψ(۰))|

= |
∫
T
(

u(۰)
۱− w̄φ(۰)

− v(۰)
۱− w̄ψ(۰)

)dν(w)|

≤
∫
T

∣∣∣∣ u(۰)
۱− w̄φ(۰)

− v(۰)
۱− w̄ψ(۰)

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
Q۱(w)

d|ν|(w)

≤ ∥ν∥ sup
w∈T

Q۱(w)

داريم ينسين نامساوي و فوبيني قضيه از استفاده با طرفي از

(۱+ α)

∫
D
(۱− |z|۲)α |((uCφ − vCψ)f)

′(z)|۲ dA(z) =

(۱+ α)

∫
D
(۱− |z|۲)α∥νf∥۲

∣∣∣∣∣
۱∑
t=۰

∫
T
w̄t(

Et
u,φ(z)

(۱− w̄φ(z))t+۱ −
Et
v,ψ(z)

(۱− w̄ψ(z))t+۱ )
dνf (w)

∥νf∥

∣∣∣∣∣
۲

dA(z) ≤

∫
T
∥νf∥۲(۱+ α)

∫
D
(۱− |z|۲)α

∣∣∣∣∣
۱∑
t=۰

w̄t(
Et
u,φ(z)

(۱− w̄φ(z))t+۱ −
Et
v,ψ(z)

(۱− w̄ψ(z))t+۱ )

∣∣∣∣∣
۲

dA(z)
d|νf |(w)
∥νf∥

≤∫
T
∥νf∥Q۲

۲(w)d|νf |(w) ≤ ∥νf∥۲(sup
w∈T

Q۲(w))
۲.
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داشت: خواهيم فوق نامساوي هاي از استفاده با اين رو از

|((uCφ − vCψ)f)(۰)|+
(
(۱+ α)

∫
D
(۱− |z|۲)α |((uCφ − vCψ)f)

′(z)|۲ dA(z)
) ۱

۲

≤(
sup
w∈T

Q۱(w) + sup
w∈T

Q۲(w)

)
∥νf∥ ≤(

sup
w∈T

Q۱(w) + sup
w∈T

Q۲(w)

)
∥f∥F .

داريم بگيريم سوپريمم w به نسبت فوق رابطه از اگر

∥uCφ − vCψ∥ ≤ sup
w∈T

Q۱(w) + sup
w∈T

Q۲(w).

است. تمام اثبات و

قبل قضيه در v ≡ ۰ جايگذاري با .۲ .۲ نتيجه

E۰
v,ψ(z) = E۱

v,ψ(z) = ۰

شد. خواهند بيان ديريکله فضاي به کوشي تبديل فضاي از وزن دار ترکيبي عملگر براي نتايج دراين صورت

داريم ۱ .۲ قضيه در u ≡ ۱ و v ≡ ۰ جايگذاري با .۳ .۲ نتيجه

E۰
v,ψ(z) = E۱

v,ψ(z) = E۰
,φ(z) = ۰, E۱

u,φ(z) = φ′(z).

شد. خواهند بيان ديريکله فضاي به کوشي تبديل فضاي از ترکيبي عملگر براي نتايج در اين صورت

ديريکله فضاي به کوشي تبديل فضاي از ترکيبي عملگر نرم ۳
گرفت. خواهد قرار بررسي مورد ديريکله فضاي به کوشي تبديل فضاي از آن طول پابودن و ترکيبي عملگر نرم بخش اين در

در اين صورت .φ ≡ ۰ کنيد فرض .۱ .۳ قضيه
.∥C۰∥ = ۱ الف)

است. نامتناهي البعد Ker(C۰) فضاي آنگاه Ker(C۰) = {f ∈ F : C۰(f) = ۰} اگر ب)

داريم ،۱ .۲ قضيه و ۳ .۲ نتيجه به توجه با اثبات.

sup
w∈T

(∣∣∣∣ ۱
۱− w̄φ(۰)

∣∣∣∣+Q۲(w)

)
≤ ∥Cφ∥ ≤ sup

w∈T

∣∣∣∣ ۱
۱− w̄φ(۰)

∣∣∣∣+ sup
w∈T

Q۲(w).

در اين صورت .Q۲(w) ≡ ۰ و φ(۰) = ۰ پس φ ≡ ۰ چون

۱ = sup
w∈T

(۱+ ۰) ≤ ∥C۰∥ ≤ ۱+ ۰ = ۱.

به طوري که است موجود νf ∈ M مانند اندازه اي f ∈ F هر براي (ب)

f(z) =

∫
T

dνf (w)

۱− w̄z
, z ∈ D,

دراين صورت .∥f∥F = ∥νf∥ و

C۰(f) = f(۰) =
∫
T

dνf (w)

۱− w̄ × ۰
=

∫
T
dνf (w).

کوشي تبديل فضاي چون مي باشد. ناصفر خطي تابعک يک C۰ عملگر اين رو از بوده مختلط اعداد زيرمجموعه C۰ عملگر برد پس
است. نامتناهي البعد شده اشاره عملگر هسته پس بوده، نامتناهي البعد
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آنگاه φ ̸= ۰ اگر باشد. کراندار ديريکله فضاي به کوشي تبديل فضاي از ترکيبي عملگر و φ ∈ S(D) کنيد فرض .۲ .۳ قضيه

∥Cφ∥ > ۱.

مي گيريم. نظر در حالت دو فوق قضيه اثبات براي اثبات.
.φ(۰) ̸= ۰ اول: حالت

پس ،φ(۰) = |φ(۰)|eiθ۰ به طوري که است موجود ۰ ≤ θ۰ < ۲π حالت اين در

sup
w∈T

۱
|۱− w̄φ(۰)|

≥ ۱
|۱− eiθ۰φ(۰)|

≥ ۱
|۱− eiθ۰ |φ(۰)|eiθ۰ |

=
۱

۱− |φ(۰)|
> ۱.

داشت: خواهيم ،۱ .۲ قضيه از استفاده با اين رو از

∥Cφ∥ ≥ sup
w∈T

(∣∣∣∣ ۱
۱− w̄φ(۰)

∣∣∣∣+Q۲(w)

)
≥

∣∣∣∣∣ ۱
۱− eiθ۰φ(۰)

∣∣∣∣∣+Q۲(e
iθ۰)

> ۱+Q۲(e
iθ۰).

.φ(۰) = ۰ دوم: حالت
داريم ،۱ .۲ قضيه از استفاده با

∥Cφ∥ ≥ sup
w∈T

( ∣∣∣∣ ۱
۱− w̄φ(۰)

∣∣∣∣+Q۲(w)

)
= ۱+ sup

w∈T
Q۲(w).

اين رو از نباشد چنين که مي کنيم فرض پس شد. خواهد تمام اثبات supw∈TQ۲(w) ̸= ۰ اگر

۰ = sup
w∈T

Q۲(w)

= sup
w∈T

(
(۱+ α)

∫
D

(۱− |z|۲)α|φ′(z)|۲

|۱− w̄φ(z)|۴
dA(z)

) ۱
۲

≥
(
(۱+ α)

∫
D

(۱− |z|۲)α|φ′(z)|۲

(۱+ |φ(z)|)۴
dA(z)

) ۱
۲

.

است. تناقض يک اين و φ = φ(۰) = ۰ پس باشد. ثابت عدد بايد φ نگاشت اين رو از (۱−|z|۲)α|φ′(z)|۲
(۱+|φ(z)|)۴ ≡ ۰ دراين صورت

است. تمام اثبات

ترکيبي عملگر در اين صورت باشد کراندار ديريکله فضاي به کوشي تبديل فضاي از ترکيبي عملگر و φ ∈ S(D) کنيد فرض .۳ .۳ نتيجه
نيست. طول پا ديريکله فضاي به کوشي تبديل فضاي از

در اما باشد. طول پا نمي تواند اين رو از و نيست يک به يک C۰ عملگر ،۱ .۳ قضيه (ب) قسمت از استفاده با در اين صورت φ ≡ ۰ اگر اثبات.
باشد. طول پا نمي تواند نيز حالت اين در که شد خواهد يک از بزرگتر Cφ عملگر نرم ۲ .۳ قضيه از استفاده با ،φ ̸= ۰ که حالتي
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Abstract: Let H(D) be the space of all analytic functions on D, u, v ∈ H(D) and φ, ψ be selfmap
(φ, ψ : D → D). Difference of weighted composition operator is denoted by uCφ − vCψ and defined
as follows

(uCφ − vCψ)f(z) = u(z)f(φ(z))− v(z)f(ψ(z)), f ∈ H(D), z ∈ D.

In this paper, boundedness of difference of weighted composition operator from Cauchy transform into
Dirichlet space will be considered and an equivalence condition for boundedness of such operator will be
given. Then the norm of composition operator between the mentioned spaces will be studied and it will be
shown that ∥Cφ∥ ≥ 1 and there is no composition isometry from Cauchy transform into Dirichlet space.

Keywords: Boundedness, Cauchy transform space, Dirichlet space, isometry.
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