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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۱۴۳ ‐۱۲۹ ص شماره۲، ،۱۴ دوره ،۱۴۰۳ سال

معادلات حل براي تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع مبتني بر عددي روش يک
سوم نوع کورديال ولتراي انتگرال

۱ محمدي(۱) فخرالدين و نژاد(۱) طيبي سعيده

ايران بندرعباس، هرمزگان، دانشگاه پايه، علوم دانشکده رياضي، گروه (۱)

حجتي غلامرضا مسئول: دبير

۱۴۰۳/۷/۶ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۲/۷/۲۶ دريافت: تاريخ

لگاريتمي متعامد توابع ابتدا هدف، اين براي مي پردازد. سوم نوع کورديال ولتراي انتگرال معادلات حل به مقاله اين چکيده:
هم محلي، طيفي روش در پايه به عنوان توابع اين از استفاده با آن از پس مي شود. بررسي آنها خواص و معرفي تعميم يافته
براي همگرايي آناليز و تقريب خطاي سپس مي شود. ارائه انتگرال معادلات نوع اين جواب تقريب براي عددي روشي
عددي مثال چند پيشنهادي، روش دقت و کارايي سنجش براي همچنين، مي گيرد. قرار بررسي مورد نيز ارائه شده روش
با مقايسه در تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع روش که مي دهند نشان حاصل شده عددي نتايج است. گرفته شده نظر در

است. دقيق تر و کارآمدتر قبلي ارائه شده روش هاي از برخي

هم محلي. روش تعميم يافته، لگاريتمي متعامد توابع کورديال، ولتراي انتگرال معادلات کليدي: واژه هاي

33C45; 65R20 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
ولتراي انتگرال عملگر

(Vφu)(t) =

∫ t

۰
t−۱φ(t−۱s)k(t, s)u(s)ds, t ∈ I := [۰, T ], (۱ .۱)

مي شود. ناميده کورديال ولتراي انتگرال عملگر ،m ≥ ۰ ،k(t, s) ∈ Cm(۰ ≤ s ≤ t ≤ T ) و φ ∈ L۱(۰, ۱) آن در که
توسط بار اولين مربوطه معادلات و عملگر نوع اين دارد. نام کورديال ولتراي انتگرال معادله باشد، عملگري چنين شامل که انتگرال معادله هر
عملگر نيز ديگري مؤلفان وينيکو، بر علاوه آن، از پس .[۲۹ ،۲۸] شدند معرفي (Gennadi V ainikko) وينيکو گنادي نام به شخصي
هدايت مسائل مطالعه در کورديال عملگرهاي .[۳۳ ،۳۱ ،۳۰ ،۱۶ ،۱۴ ،۱۳] دادند قرار مطالعه مورد را کورديال ولتراي انتگرال معادلات و
مي شوند پديدار هسته اند در خاصي تکيني هاي داراي که ولترا انتگرال عملگرهاي از ويژه اي انواع در نيز و آميخته مرزي شرايط با گرمايي
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توجه مقاله، اين در . است[۲۸] غيرفشرده غيراين صورت در فشرده، (۱ .۱) عملگر ،k(۰, ۰) = ۰ اگر که شود اشاره همچنين .[۱۷ ،۸]
مي کنيم: معطوف زير فرم به سوم نوع ولتراي انتگرال معادلات به را خود

tbu(t) = f(t) +

∫ t

۰
(t− s)−ν q(t, s)u(s)ds, b > ۰, ۰ < ν < ۱, (۲ .۱)

و f(t) = tbg(t) اين، بر علاوه است. φ(t−۱s) = (۱ − t−۱s)−ν با (۱ .۱) کورديال فرم به تبديل قابل آن انتگرال عملگر که
است. I بازه در پيوسته تابعي g(t)

مکانيک پلاسما، در ساکن امواج نظريه بعدي، دو نقل و حمل نظريه مانند مختلفي زمينه هاي در سوم نوع انتگرال معادلات که آنجايي از
جواب يافتن و معادلات از نوع اين مطالعه دارند؛ کاربرد ذرات پراکندگي و نوترون انتقال کشش، تئوري  مسائل ستارگان، ترموديناميک آماري،
در سوم نوع ولتراي انتگرال معادلات جواب بودن منظم و يکتايي وجود، تحليل .[۹ ،۳ ،۲] است بوده توجه مورد همواره آنها براي عددي
موجک هاي با هم محلي روش مانند مختلفي روش هاي انتگرال معادلات از دسته اين عددي حل براي تا کنون است. شده بررسي [۱] مرجع
نکته است. شده به کار گرفته [۱۹] عملگر ماتريس روش و [۲۷] برنشتاين تقريب تکنيک ،[۱۵] ريتز تقريب هاي ،[۲۰] تعميم يافته ژاکوبي
اين که است اين کورديال اند، نوع عملگرهاي شامل که پژوهش اين در مطالعه مورد سوم نوع ولتراي انتگرال معادلات مورد در توجه قابل
طيفي روش هاي دقت افزايش به منظور تکين، مسائل با رويارويي در به طورکلي، دارند. تکين رفتار t = ۰ اوليه نقطه در معادلات از دسته
،[۲۶] تکين توابع روش ،[۱۸] متناهي متناهي/عناصر تفاضلات روش در موضعي سازگاري فرآيند به کار  گيري مانند تکنيک و ايده چندين

دارد. وجود [۳۲ ،۲۴ ،۲۳ ،۷–۵] نگاشت شده طيفي روش هاي و [۲۱ ،۱۱ ،۱۰] غني شده طيفي روش هاي
وزن دار سوبولف فضاهاي روي نگاشت شده طيفي روش هاي تکيني، با رويارويي هنگام که دادند نشان نويسندگان [۱۲] مرجع در
سوبولف فضاهاي روي طيفي روش هاي و متناهي تفاضل متناهي، عنصر مانند عددي روش هاي با مقايسه در بهتري دقت غيريکنواخت
دسته دو و کرده استفاده تعميم يافته لاگر چندجمله اي هاي تعريف در مناسب لگاريتمي نگاشت يک از آنها منظور، اين براي دارند. معمولي
ايده از الهام با تحقيق، اين در کردند. معرفي را تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع و لگاريتمي متعامد توابع عنوان تحت متعامد توابع از جديد
فرم به سوم نوع کورديال ولتراي انتگرال معادلات حل براي تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع مبتني بر عددي روش يک اشاره شده، مرجع

مي شود. پيشنهاد (۲ .۱)
تقريب چگونگي ادامه در و معرفي تعميم يافته نوع و لگاريتمي متعامد توابع از دسته دو ،۲ بخش در است: زير شرح به مقاله اين ساختار
بخش در لگاريتمي متعامد پايه هاي و هم محلي طيفي روش از استفاده با (۲ .۱) معادله جواب تقريب مي شود. بيان توابع اين توسط تابع يک
۵ بخش در مي پردازد. معرفي شده روش همگرايي و متعامد پايه هاي اين توسط تقريب خطاي تحليل به ۴ بخش مي گيرد. قرار بحث مورد ۳

مي شود. بيان ۶ بخش در نتيجه گيري پايان، در است. شده ارائه عددي مثال چند پيشنهاد شده روش کارايي و دقت بررسي به منظور

آنها تعميم يافته فرم و لگاريتمي متعامد توابع ۲

لگاريتمي نگاشت به کمک واقع در شدند، معرفي [۱۲] مرجع در بار اولين که لگاريتمي متعامد توابع

x(t) := −(β + ۱) log(t), β > −۱, t ∈ (۰, ۱), (۱ .۲)

مي شوند. ساخته ،α > −۱ ،L(α)
n (x) تعميم يافته لاگر چندجمله اي هاي در

مي شوند: تعريف زير به صورت لگاريتمي متعامد توابع .α, β > −۱ کنيد فرض .۱ .۲ تعريف

S(α,β)
n (t) = L(α)

n (x(t)) = L(α)
n

(
− (β + ۱) log(t)

)
, n = ۰, ۱, . . . . (۲ .۲)

صدق زير بازگشتي رابطه در لگاريتمي متعامد توابع که مي شود نتيجه ف. ۷]، ،۲۵] تعميم يافته لاگر چندجمله اي هاي خواص به توجه با
مي کنند:

S(α,β)
۰ (t) =۱,

S(α,β)
۱ (t) =(β + ۱) log(t) + α + ۱,

S(α,β)
n+۱ (t) =

۲n+ α + ۱ + (β + ۱) log(t)
n+ ۱

S(α,β)
n (t)− n+ α

n+ ۱
S(α,β)
n−۱ (t), n = ۱, ۲, . . . .
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بود: خواهد زير به صورت توابع از دسته اين براي تعامد شرط ∫همچنين، ۱

۰
S(α,β)
n (t)S(α,β)

m (t)
(
− log(t)

)α
tβdt = γ(α,β)

n δnm, (۳ .۲)

و است کرونکر دلتاي تابع معرف δnm آن در که

γ(α,β)
n =

Γ(n+ α + ۱)
(β + ۱)α+۱Γ(n+ ۱)

. (۴ .۲)

مي شوند: تعريف زير به صورت تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع .λ ∈ R و α, β > −۱ کنيد فرض .۲ .۲ تعريف

S(α,β,λ)
n (t) := t

β−λ
۲ S(α,β)

n (t), n ≥ ۰. (۵ .۲)

در که معمولي اند لگاريتمي متعامد توابع همان تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع ،λ = β براي و خاص حالت در که است توجه قابل
تعامد رابطه در

{
S(α,β,λ)
n (t)

}∞

n=۰
تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع خانواده که داد نشان مي توان به سادگي شدند. تعريف (۲ .۲) رابطه

مي کنند: صدق ∫زير ۱

۰
S(α,β,λ)
n (t)S(α,β,λ)

m (t)
(
− log(t)

)α
tλdt = γ(α,β)

n δmn, (۶ .۲)

است. (۴ .۲) رابطه در تعريف شده مقدار همان γ(α,β)
n آن در که

در توابع اين مي شود، مشاهده که همانطور مي دهد. نشان صفر نقطه همسايگي در را لگاريتمي متعامد توابع رفتار ۱(آ) شکل .۳ .۲ ملاحظه
از استفاده بنابراين، مي دهد. قرار تاثير تحت به   شدت را توابع اين توسط تقريب دقت امر اين که دارند سريعي خيلي رشد صفر نقطه نزديکي
متعامد توابع از مي توان مشکل، اين رفع براي نيست. مناسب تکيني اند شامل که معادلاتي حل براي پايه توابع به   عنوان لگاريتمي متعامد توابع
لذا، دارند. متعادل تري رفتار صفر نقطه نزديکي در توابع اين مي شود، مشاهد ۱(ب) شکل در که همان گونه کرد. استفاده تعميم يافته لگاريتمي

شد. خواهد بهتري نتايج به منجر تکيني با رويارويي هنگام توابع اين از استفاده

.λ = −۱ و β = ۶ ،α = ۰ با y(t) = S(α,β,λ)
n (t) نمودار (ب) .β = ۲ و α = ۰ با y(t) = S(α,β)

n (t) نمودار (آ)

تعميم يافته. لگاريتمي متعامد توابع و لگاريتمي متعامد توابع نمودارهاي :۱ شکل
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تابع تقريب ۱ .۲

گستراند: زير به صورت تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع از استفاده با مي توان را f ∈ L۲(۰, ۱) تابع هر

f(t) =
∞∑
i=۰

ciS(α,β,λ)
i (t). (۷ .۲)

وزن تابع به نسبت داخلي ضرب نماد ⟨., .⟩ آن در که محاسبه اند قابل ci = ⟨f(t),S(α,β,λ)
i (t)⟩ رابطه از ci مجهول ضرايب

از تقريبي تعميم يافته، لگاريتمي متعامد توابع خانواده از اول +n)‐تابع ۱) تنها گرفتن نظر در با است. χα,λ(t) := (− log(t))αtλ

شد: خواهد محاسبه زير به صورت f(t) تابع

f(t) ≃ fn(t) =
n∑

i=۰

ciS(α,β,λ)
i (t) := CTΦ(t), (۸ .۲)

زيرند: به صورت +n)‐تايي ۱) بردارهاي Φ(t) و C آن در که

C = [c۰, c۱, . . . , cn]
T , Φ(t) =

[
S(α,β,λ)

۰ (t),S(α,β,λ)
۱ (t), . . . ,S(α,β,λ)

n (t)
]T
. (۹ .۲)

را تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع بر حسب g(t, s) ∈ L۲ ([۰, ۱]× [۰, ۱]) متغيره دو تابع هر تقريبي بسط به طور مشابه،
نوشت: زير به  صورت مي توان

g(t, s) ≃ gn(t, s) = ΦT (t)GΦ(s), (۱۰ .۲)

است: زير به صورت درايه هايي با (n+ ۱)× (n+ ۱) مرتبه از ماتريس يک G آن در که

Gij =
〈
S(α,β,λ)
i (t),

〈
g(t, s),S(α,β,λ)

j (s)
〉
χα,λ(s)

〉
χα,λ(t)

. (۱۱ .۲)

عملگر ماتريس  هاي ۲ .۲

مي شود: انجام زير به صورت شد، تعريف (۹ .۲) رابطه در که Φ(t) بردار از ∫انتگرال گيري t

۰
Φ(τ)dτ = PΦ(t), (۱۲ .۲)

محاسبه اند: قابل زير به صورت آن درايه هاي و است (n+ ۱)× (n+ ۱) مرتبه از انتگرال عملگر ماتريس P آن در که

Pij =

〈∫ t

۰ S(α,β,λ)(τ)dτ,S(α,β,λ)(t)
〉
χα,λ(t)

⟨S(α,β,λ)(t),S(α,β,λ)(t)⟩χα,λ(t)

. (۱۳ .۲)

داريم: C دلخواه بردار براي همچنين،

Φ(t)ΦT (t)C = C̃TΦ(t), (۱۴ .۲)

است. C بردار به وابسته قطري درايه هاي با قطري ماتريس يک C̃ آن در که
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سوم نوع کورديال ولتراي انتگرال معادله حل ۳
(۲ .۱) معادله حل براي عددي روش يک آنها، انتگرال عملگر ماتريس و تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع از استفاده با بخش، اين در

مي شود: بازنويسي زير فرم به (۲ .۱) معادله K(t, s) := t−b−۱φ(t−۱s)q(t, s) دادن قرار با ابتدا راستا، اين در مي شود. معرفي

u(t) = g(t) +

∫ t

۰
K(t, s)u(s)ds. (۱ .۳)

مي شوند: زده تقريب زير به صورت تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع از استفاده با K(t, s) هسته تابع و u(t) مجهول تابع آن از پس

u(t) ≃ CTΦ(t) = ΦT (t)C, K(t, s) ≃ ΦT (t)KΦ(s). (۲ .۳)

مي شود: ساده زير به صورت (۱ .۳) رابطه در موجود انتگرال عملگر ،(۱۴ .۲) و (۱۲ .۲) روابط از استفاده سپس و تقريبي مقادير اين از استفاده ∫با t

۰
K(t, s)u(s)ds ≃

∫ t

۰
ΦT (t)KΦ(s)ΦT (s)Cds = ΦT (t)K

∫ t

۰
Φ(s)ΦT (s)Cds

= ΦT (t)K

∫ t

۰
C̃TΦ(s)ds = ΦT (t)KC̃TPΦ(t),

(۳ .۳)

است: بيان قابل زير به صورت (۱ .۳) معادله کلي فرم نهايت، در است. (۲ .۲) زيربخش در معرفي شده انتگرال عملگر ماتريس P آن در که

CTϕ(t) = g(t) + ΦT (t)KC̃TPΦ(t). (۴ .۳)

بگيريد: نظر در هم محلي نقاط مجموعه به عنوان را زير نقاط مجموعه اکنون

t
(α,β)
j :=

{
exp

(
−(β + ۱)−۱x

(α)
j

)}n

j=۰
, (۵ .۳)

با است. L(α)
n+۱(x) تعميم يافته لاگر چندجمله اي ريشه هاي n)‐گره + ۱) معرف ،j = ۰, ۱, . . . , n ازاي به ،x(α)

j آن در که
داشت: خواهيم (۴ .۳) رابطه در (۵ .۳) هم محلي نقاط جايگذاري

CTϕ(t
(α,β)
j ) = g(t

(α,β)
j ) + ΦT (t

(α,β)
j )KC̃TPΦ(t

(α,β)
j ), j = ۰, ۱, . . . , n. (۶ .۳)

حاصل C مجهول ضرايب بردار آن حل از که است مجهول (n + ۱) و معادله (n + ۱) با خطي معادلات دستگاه يک (۶ .۳) رابطه
به دست مي آيد. (۱ .۳) انتگرال معادله تقريبي جواب ،(۲ .۳) رابطه در C شده محاسبه بردار جايگذاري با پايان، در مي شود.

خطا آناليز و همگرايي ۴
بررسي مورد (۲ .۱) معادله جواب تقريب در تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع توسط تقريب خطاي آناليز و روش همگرايي بخش، اين در
متعامد توابع توسط تابع يک تقريب خطاي بهتر توصيف براي است. شده استفاده [۱۲] مرجع از مطرح شده مطالب ارائه در مي گيرد. قرار

داريم. نياز زير تعاريف به تعميم يافته، لگاريتمي

مي شود: تعريف زير به صورت مشتق شبه‐  لگاريتمي متعامد توابع براي .۱ .۴ تعريف

∂̂tu := t∂tu. (۱ .۴)

به صورت غير يکنواخت وزن دار سوبولف فضاي همچنين،

Ak
α,β(I) :=

{
ν ∈ L۲

χα,β(I) : ∂̂
j
t ν ∈ L۲

χα+j,β(I), j = ۱, ۲, . . . , k
}
, k ∈ N, (۲ .۴)

است: زير نرم و نيم نرم به مجهز که مي شود تعريف

| ν |Am
α,β

:=∥ ∂̂m
t ν ∥χα+m,β , ∥ ν ∥Am

α,β
:=

(
m∑
k=۰

| ν |۲
Ak

α,β

)۱/۲

. (۳ .۴)
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مي شود: تعريف زير به صورت تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع به نسبت مشتق شبه‐ .۲ .۴ تعريف

∂̂γ,tu := t۱+γ∂t
{
t−γu

}
. (۴ .۴)

مي شود: تعريف زير به صورت غير يکنواخت وزن دار سوبولف فضاي بعلاوه،

Ak
α,β,λ(I) :=

{
ν ∈ L۲

χα,λ(I) : ∂̂
j
β−λ

۲ ,t
ν ∈ L۲

χα+j,λ(I), j = ۱, ۲, . . . , k
}
, k ∈ N, (۵ .۴)

است: زير نرم و نيم نرم به مجهز که

| ν |Am
α,β,λ

:=∥ ∂̂m
β−λ

۲ ,t
ν ∥χα+m,λ , ∥ ν ∥Am

α,β,λ
:=

(
m∑
k=۰

| ν |۲
Ak

α,β,λ

)۱/۲

. (۶ .۴)

لگاريتمي متعامد توابع درونياب عملگر شد، تعريف (۵ .۳) رابطه در که ،
{
t
(α,β)
j

}n

j=۰
هم محلي نقاط مجموعه گرفتن نظر در با .۳ .۴ تعريف

مي شود: تعريف زير به صورت Iα,β
n

Iα,β
n : C(I) −→ P log(t)

n

Iα,β
n v(t

(α,β)
j ) = v(t

(α,β)
j ), j = ۰, ۱, . . . , n,

آن در که

P log(t)
n := span

{
۱, log(t),

(
log(t)

)۲
, . . . ,

(
log(t)

)n}
. (۷ .۴)

که داد نشان مي توان به سادگي

Iα,β
n v(t) =

n∑
j=۰

v(t
(α,β)
j )lj

(
x(t)

)
, x(t) = −(β + ۱) log(t), (۸ .۴)

زيرند: به صورت نگاشت شده لاگرانژ توابع
{
lj
(
x(t)

)}n
j=۰ آن در که

lj
(
x(t)

)
=

∏
i ̸=j

(
x(t)− x(t

(α,β)
i )

)∏
i ̸=j

(
x(t

(α,β)
j )− x(t

(α,β)
i )

) =

∏
i ̸=j log(t

(α,β)
i /t)∏

i ̸=j log(t
(α,β)
i /t

(α,β)
j )

. (۹ .۴)

به صورت نگاشت شده لاگرانژ توابع بگيريد. نظر در را شد، تعريف (۵ .۳) رابطه در که ،
{
t
(α,β)
j

}n

j=۰
هم محلي نقاط مجموعه .۴ .۴ تعريف

مي شوند: تعريف زير

l
(β,λ)
j

(
x(t)

)
=

t
β−λ

۲
∏

i ̸=j log(t
(α,β)
i /t)

(t
(α,β)
j )

β−λ
۲
∏

i ̸=j log(t
(α,β)
i /t

(α,β)
j )

, x(t) = −(β + ۱) log(t).

مي شود: بيان زير به صورت Iα,β,λ
n تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع درونياب عملگر همچنين،

Iα,β,λ
n : C(I) −→ P

β−λ
۲ ,log(t)

n

(Iα,β,λ
n v)(t

(α,β)
j ) = v(t

(α,β)
j ), j = ۰, ۱, . . . , n,

آن در که
P

β−λ
۲ ,log(t)

n :=
{
t
β−λ

۲ p(t) : p ∈ P log(t)
n

}
,
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داريم: علاوه بر اين، است. (۷ .۴) رابطه در تعريف شده فضاي همان P log(t)
n به طوري که

Iα,β,λ
n v(t) =

n∑
j=۰

v(t
(α,β)
j )l

(β,λ)
j

(
x(t)

)
, x(t) = −(β + ۱) log(t).

است: برقرار آنها تعميم يافته نوع و لگاريتمي متعامد توابع به کمک درونيابي بين زير رابطه ،(۹ .۴) و (۸ .۴) روابط به توجه با

Iα,β,λ
n v(t) = t

β−λ
۲ Iα,β

n

{
t
λ−β

۲ v(t)
}
∈ P

β−λ
۲ ,log(t)

n .

است. شده داده   شرح تکين توابع از دسته اي براي تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع توسط تقريب از حاصل خطاي تخمين زير، قضيه در

،λ > −۱ − ۲r کنيد فرض بگيريد. نظر در را k ∈ N۰ ،r ≥ ۰ ،g(t) = tr(− log(t))k تابع ([۱۲]) .۵ .۴ قضيه
داريم: در اين صورت .β > λ و α, β > −۱

g ∈ L۲
χα,λ , Rr,β,λ =

∣∣∣ ۲r + λ− β

۲r + ۲ + λ+ β

∣∣∣ < ۱,

و

∥ g − gn ∥χα,λ≤ c(k + ۱)!n
α+۱

۲ +k(Rr,β,λ)
n, (۱۰ .۴)

که وقتي
n > − ۲k + α + ۲

۲log(Rr,β,λ)
,

آن در و

c ≈

√
۲α+۱+k(β + ۱)۲α+۲−k

(β + λ+ ۲r + ۲)α+۱+k
.

حاصل زير به صورت L۲‐نرم در تکين توابع از تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع دقيق برآورد يک آنگاه ،α = λ = ۰ اگر به خصوص،
مي شود:

∥ g − gn ∥≤
√

۲
k
(β + ۱)−kk!nk

√
۲(β + ۱)n | ۲r − β

۲r + β + ۲
|n−k . (۱۱ .۴)

داريم: ،r ≥ ۰ ،g(t) = tr براي همچنين،

∥ g − gn ∥≤
√

۲(β + ۱)n | ۲r − β

۲r + β + ۲
|n . (۱۲ .۴)

غير يکنواخت وزن دار سوبولف فضاي در دلخواه تابع هر براي را تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع با تقريب از حاصل خطاي برآورد زير قضيه
مي کند. بيان

۰ ≤ k ≤ m̃ = و u ∈ Am
α,β,λ(I) هر براي .α, β > −۱ و λ ∈ R ،m,n, k ∈ N کنيد فرض ([۱۲]) .۶ .۴ قضيه

داريم: min {m,n+ ۱}

∥ ∂̂k
β−λ

۲ ,t
(u− un) ∥χα+k,λ≤

√
(β + ۱)k−m̃ (n− m̃+ ۱)!

(n− k + ۱)!
∥ ∂̂m̃

β−λ
۲ ,t

u ∥χα+m̃,λ . (۱۳ .۴)

است: برقرار زير رابطه ،m < n+ ۱ و α = β = λ = k = ۰ حالت در به خصوص،

∥ u− un ∥≤ cn−m/۲ ∥ ∂̂m
t u ∥χm , (۱۴ .۴)

.χm = χm,۰ = (− log(t))m آن در که
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مي کند. برآورد را تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع به کمک درون يابي خطاي زير قضيه همچنين،

v ∈ هر براي اين صورت در .λ ∈ R و α, β > −۱ باشند، مثبت صحيح اعداد n و m کنيد فرض ([۱۲]) .۷ .۴ قضيه
داشت: خواهيم ∂̂β−λ

۲ ,tv ∈ Am−۱
α,β,λ(I) و C(I) ∩ Am

α,β,λ(I)

(۱۵ .۴)

∥ Iα,β,λ
n v−v ∥χα,λ≤ η

√
(n− m̃+ ۱)!
(β + ۱)m̃−αn!

{
cβ۱ ∥ ∂̂m̃

β−λ
۲ ,t

v ∥χα+m−۱,λ +cβ۲
√
log(n) ∥ ∂̂m̃

β−λ
۲ ,t

v ∥χα+m,λ

}
است. ثابت مقدار η و m̃ = min {m,n+ ۱} ،cβ۲ = ۲

√
max {۱, β + ۱} ،cβ۱ = (β + ۱)−۱/۲ آن در که

مي شود. زده تخمين (۲ .۱) معادله جواب تقريب براي پيشنهادي روش به کاربردن از حاصل خطاي زير قضيه در اکنون،

لگاريتمي متعامد توابع حسب بر u(t) تقريبي بسط un(t) و دقيق جواب u(t) کنيد فرض بگيريد. نظر در را (۲ .۱) معادله .۸ .۴ قضيه
باشد: زير به صورت تعميم يافته

un(t) =
n∑

i=۰

ciS(α,β,λ)
i (t) = CTΦ(t),

کنيد فرض همچنين، شده اند. تعريف (۹ .۲) رابطه در Φ(t) و C آن در که

ūn(t) =
n∑

i=۰

c̄iS(α,β,λ)
i (t) = C̄TΦ(t),

اين صورت در .C̄ = [c̄۰, c̄۱, . . . , c̄n]
T آن در که باشد تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع روش از حاصل تقريبي جواب

∥ u− ūn ∥χα,λ≤ η
( (n− m̃+ ۱)!
(β + ۱)m̃−αn!

)۱/۲ {
cβ۱ ϵ۱ + cβ۲

(
log(n)

)۱/۲
ϵ۲

}
+ µ, (۱۶ .۴)

و ϵ۲ =∥ ∂̂m̃
β−λ

۲ ,t
u ∥χα+m,λ ،ϵ۱ =∥ ∂̂m̃

β−λ
۲ ,t

u ∥χα+m−۱,λ آن در که

µ =

(
n∑

i=۰

| ci − c̄i |۲

)۱/۲( n∑
i=۰

γα,β
i

)۱/۲

.

است. ثابت مقدار η و شده اند تعريف ۷ .۴ قضيه در m̃ و cβ۲ ،cβ۱ پارامترهاي

بهترين un(t) و Am
α,β,λ(I) فضاي به متعلق ūn(t) و un(t) توابع ،m مثبت صحيح عدد براي قضيه، فرضيات به توجه با اثبات.

نوشت: مي توان بنابراين است. Am
α,β,λ(I) در u(t) تقريب

∥ u− ūn ∥χα,λ≤∥ u− un ∥χα,λ + ∥ un − ūn ∥χα,λ . (۱۷ .۴)

است: زير بالاي کران داراي فوق نامساوي راست سمت در اول جمله ،۷ .۴ قضيه از استفاده با

∥ u− un ∥χα,λ≤ η
( (n− m̃+ ۱)!
(β + ۱)m̃−αn!

)۱/۲ {
cβ۱ ϵ۱ + cβ۲

(
log(n)

)۱/۲
ϵ۲

}
, (۱۸ .۴)

تعريف ۷ .۴ قضيه در m̃ و cβ۲ ،cβ۱ و ϵ۲ =∥ ∂̂m̃
β−λ

۲ ,t
u ∥χα+m,λ ،ϵ۱ =∥ ∂̂m̃

β−λ
۲ ,t

u ∥χα+m−۱,λ است، ثابت مقدار η آن در که
شده اند.
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مي شود: محاسبه زير به صورت بالا کران ،(۱۷ .۴) رابطه راست سمت در دوم جمله براي

∥ un − ūn ∥χα,λ =

(∫ ۱

۰

( n∑
i=۰

(ci − c̄i)S(α,β,λ)
i (t)

)۲

χα,λ(t)dt

)۱/۲

≤

(∫ ۱

۰

( n∑
i=۰

| ci − c̄i |۲
)( n∑

i=۰

| S(α,β,λ)
i (t) |۲

)
χα,λ(t)dt

)۱/۲

=

(
n∑

i=۰

| ci − c̄i |۲

)۱/۲( n∑
i=۰

∫ ۱

۰
| S(α,β,λ)

i (t) |۲ χα,λ(t)dt

)۱/۲

=

(
n∑

i=۰

| ci − c̄i |۲

)۱/۲( n∑
i=۰

γα,β
i

)۱/۲

,

(۱۹ .۴)

دادن قرار با اکنون مي شود. تعريف (۴ .۲) رابطه مطابق γα,β
i آن در که

µ =

(
n∑

i=۰

| ci − c̄i |۲

)۱/۲( n∑
i=۰

γα,β
i

)۱/۲

,

مي کند. کامل را اثبات که مي شود حاصل (۱۶ .۴) رابطه ،(۱۹ .۴) − (۱۷ .۴) روابط از

عددي نتايج ۵

چند با سوم نوع کورديال ولتراي انتگرال معادلات جواب تقريب در تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع روش دقت و کارايي بخش، اين در
بستگي مي شوند ظاهر متعامد توابع اين در که λ و β پارامترهاي به حاضر روش دقت که آنجايي از است. گرفته قرار ارزيابي مورد عددي مثال
نرم افزار محيط در كدنويسي از استفاده با گزارش شده عددي نتايج است. شده گرفته نظر در پارامترها اين براي متفاوتي مقادير مثال  هر در دارد،

شده اند. ارائه و محاسبه ميپل

بگيريد: نظر در را زير سوم نوع کورديال ولتراي انتگرال معادله ([۴]) .۱ .۵ مثال

t
۲
۳u(t) = f(t) +

∫ t

۰
t−۱(۱ − t−۱s)−

۲
۳

۱√
۳π

(ts)
۱
۳u(s)ds, t ∈ [۰, ۱], (۱ .۵)

تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع روش معادله، اين جواب تقريب براي است. دقيق جواب u(t) = t
۱۳
۴ که به گونه اي است f(t) آن در که

قدرمطلق ۱ جدول در است. شده  گزارش به دست آمده نتايج و استفاده n مختلف مقادير براي λ = ۰٫۵ و β = ۷ ،α = ۰ پارامترهاي با
دقيق جواب و تقريبي جواب نمودار ۲ شکل در است. شده مقايسه [۴] لاگرانژ چندجمله اي هاي مبتني بر درونيابي روش با حاضر روش خطاي
ملاحظه قبلي، گزارش شده مقادير با آنها مقايسه و حاصل  شده نتايج به توجه با است. شده داده نمايش n = ۴ براي خطا قدرمطلق به همراه

است. دقيق تر و کارآمدتر معرفي شده روش که مي شود
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.۱ .۵ مثال در تقريبي جواب خطاي قدرمطلق :۱ جدول
λ = ۰٫۵ و β = ۷، α = ۰ با حاضر روش [۴] شده اصلاح لاگرانژ روش

t n = ۲ n = ۴ n = ۸
۰ ۰ ۰ ۰

۰٫۱۲۵ ۶٫۰۰E − ۳۲ ۱٫۰۰E − ۳۲ ۳٫۷۸E − ۷
۰٫۲۵۰ ۲٫۰۰E − ۳۱ ۱٫۰۰E − ۳۱ ۱٫۲۵E − ۷
۰٫۳۷۵ ۳٫۰۰E − ۳۱ ۴٫۰۰E − ۳۱ ۲٫۲۵E − ۸
۰٫۵۰۰ ۱٫۰۰E − ۳۰ ۰ ۶٫۸۰E − ۱۰
۰٫۶۲۵ ۰ ۱٫۰۰E − ۳۰ ۱٫۹۸E − ۸
۰٫۷۵۰ ۰ ۳٫۰۰E − ۳۰ ۱٫۴۳E − ۸
۰٫۸۷۵ ۳٫۰۰E − ۳۰ ۳٫۰۰E − ۳۰ ۸٫۲۹E − ۹
۱٫۰۰۰ ۳٫۰۰E − ۳۰ ۰ ۲٫۶۹E − ۱

خطا قدرمطلق (ب) تقريبي و دقيق جواب (آ)

.۱ .۵ مثال در λ = ۰٫۵ و β = ۷ ،α = ۰ با n = ۴ براي عددي نتايج :۲ شکل

بگيريد: نظر در را زير سوم نوع کورديال ولتراي انتگرال معادله ([۴]) .۲ .۵ مثال

t
۳
۲u(t) = f(t) +

∫ t

۰
t−۱(۱ − t−۱s)−

۱
۲

۱√
۲π

t
۱
۲ su(s)ds, (۲ .۵)

تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع روش با مسئله اين تقريبي جواب است. معادله دقيق جواب u(t) = t
۹
۵ که به گونه اي است f(t) آن در که

خطاي قدرمطلق ۲ جدول در است. شده گزارش عددي نتايج و محاسبه n مختلف مقادير براي λ = ۱ و β = ۵ ،α = ۰ پارامترهاي با
در است. شده مقايسه [۴] لاگرانژ چندجمله اي هاي بر اساس درونيابي روش با تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع روش از آمده به دست جواب
نشان به دست آمده عددي نتايج است. شده داده نشان n = ۶ براي خطا قدرمطلق به همراه دقيق جواب و تقريبي جواب نمودار ۳ شکل

است. برخوردار بيشتري دقت از ارائه شده روش  هاي ديگر با مقايسه در پيشنهادي روش که مي دهند
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.۲ .۵ مثال در تقريبي جواب خطاي قدرمطلق :۲ جدول
λ = ۱ و β = ۵، α = ۰ با حاضر روش [۴] شده اصلاح لاگرانژ روش

t n = ۲ n = ۴ n = ۶ n = ۸
۰ ۰ ۰ ۰ ۰

۰٫۱۲۵ ۹٫۵۹۸۷E − ۵ ۲٫۶۸۴۷E − ۸ ۵٫۹۷۴۱E − ۱۲ ۱٫۴۱۷۳E − ۵
۰٫۲۵۰ ۵٫۵۴۰۱E − ۵ ۳٫۲۵۳۶E − ۸ ۱٫۳۵۱۰E − ۱۱ ۲٫۵۴۸۸E − ۶
۰٫۳۷۵ ۳٫۲۷۶۸E − ۶ ۲٫۳۶۹۸E − ۸ ۲٫۷۹۸۶E − ۱۱ ۱٫۶۷۳۹E − ۶
۰٫۵۰۰ ۱٫۹۰۰۹E − ۵ ۱٫۷۰۶۵E − ۸ ۱٫۷۹۴۵E − ۱۱ ۸٫۶۳۶۶E − ۷
۰٫۶۲۵ ۱٫۰۱۶۸E − ۵ ۱٫۳۶۰۵E − ۸ ۱٫۰۶۹۲E − ۱۱ ۷٫۰۵۲۵E − ۷
۰٫۷۵۰ ۱٫۱۲۸۱E − ۵ ۱٫۰۳۲۳E − ۸ ۱٫۸۹۴۹E − ۱۱ ۳٫۸۲۰۷E − ۷
۰٫۸۷۵ ۱٫۵۹۱۴E − ۵ ۱٫۷۷۸۲E − ۸ ۱٫۰۸۳۶E − ۱۱ ۵٫۷۸۵۱E − ۷
۱٫۰۰۰ ۳٫۲۰۶۹E − ۵ ۳٫۸۳۵۵E − ۸ ۴٫۵۶۱۶E − ۱۱ ۸٫۰۳۷۶E − ۷

خطا قدرمطلق (ب) تقريبي و دقيق جواب (آ)

.۲ .۵ مثال در λ = ۱ و β = ۵ ،α = ۰ با n = ۶ براي عددي نتايج :۳ شکل

بگيريد: نظر در را زير سوم نوع کورديال ولتراي انتگرال معادله ([۲۲]) .۳ .۵ مثال

t
۱
۲u(t) = f(t) +

∫ t

۰
t−۱(۱ − t−۱s)−

۱
۲ t

۱
۲ s۲u(s)ds, (۳ .۵)

دقيق جواب است. B(x, y) =
∫ ۱

۰ tx−۱(۱ − t)y−۱dt تعريف با بتا تابع نماد B(., .) و f(t) = t۲ − B(۱
۲ ,

۹
۲) آن در که

پيشنهادي روش از تعميم يافته، لگاريتمي متعامد توابع در λ = ۱ و β = ۵ ،α = ۰ دادن قرار با است. u(t) = t
۳
۲ تابع معادله اين

قدرمطلق است. شده گزارش ۴ شکل و ۳ جدول در n مختلف مقادير براي عددي نتايج است. شده استفاده (۳ .۵) معادله جواب تقريب براي
به همراه را دقيق جواب و تقريبي جواب نمودار ۴ شکل شده است. ارائه ۳ جدول در تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع روش از حاصل خطاي
روش  با معرفي شده روش به تقريبي جواب خطاي بي نهايت نرم بين مقايسه اي همچنين، مي دهد. نمايش n = ۶ براي خطا قدرمطلق
ارائه شده روش که مي شود نتيجه به دست آمده عددي نتايج از است. شده ارائه ۴ جدول در آن نتيجه که گرفته صورت [۲۲] مرجع در ارائه شده

است. برخوردار قبولي قابل دقت و کارايي از مقاله اين در

. (۳ .۵ (مثال تقريبي جواب خطاي ماکزيمم مقايسه :۴ جدول
[۲۲] n = ۸ با چندگامي هم محلي روش λ = ۱ و β = ۵ ،α = ۰ پارامترهاي و n = ۶ با حاضر روش

۷٫۲۸ × ۱۰−۴ ۱٫۴۳ × ۱۰−۶
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.۳ .۵ مثال در تقريبي جواب خطاي قدرمطلق :۳ جدول
t n = ۲ n = ۴ n = ۶
۰ ۰ ۰ ۰

۰٫۱ ۱٫۹۱۳۱E − ۳ ۸٫۳۲۵۵E − ۶ ۶٫۷۲۹۳E − ۸
۰٫۲ ۱٫۴۲۶۳E − ۳ ۸٫۳۸۹۲E − ۶ ۵٫۴۰۰۴E − ۸
۰٫۳ ۴٫۷۲۹۹E − ۴ ۸٫۳۳۹۵E − ۷ ۲٫۸۵۱۰E − ۸
۰٫۴ ۲٫۳۸۴۸E − ۴ ۴٫۰۷۹۸E − ۶ ۲٫۱۳۴۸E − ۸
۰٫۵ ۵٫۱۰۶۰E − ۴ ۲٫۴۷۲۷E − ۶ ۱٫۸۴۹۱E − ۸
۰٫۶ ۳٫۸۸۰۸E − ۴ ۱٫۳۴۸۶E − ۶ ۱٫۸۸۵۷E − ۸
۰٫۷ ۴٫۶۳۵۱E − ۵ ۲٫۷۵۹۵E − ۶ ۱٫۰۰۴۴E − ۸
۰٫۸ ۲٫۶۳۱۸E − ۴ ۴٫۱۷۶۵E − ۷ ۱٫۶۰۹۱E − ۸
۰٫۹ ۲٫۴۳۱۸E − ۴ ۲٫۱۸۶۳E − ۶ ۱٫۳۳۶۵E − ۸
۱٫۰ ۴٫۳۲۰۳E − ۴ ۳٫۸۳۲۸E − ۶ ۳٫۲۲۲۲E − ۸

خطا قدرمطلق (ب) تقريبي و دقيق جواب (آ)

.۳ .۵ مثال در λ = ۱ و β = ۵ ،α = ۰ با n = ۶ براي عددي نتايج :۴ شکل

نتيجه گيري ۶
ارائه مي شوند، ناميده کورديال ولتراي انتگرال معادلات که ولترا انتگرال معادلات از خاصي دسته جواب تقريب براي عددي روش يک
اين تکيني رفع براي مي شود. آنها جواب تقريب پيچيدگي باعث که دارند تکين رفتار اوليه نقطه يک در ولترا انتگرال معادلات از دسته اين شد.
نشان به دست آمده عددي نتايج است. شده استفاده طيفي روش در پايه توابع به عنوان تعميم يافته لگاريتمي متعامد توابع از انتگرال، معادلات
از دسته اين جواب تقريب براي مناسبي گزينه دارند، تکين رفتار با مسائل با رويارويي در که مطلوبي دقت به دليل متعامد توابع اين که مي دهد

مي روند. شمار به انتگرال معادلات
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A numerical method based on generalized log orthogonal functions
for solving cordial Volterra integral equations of the third kind
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Abstract: This paper is devoted to solving cordial Volterra integral equations of the third kind. First,
generalized log orthogonal functions are introduced and their properties are investigated. Then, by using
this kind of orthogonal function as a basis function in the spectral collocation method, a numerical method
is proposed to solve this kind of integral equation. The approximation error and convergence analysis
of the presented method are investigated. To verify the efficiency and accuracy of the presented method
several numerical examples have been considered. A comparison of computational results demonstrates
that the current method is less expensive and more efficient than some previously proposed methods.

Keywords: Cordial Volterra integral equations, Generalized log orthogonal functions, Collocation
method.
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