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مقدمات و تعاریف ۱
کنید فرض همچنین و بوده (H, ⟨·, ·⟩) مختلط هیلبرت فضای روی کران دار خطی عملگرهای همۀ جبر B(H) کنید فرض
T ∈ B(H) هر به ازای باشد. مثبت عملگرهای مجموعۀ B(H)+ = {A ∈ B(H) : ⟨Ax, x⟩ ≥ ۰; ∀x ∈ H}
M بستۀ زیرفضای برای می دهیم. نمایش T ∗ با را آن الحاقی و N (T ) با را آن پوچ فضای ،R(T ) نماد با را آن برد
هیلبرت فضای روی داخلی نیم ضرب یک A ∈ B(H)+ هر است. M به روی متعامد تصویر نشان دهندۀ PM ، H از
⟨·, ·⟩A داخلی نیم ضرب توسط شده القا نیم نرم می کند. القا x, y ∈ H هر برای ⟨x, y⟩A = ⟨Ax, y⟩ به صورت H
نرم یک ∥ · ∥A که می شود دیده به سادگی می باشد. ([۲]) x ∈ H هر برای ∥x∥۲

A = ⟨x, x⟩A = ∥A۱/۲x∥۲ به فرم
است کامل (H, ∥ · ∥A) که کرد بررسی می توان به آسانی این بر علاوه باشد. یک به یک A اگر اگروتنها است، H روی
هر برای اگر است T الحاقی −A یک X ∈ B(H) که می گوییم T ∈ B(H) برای باشد. بسته برد دارای A اگر اگروتنها
معادلۀ دوگلاس[۳] مشهور قضیۀ از استفاده با .AX = T ∗A معادل، به طور یا ,Tx⟩؛ y⟩A = ⟨x,Xy⟩A ،x, y ∈ H
،x ∈ H هر و λ > ۰ برای اگر اگروتنها R(T ∗A) ⊆ R(A) اگر اگروتنها X ∈ B(H) جواب دارای AX = T ∗A
معادلۀ جواب های بین در .R(T ∗An+۱) ⊆ R(An) داریم n ∈ N هر برای حالت این در .∥ATx∥ ≤ λ∥Ax∥
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۱۴۵ وزن دار شرطی عملگرهای

و R(T ♯) ⊆ R(A) ،AT ♯ = T ∗A که به طوری دارد وجو T ♯ ∈ B(H) به فرد منحصر عملگر یک ،AX = T ∗A
دهید قرار می شود. نامیده AX = T ∗A یافته تحویل جواب T ♯ مانند جوابی .N (T ♯) = N (T ∗A)

BA(H) = {T ∈ B(H); ∃λ > ۰; ∥ATx∥ ≤ λ∥Ax∥,∀x ∈ H};
BA۱/۲(H) = {T ∈ B(H); ∃λ > ۰; ∥Tx∥A ≤ λ∥x∥A,∀x ∈ H};
BA(H) = {T ∈ B(H); ∃λ > ۰; ∥Tx∥A ≤ λ∥x∥A, ∀x ∈ R(A)}.

بنابراین .R(T ∗A۱/۲) ⊆ R(A۱/۲) می کند ایجاب R(T ∗A) ⊆ R(A) داریم [۶] در ۱ .۵ قضیۀ از استفاده با

BA(H) ⊆ BA۱/۲(H) ⊆ {T ∈ B(H) : R(PR(A)T
∗A۱/۲) ⊆ R(A۱/۲)} = BA(H).

و ∥T∥A = sup{∥Tx∥A; x ∈ H, ∥x∥A = ۱} کنید تعریف به ترتیب S ∈ BA(H) و T ∈ BA۱/۲(H) برای
کران دار −A عملگرهای ،BA۱/۲(H) به متعلق عملگرهای .∥S∥A = sup{∥Sx∥A; x ∈ R(A), ∥x∥A = ۱}

این صورت در .R(A) = R(A۱/۲) چون باشد. بسته برد دارای A و کران دار −A ،T کنید فرض می شوند. نامیده

R(T ∗A) = T ∗R(A) = T ∗R(A۱/۲) = R(T ∗A۱/۲) ⊆ R(A۱/۲) = R(A),

کلی به طور .BA(H) = BA۱/۲(H) حالت این در بنابراین، .T ∈ BA(H) نتیجه در و

BA(H) ⊆ BA۱/۲(H) ⊆ BA(H).

می کند: صدق زیر تساوی های در که است، T † = (T|N (T )⊥)
−۱PR(T ) یکتای عملگر T ∈ B(H) مور−پنروز معکوس

TT †T = T, T †TT † = T †, (TT †)∗ = TT † = PR(T )(T
†T )∗ = T †T = PR(T ∗).

این صورت در .T ∈ BA(H) کنید فرض باشد. بسته برد دارای T اگر اگروتنها T † ∈ B(H) که است مشهور همچنین
،A†T ∗Ax = ۰ اگر این، بر علاوه .R(A†T ∗A) ⊆ R(A†) ⊆ R(A) و A(A†T ∗A) = PR(A)T

∗A = T ∗A

نتیجه در .N (A†T ∗A) = N (T ∗A) بنابراین .T ∗Ax = PR(A)T
∗Ax = AA†T ∗Ax = ۰ آنگاه

T ♯ = A†T ∗A.

−A یک T = MwEMu ∈ B(L۲(Σ)) ،[۱] بنابر این صورت در .A = Mgv̄EMv ∈ B(H)+ کنید فرض
.∥Tf∥A = ∥f∥A ،f ∈ L۲(Σ) هر برای معادل به طور یا T؛ ∗AT = A اگر اگروتنها شود می نامیده ایزومتری

Σ از متناهی جبر −σ زیر یک A کنید فرض و باشد کامل متناهی −σ اندازۀ فضای یک (X,Σ, µ) کنید فرض
.µ می نویسیم µ|A به جای بنابراین و می کنیم استفاده L۲(X,A, µ|A) فضای دادن نشان برای L۲(A) نماد از باشد.
متشکل فضای می شوند. گرفته نظر در µ اندازۀ به نسبت جا همه تقریباً به صورت مجموعه دو یا تابع دو بین مقایسه ها همۀ
را آن تکیه گاه f ∈ L۰(Σ) هر برای می دهیم. نشان L۰(Σ) نماد با را X روی مقدار مختلط اندازه پذیر توابع همۀ از
امید عملگر EA : L۲(Σ) → L۲(A) کنید فرض می کنیم. تعریف σ(f) = {x ∈ X : f(x) ̸= ۰} به صورت
داریم A ∈ A هر برای که به طوری یکتاست اندازه پذیر −A تابع یک E(f) ،f ∈ L۲(Σ) برای بنابراین باشد، شرطی
L۲(Σ) از متعامد تصویر و مثبت عملگر یک L۲(Σ) فضای روی E = EA عملگر این .

∫
A
fdµ =

∫
A
EA(f)dµ

دربارۀ بیشتر جزئیات می باشد. L۲(Σ)∪{f ∈ L۰(Σ) : f ≥ ۰} شامل ،D(E) که کنید توجه است. L۲(A) بروی
مهم خواص از برخی بنابراین بود، خواهد ما کار اصلی ابزارهای از یکی عملگر این است. شده ارائه [۱۲ ،۱۰ ،۷] در E

.f, g, fg ∈ D(E) که است براین فرض زیر خواص در می کنیم. بیان اینجا در را آن
.σ(f) ⊆ A ∈ Σ که هرجا χAf = f ◦

باشد. −اندازه پذیر A ،g اگر اگروتنها E(g) = g ◦
.E(fg) = E(f)g آنگاه باشد، −اندازه پذیر A ،g اگر ◦



۱۵۶ −۱۴۴ صفحه ۲ شماره ۱۴ دوره / ریاضی پیشرفته مدلسازی مجله / معیری زاده زهرا ۱۴۶

.σ(f) ⊆ σ(E(f)) و E(f) ≥ ۰ آنگاه f ≥ ۰ اگر ◦
نتیجه در و شرطی)، کشی−شوارتز (نامساوی |E(fg)|۲ ≤ E(|f |۲)E(|g|۲) ◦

σ(fg) ⊆ σ(E(|f |۲)) ∩ σ(E(|g|۲)).

۱ < p < کنید فرض دارند. انتگرال عملگرهای و ضربی عملگرهای با نزدیکی بسیار ارتباط شرطی امید عملگرهای
،f, g ∈ L∞(Σ) هر برای و T (L∞(Σ)) ⊂ L∞(Σ) ،T ∈ B(Lp(Σ)) اگر که است شده داده نشان [۱۱] در .∞

نگاشت ،w, u ∈ D(E) برای .T = EAMu ،A ⊆ Σ برای آنگاه ،T (fT (g)) = T (f)T (g)

T : L۲(Σ) ⊇ D(T ) → L۲(Σ)

و خوش تعریف میباشد، T (f) = wE(uf) به فرم f ∈ D(T ) = {f ∈ L۲(Σ) : T (f) ∈ L۲(Σ)} برای که
.([۱۰ ،۸ ،۷]) می شود نامیده (w, u) جفت توسط شده القا وزن دار شرطی عملگر عملگر، این است. خطی

مثبت عملگر توسط که داخلی نیم ضرب با L۲(Σ) فضای روی وزن دار شرطی عملگرهای مطالعۀ به مقاله این در
داریم ،f, h ∈ L۲(Σ) هر برای دیگر به بیانی می پردازیم. ۰ ≤ g ∈ L۰(A) آن در که A = Mgv̄EMv کران دار
A −خودالحاقی، A برای کافی و لازم شرایط ماتریسی، نمایش از استفاده با بنابراین .⟨f, h⟩A =

∫
ghvE(vf)dµ

می آوریم. به دست نیم هیلبرت فضای یک به عنوان L۲(Σ) روی را عملگرها نوع این بودن −نرمال A و بودن −ایزومتری
می دهیم. ارائه نتایج برخی با رابطه در را مثال هایی سپس

اصلی نتایج ۲

است. E دامنه D(E) از منظور آن در که ،uL۲(Σ) ⊆ D(E) که به طوری u,w ∈ L۰(Σ) و E = EA کنید فرض
توسط شده القا T = Tw,u = MwEMu فرم به شده تعریف T : L۲(Σ) → L۰(Σ) عملگر که می کنیم یادآوری
[۵] که است مشهور هستند ضربی عملگرهای Mu و Mw آن در که می شود، نامیده وزن دار شرطی عملگر (u,w) جفت
.∥T∥۲ = ∥E(|w|۲)E(|u|۲)∥∞ حالت این در .E(|w|۲)E(|u|۲) ∈ L∞(A) اگر اگروتنها T ∈ B(L۲(Σ))

دهید قرار

KA = {MwEMu : u,w ∈ L۰(Σ), uL۲(Σ) ⊆ D(E), E(|w|۲)E(|u|۲) ∈ L∞(A)}.

.K = KA ⊆ B(L۲(Σ)) این صورت در
.gE(|v|۲) ∈ L∞(A) داریم ۰ ≤ g ∈ L۰(A) به ازای آن در که ،A = Mgv̄EMv که می کنیم فرض به بعد اینجا از
باشند. متناهی−مقدار توابع g و f کنید فرض است. مثبت A که می شود نتیجه [۹] در ۲۴ .۲ قضیۀ از استفاده با بنابراین

داریم: شرطی کشی−شوارتز نامساوی از استفاده با این صورت در

σ(E(fg)) ⊆ σ(E(|f |۲)) ∩ σ(E(|g|۲)).

جمع تجزیۀ به توجه با .χAf = χ(σ(f)∩A)f = χσ(f)f = f آنگاه σ(f) ⊆ A و A ∈ Σ اگر این، بر علاوه
آن در که ،f = f۱ + f۲ نوشت یکتایی به طور می توان f ∈ L۲(Σ) هر برای L۲(Σ) = R(E) ⊕N (E) مستقیم
و R(E) = L۲(A), σ(f۱) ∈ A که باشید داشته توجه .f۲ = f − f۱ ∈ N (E) و f۱ = E(f) ∈ L۲(A)

می آوریم: به دست را زیر نتیجۀ بنابراین، .E(f۲) = ۰

داریم ،i = ۱, ۲ به ازای Si = σ(E(|fi|۲)) و f۱, f۲ ∈ D(E) برای .۱ .۲ نتیجه
،i = ۱, ۲ برای fiχSi

= fi (الف)
.E(f۱f۲)χSi

= E(f۱f۲) (ب)

معادلند: زیر احکام این صورت در .G = E(|v|۲)E(|u|۲) ∈ L∞(A) کنید فرض .۲ .۲ لم
،f ∈ N (E) هر برای v̄۲E(vw)E(u۲f) = ū۲E(vw)E(v۲f) (الف)

.ū۲E(vw)E(|v۲|۲) = v̄۲E(vw)E(u۲v̄۲) (ب)



۱۴۷ وزن دار شرطی عملگرهای

،An ⊆ An+۱ که به طوری دارد وجود {An}n ⊆ A پس است، متناهی −σ ،A چون (الف): ⇒ (ب) اثبات.
قراردهید .χAn ↗ χX حالت این در .µ(An) < ∞ داریم n ∈ N هر برای و X = ∪nAn

داریم بنابراین .fn = v̄۲
√

E(|u۲|۲)χAn

∥fn∥۲ =

∫
An

E(|v۲|۲)E(|u۲|۲)dµ ≤ ∥G∥∞µ(An) < ∞,

داریم بنابراین می باشد. σ(E(|u|۲)) در مشمول σ(u) و σ(E(uv̄)) نتیجه در

(الف) =⇒ v̄۲E(vw)E(u۲v̄۲
√
E(|u۲|۲)χAn) = ū۲E(vw)E(v۲v̄۲

√
E(|u۲|۲)χAn)

=⇒ v̄۲E(vw)E(u۲v̄۲)χAn = ū۲E(vw)E(|v۲|۲)χAn , ∀n ∈ N.

.ū۲E(vw)E(|v۲|۲) = v̄۲E(vw)E(u۲v̄۲) آنگاه ،n → ∞ هرگاه که می کند ایجاب این
داشت خواهیم E عملگر اعمال با سپس و و کرده ضرب v۲ در را (ب) تساوی طرفین ابتدا (ب): ⇒ (الف)

داریم (۱ .۲) نتیجۀ از استفاده با بنابراین E(v۲ū۲)E(|v۲|۲)E(vw) = E(|v۲|۲)E(u۲v̄۲)E(vw)

E(v۲ū۲)E(vw) = E(u۲v̄۲)E(vw). (۱ .۲)

(ب) رابطۀ مزدوج بنابر این صورت، در هستند. σ(E(|v|۲) در مشمول σ(v) و σ(E(vf)) چون .f ∈ N (E) براي
که می آوریم به دست

u۲E(|v۲|۲)E(vw) = v۲E(v۲ū۲)E(vw)
×f−→
E

E(u۲f)E(|v۲|۲)E(vw) = E(v۲f)E(v۲ū۲)E(vw)

×v̄۲−−→
(۱ .۲)

v̄۲E(u۲f)E(|v۲|۲)E(vw) = v̄۲E(v۲f)E(u۲v̄۲)E(vw)

(c)−→ v̄۲E(vw)E(|v۲|۲)E(u۲f) = ū۲E(vw)E(|v۲|۲)E(v۲f).

می کند. کامل را اثبات این و

هر برای نتیجه در و AT = Mgv̄E(vw)EMu داریم ،A = Mgv̄EMv و T = MwEMu برای که کنید دقت
داشت: خواهیم f ∈ L۲(Σ)

∥f∥۲
A = ⟨Af, f⟩ =

∫
X

gv̄E(vf)f̄dµ =

∫
X

g|E(vf)|۲dµ.

آنگاه uE(vw) = vE(uw) اگر این صورت، در .A ∈ B(H)+ و T = MwEMu ∈ K کنید فرض .۳ .۲ گزاره
.T ∈ BA(L

۲(Σ))

داریم صورت، این در .f ∈ L۲(Σ) کنید فرض اثبات.

∥ATf∥۲ = ⟨ATf,ATf⟩ =
∫
X

|gv̄E(vw)|۲|E(uf)|۲dµ

=

∫
X

|gv̄|۲|E(uE(vw)f)|۲dµ

=

∫
X

gE(|w|۲)vE(uf)v̄E(uf)dµ

=

∫
X

|E(uw)|۲)|gv̄|۲|E(vf)|۲dµ

≤ ∥T∥۲
∫
X

|gv̄|۲|E(vf)|۲dµ = ∥T∥۲∥Af∥۲.

.T ∈ BA(L
۲(Σ)) بنابراین
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نمایش ابتدا منظور، این برای آوریم. به دست را T عملگر خودالحاقی −A برای کافی و لازم شرایط می خواهیم حال
مشخص را L۲(Σ) = L۲(A) ⊕ N (E) تجزیۀ به نسبت AT = Mgv̄E(vw)EMu ∈ B(L۲(Σ)) ماتریسی

می کنیم:

S۱ S۲

S۳ S۴

 =

 EAT|L۲(A)
EAT|N (E)

(I − E)AT|L۲(A)
(I − E)AT|N (E)

 .

می آوریم به دست f۲ و f۱ توسط به ترتیب f − E(f) و E(f) جایگزینی با

AT =

Mgv̄۱u۱E(vw) EMgv̄۱u۲E(vw)

Mgv̄۲u۱E(vw) Mgv̄۲E(vw)EMu۲

 . (۲ .۲)

داریم (۲ .۲) بنابر آن گاه

T ∗A =

Mgv۱ū۱E(vw) EMgv۲ū۱E(vw)

Mgv۱ū۲E(vw) Mgū۲E(vw)EMv۲

 . (۳ .۲)

می شود حاصل (۳ .۲) و (۲ .۲) از مستقیم به طور بعدی نتیجۀ

باشند: درست زیر احکام اگر اگروتنها است −خودالحاق A ،T این صورت در ،T ∈ K کنید فرض .۴ .۲ نتیجه
،v̄۱u۱E(vw) = v۱ū۱E(vw) (الف)
،v̄۱u۲E(vw) = v۲ū۱E(vw) (ب)

.f ∈ N (E) هر برای v̄۲E(vw)E(u۲f) = ū۲E(vw)E(v۲f) (ج)

u۲v̄۱E(vw) = و ،u۱v̄۱E(vw) = v۱ū۱E(vw) اگر اگروتنها uE(v̄E(vw)) = vE(ūE(vw)) .۵ .۲ لم
.v۲ū۱E(vw)

داشت خواهیم بنابراین .v۱u۱ ∈ L۲(A) چون و uivj ∈ N (E) داریم ۱ ≤ i ̸= j ≤ ۲ هر برای اثبات.

uE(v̄E(vw)) = vE(ūE(vw)) ⇐⇒ (u۱ + u۲)v̄۱E(vw) = (v۱ + v۲)ū۱E(vw)

⇐⇒ u۱v̄۱E(vw) + u۲v̄۱E(vw) = v۱ū۱E(vw) + v۲ū۱E(vw)

⇐⇒ u۱v̄۱E(vw) = v۱ū۱E(vw), u۲v̄۱E(vw) = v۲ū۱E(vw).

مي کند. کامل را اثبات اين و

هستند: درست زیر احکام آنگاه، ūE(vw)E(|v|۲) = v̄E(vw)E(uv̄) اگر .۶ .۲ لم
،E(uv̄)E(vw) = E(vū)E(vw) (الف)
.ūE(vw)E(v) = v̄E(vw)E(u) (ب)

E عملگر اعمال با سپس و کرده ضرب v در را ūE(vw)E(|v|۲) = v̄E(vw)E(uv̄) طرفین ابتدا (الف) اثبات.
.S = σ(E(|v|۲)) دهیم قرار اگر حال .E(ūv)E(vw)E(|v|۲) = E(|v|۲)E(vw)E(uv̄) می آوریم: به دست

این صورت در
E(ūv)E(vw)E(|v|۲)χS = E(|v|۲)E(vw)E(uv̄)χS,



۱۴۹ وزن دار شرطی عملگرهای

.E(ūv)E(vw) = E(uv̄)E(vw) بنابراین
داریم: (الف) قسمت و فرض بنابر صورت این در .v̄χS = v̄ که می دانیم (ب)

uE(vw)E(v) = uE(vw)E(v)χS = E(v)
v̄E(uv̄)E(vw)

E(|v|۲)
χS

=
v̄E(vE(uv̄)E(vw)

E(|v|۲)
χS

=
v̄E(vE(vū)E(vw)

E(|v|۲)
χS

=
v̄E(uE(|v|۲)E(vw)

E(|v|۲)
χS

= v̄E(u)E(vw)χS = v̄E(u)E(vw).

هم ارزند: زیر احکام .۷ .۲ گزاره
،ūE(vw)E(|v|۲) = v̄E(vw)E(uv̄) (الف)

.ū۲E(vw)E(|v۲|۲) = v̄۲E(vw)E(u۲v̄۲) (ب)

داریم مستقیم محاسبات انجام با اثبات.

(ū۱ + ū۲)(|v۱|۲ + |v۲|۲)E(vw) = (v̄۱ + v̄۲)(u۱v̄۱ + E(u۲v̄۲)E(vw)

⇔ u۱v۱v۱E(vw) + u۲v۱v۱E(vw) + u۱E(|v۲|۲)(vw) + u۲E(|v۲|۲)E(vw)

= v۱v۱u۱E(vw) + v۱E(u۲v̄۲)E(vw) + v۲v۱u۱E(vw) + v۲E(u۲v̄۲)E(vw).

.ū۲E(vw)E(|v۲|۲) = v̄۲E(vw)E(u۲v̄۲) با است معادل این (۶ .۲) لم از استفاده با

می دهیم: ارائه را T = MwEMu وزن دار، شرطی عملگر −خودالحاقی A برای کافی و لازم شرط بعدی قضیۀ در

A ،T صورت این در .T = MwEMu ∈ K و G = E(|v|۲)E(|u|۲) ∈ L∞(A) کنید فرض .۸ .۲ قضیه
باشند: درست زیر احکام اگر اگروتنها است −خودالحاق

،uE(v̄E(vw)) = vE(ūE(vw)) (الف)
.ūE(vw)E(|v|۲) = v̄E(vw)E(uv̄) (ب)

v̄۱u۲E(vw) = و v̄۱u۱E(vw) = v۱ū۱E(vw) داریم (۴ .۲) نتیجۀ بنابر باشد، A−خودالحاق ،T کنید فرض اثبات.
حکم این و ،uE(v̄E(vw)) = vE(ūE(vw)) که این با هستند معادل شرایط این (۵ .۲) لم طبق و .v۲ū۱E(vw)

بنابر که می کند ایجاب نیز را (۴ .۲) نتیجۀ در (ج) قسمت ،T بودن −خودالحاق A دیگر طرف از می کند. ثابت را (الف)
گزارۀ طبق بنابراین است. معادل ū۲E(vw)E(|v۲|۲) = v̄۲E(vw)E(u۲v̄۲) رابطۀ درستی با شرط این (۲ .۲) لم

می شود. ثابت (ب) قسمت حکم به سادگی (۷ .۲)
خواهیم (۵ .۲) لم از استفاده با صورت این در ،uE(v̄E(vw)) = vE(ūE(vw)) داریم فرض طبق برعکس:
داریم: (ب) قسمت فرض بنابر همچنین، .v̄۱u۲E(vw) = v۲ū۱E(vw) ،v̄۱u۱E(vw) = v۱ū۱E(vw) داشت:
ایجاب را (۴ .۲) نتیجۀ (ج) قسمت (۷ .۲) و (۲ .۲) لم از استفاده با این .ūE(vw)E(|v|۲) = v̄E(vw)E(uv̄)

است. −خودالحاق A ،T که می شود مشاهده به آسانی (۴ .۲) بنابر این صورت در می کنند.

ماتریسی فرم نوشتن با بنابراین .T ∗AT = A اگر اگروتنها است −ایزومتری A یک T ∈ B(H) که کنید توجه
کافی و لازم شرایط A ماتریسی فرم با آن مقایسه و L۲(Σ) = L۲(A) ⊕ N (E) مستقیم تجزیه به نسبت T ∗AT



۱۵۶ −۱۴۴ صفحه ۲ شماره ۱۴ دوره / ریاضی پیشرفته مدلسازی مجله / معیری زاده زهرا ۱۵۰

داریم می آوریم. به دست را عملگرها نوع این بودن −ایزومتری A برای

(T ∗A)T =

Mgū۱v۱E(vw) EMgv۲ū۱E(vw)

Mgū۲v۱E(vw) Mgū۲E(vw)EMv۲

Mw۱u۱ EMw۱u۲

Mw۲u۱ Mw۲EMu۲

 (۴ .۲)

داشت خواهیم نتیجه در

T ∗AT =

[
S۱ S۲
S۳ S۴

]
,

آن در که

S۱ = Mgū۱v۱E(vw)Mw۱u۱ + EMgv۲ū۱E(vw)Mw۲Mu۱

= Mg|u۱|۲(v۱w۱E(vw)+E(v۲w۲)E(vw))

= Mg|u۱|۲|E(vw)|۲ ;

S۲ = Mgū۱v۱E(vw)EMw۱u۲ + EMgv۲ū۱E(vw)Mw۲EMu۲

= Mgū۱E(vw)(v۱w۱+E(v۲w۲))EMu۲

= EMgū۱u۲|E(vw)|۲ ;

S۳ = Mgū۲v۱E(vw)Mw۱u۱ +Mgū۲E(vw)EMv۲Mw۲u۱

= Mgū۲u۱E(vw)(v۱w۱+E(v۲w۲)

= Mgū۲u۱|E(vw)|۲ ;

S۴ = Mgū۲v۱E(vw)EMw۱u۲ +Mgū۲E(vw)EMv۲Mw۲EMu۲

= Mgū۲E(vw)(v۱w۱+E(v۲w۲)EMu۲

= Mgū۲(|E(vw)|۲)EMu۲ .

بنابراین

T ∗AT =

Mg|u۱|۲|E(vw)|۲ EMgū۱u۲|E(vw)|۲

Mgū۲u۱|E(vw)|۲ Mgū۲(|E(vw)|۲)EMu۲

 .

به صورت A = Mgv̄EMv ماتریسی نمایش چون

A =

Mg|v۱|۲ EMgv۲v̄۱

Mgv̄۲v۱ Mv̄۲EMgv۲

 , (۵ .۲)

باشند: درست زیر شرایط اگر اگروتنها است −ایزومتری A ،T = MwEMu ∈ BA(L
۲(Σ)) بنابراین می باشد،

،g|u۱|۲|E(vw)|۲ = g|v۱|۲ (الف)
،gū۲u۱|E(vw)|۲ = gv۲v۱(ب)

.f ∈ N (E) هر برای ،gū۲(|E(vw)|۲)E(u۲f) = gv̄۲E(v۲f)(ج)

می گیریم نتیجه را بعدی قضیۀ فوق، مطالب از و



۱۵۱ وزن دار شرطی عملگرهای

،T این صورت در .A = Mgv̄EMv ∈ B(L۲(Σ)) و T = MwEMu ∈ BA(L
۲(Σ)) کنید فرض .۹ .۲ قضیه

.u = v و w = v̄
E(|v|۲)χσ(E|v|۲) اگر اگروتنها است −ایزومتری A

داریم [۱۳] بنابر آوریم. به دست را T ∈ B(H) عملگر بودن −نرمال A برای کافی و لازم شرایط می خواهیم اکنون
.T ♯ = A†T ∗A که می دانیم .T ♯T = TT ♯ اگر اگروتنها است −نرمال A عملگر یک T ∈ B(H)

به فرم L۲(Σ) = L۲(A)⊕N (E) مستقیم تجزیه به نسبت A† ماتریسی نمایش داریم: [۴] بنابر طرفی از

A† =

Mzg|v۱|۲ MzgEMv۲v̄۱

Mzgv̄۲v۱ Mzgv̄۲EMv۲

 , (۶ .۲)

محاسبات برخی انجام و (۳ .۲) و (۶ .۲) از استفاده با نتیجه در ،S = (gE(|v|۲))۲ و z =
χσ(S)

S
اینجا در که است،

داشت خواهیم مستقیم

T ♯ = A†T ∗A =

Mzg۲|v۱|۲E(vw)E(vū) EMzg۲v̄۱v۲E(vw)E(vū)

Mzg۲v̄۲v۱E(vw)E(vū) Mzg۲v̄۲E(vw)E(vū)EMv۲

 . (۷ .۲)

را T ♯T عملگر نمایش ماتریس ابتدا ،T = MwEMu وزن دار شرطي عملگر بودن −نرمال A شرايط بررسي براي
می آوریم: به دست

T ♯T =

[
S۱ S۲
S۳ S۴

]
آن در که

S۱ = Mzg۲v̄۱E(vw)v۱E(vū)Mw۱u۱ + EMzg۲v۲v̄۱E(vw)E(vū)Mw۲u۱

= Mzg۲v̄۱u۱E(vw)E(vū)(v۱w۱+E(v۲w۲)

= Mzg۲v̄۱u۱|E(vw)|۲E(vū);

S۲ = Mzg۲v̄۱E(vw)v۱E(vū)EMw۱u۲ + EMzg۲v۲v̄۱E(vw)E(vū)Mw۲EMu۲

= Mzg۲v̄۱E(vw)E(vū)(v۱w۱+E(v۲w۲)EMu۲

= EMzg۲v̄۱u۲|E(vw)|۲E(vū);

S۳ = Mzg۲v۱v̄۲E(vw)E(vū)Mw۱u۱ +Mzg۲v̄۲E(vw)E(vū)EMv۲Mw۲u۱

= Mzg۲v̄۲u۱E(vw)E(vū)(v۱w۱)+E(v۲w۲)

= Mzg۲v̄۲u۱|E(vw)|۲E(vū);

S۴ = Mzg۲v۱v̄۲E(vw)E(vū)EMw۱u۲ +Mzg۲v̄۲E(vw)E(Mv۲)Mw۲EMu۲

= Mzg۲v̄۲E(vw)E(vū)(v۱w۱+E(v۲w۲)EMu۲

= Mzg۲v̄۲|E(vw)|۲E(vū)EMu۲ .

داریم نتیجه در

T ♯T =

Mzg۲v̄۱u۱|E(vw)|۲E(vū) EMzg۲v̄۱u۲|E(vw)|۲E(vū)

Mzg۲v̄۲u۱|E(vw)|۲E(vū) Mzg۲v̄۲|E(vw)|۲E(vū)EMu۲

 (۸ .۲)
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می آوریم به دست مشابه محاسبات انجام با و

TT ♯ =

Mzg۲v۱ū۱|E(vw)|۲E(v̄u) EMzg۲ū۱v۲|E(vw)|۲E(v̄u)

Mzg۲ū۲v۱|E(vw)|۲E(v̄u) Mzg۲ū۲|E(vw)|۲E(v̄u)EMv۲ .

 (۹ .۲)

باشند: درست زیر شرایط اگر اگروتنها است −نرمال A ،T = MwEMu ∈ BA(L
۲(Σ)) بنابراین

،v̄۱u۱E(vū) = v۱ū۱E(v̄u) (الف)
،v̄۱u۲E(vū) = ū۱v۲E(v̄u)(ب)

.∀f ∈ N (E) ،v̄۲E(vū)E(u۲f) = ū۲E(v̄u)E(v۲f)(ج)
می گیریم: نتیجه را بعدی قضیۀ (۶ .۲) و (۵ .۲) فوق،لم های مطالب بنابر

،T این صورت در .A = Mgv̄EMv ∈ B(L۲(Σ)) و T = MwEMu ∈ BA(L
۲(Σ)) کنید فرض .۱۰ .۲ قضیه

.ūE(uv̄)E(|v|۲) = v̄|E(uv̄)|۲ و uE(v̄E(vū)) = vE(ūE(uv̄)) اگر اگروتنها است −نرمال A

مثال ها ۳

توسط شده تولید جبر −σ ،A و µ({n}) = ۱/۴ ،Σ = ۲X ،X = {۱, ۲, ۳, ۴} کنید فرض .۱ .۳ مثال
و L۲(Σ) ∼= C۴ این صورت در باشد. {{۱, ۴}, {۲, ۳}}

E(f) =
( ۱
µ(A۱)

∫
A۱

fdµ
)
χA۱ +

( ۱
µ(A۲)

∫
A۲

fdµ
)
χA۲

=
f۱ + f۴

۲
χA۱ +

f۲ + f۳

۲
χA۲

زیر به صورت متعامد پایۀ استاندارد تجزیۀ به نسبت E نمایش ماتریس آنگاه .A۲ = {۲, ۳} و A۱ = {۱, ۴} آن در که
می باشد:

۱
۲ ۰ ۰ ۱

۲

۰ ۱
۲

۱
۲ ۰

۰ ۱
۲

۱
۲ ۰

۱
۲ ۰ ۰ ۱

۲


.

داریم u = (u۱, u۲, u۳, u۴) ∈ C۴ و w = (w۱, w۲, w۳, w۴) برای

T = MwEMu =



w۱u۱
۲ ۰ ۰ w۱u۴

۲

۰ w۲u۲
۲

w۲u۳
۲ ۰

۰ w۳u۲
۲

w۳u۳
۲ ۰

w۴u۱
۲ ۰ ۰ w۴u۴

۲


.



۱۵۳ وزن دار شرطی عملگرهای

این  صورت در .w = (i, ۱, ۰, i) و u = (i, ۰,−۲, i) دهید قرار

T =



−۱
۲ ۰ ۰ −۱

۲

۰ ۰ −۱
۲ ۰

۰ ۰ ۰ ۰

−۱
۲ ۰ ۰ −۱

۲


.

داریم ،v = (v۱, v۲, v۳, v۴) برای همچنین

A = Mgv̄EMv = g



v̄۱v۱
۲ ۰ ۰ v̄۱v۴

۲

۰ v̄۲v۲
۲

v̄۲v۳
۲ ۰

۰ v̄۳v۲
۲

v̄۳v۳
۲ ۰

v̄۴v۱
۲ ۰ ۰ v̄۴v۴

۲


.

،T بنابراین ،AT = T ∗A ،g ∈ L۰(A) هر برای که کرد مشاهده می توان به آسانی ،v = (i, ۰, ۱, i) دهیم قرار اگر
آنگاه ،u = v = (۱, ۰, i, ۱) دهيم قرار اگر که کنيد توجه نيست. −ايزومتري A ،T اما است. خودالحاق −A

E(|v|۲) =
( |v۱|۲ + |v۴|۲

۲
,
|v۲|۲ + |v۳|۲

۲
,
|v۲|۲ + |v۳|۲

۲
,
|v۱|۲ + |v۴|۲

۲

)
,

بنابراین
v̄

E(|v|۲)
=

( ۲v̄۱

|v۱|۲ + |v۴|۲
,

۲v̄۲

|v۲|۲ + |v۳|۲
,

۲v̄۳

|v۲|۲ + |v۳|۲
,

۲v̄۴

|v۱|۲ + |v۴|۲
)
.

به سادگی است. σ(E(|v|۲)) روی ایزومتری −A ،T آنگاه ،w = (۱, ۰,−۲i, ۱) دهیم قرار اگر ،(۹ .۲) قضیۀ بنابر
.T ∗AT = T حالت اين در که کرد بررسی مي توان

توسط شده تولید جبر −σ ،A و X = {۱, ۲, ۳, ۴},Σ = ۲X , µ({n}) = ۱/۴ کنید فرض .۲ .۳ مثال
و L۲(Σ) ∼= C۴ این صورت در .{{۱, ۲}, {۳, ۴}}

E(f) =
( ۱
µ(A۱)

∫
A۱

fdµ
)
χA۱ +

( ۱
µ(A۲)

∫
A۲

fdµ
)
χA۲

=
f۱ + f۲

۲
+ χA۱ +

f۳ + f۴

۲
χA۲ ,

زیر به صورت متعامد پایۀ استاندارد تجزیۀ به نسبت E نمایش ماتریس آنگاه .A۲ = {۳, ۴} و A۱ = {۱, ۲} آن در که
می باشد

۱
۲

۱
۲ ۰ ۰

۱
۲

۱
۲ ۰ ۰

۰ ۰ ۱
۲

۱
۲

۰ ۰ ۱
۲

۱
۲


.
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داریم C۴ به متعلق v = (v۱, v۲, v۳, v۴) و u = (u۱, u۲, u۳, u۴) ،w = (w۱, w۲, w۳, w۴) برای

T = MwEMu =


w۱u۱

۲
w۱u۲

۲ ۰ ۰
w۲u۱

۲
w۲u۲

۲ ۰ ۰
۰ ۰ w۳u۳

۲
w۳u۴

۲
۰ ۰ w۴u۳

۲
w۴u۴

۲

 A = Mgv̄EMv = g


v̄۱v۱

۲
v̄۱v۲

۲ ۰ ۰
v̄۲v۱

۲
v̄۲v۲

۲ ۰ ۰
۰ ۰ v̄۳v۳

۲
v̄۳v۴

۲
۰ ۰ v̄۴v۳

۲
v̄۴v۴

۲


داریم نتیجه در v = (۰, i, ۰,−i) و u = (i, ۰, ۰, ۰) ،w = (۱, ۰, ۰, ۰)) دهیم قرار اگر که کنید توجه

T =


i
۲ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰

 , A = g


۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۱

۲ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۱

۲

 .

پس .ATx = ۰ و Tx = i
۲x۱ ،Ax = g(۰, ۱

۲x۱, ۰, ۱
۲x۴) داریم ،x = (x۱, x۲, x۳, x۴) برای نتیجه در

.T ∈ B
A

۱
۲
(L۲(Σ)) بنابراين .∥x∥۲

A = ⟨Ax, x⟩ = ۱
۲ |x۲|۲ − ۱

۲ |x۴|۲ و ،∥Tx∥۲
A = ⟨ATx, Tx⟩ = ۰
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Abstract: In this paper, we considerweighted conditional operators onL2(Σ)­semi­Hilbertian space.
Then, we give necessary and sufficient conditions for self­adjointness, isometry, and normality of
these types of operators in this space.
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