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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۱۶ ‐۱ ص ،۴ شماره ،۱۴ دوره ،۱۴۰۳ سال

روي غيرخطي مرزي شرط با بيضوي نيمخطي مساله براي مثبت جوابهاي
مخروطي سوبولف فضاهاي

کالجي کوزهگر مرتضي

ايران اراک، اراک، دانشگاه پايه، علوم دانشکده رياضي، گروه

فتوحي مرتضي مسئول: دبير

۱۴۰۳/۸/۱ پذيرش: تاريخ ۱۴۰۳/۳/۱۴ دريافت: تاريخ

نويمن مرزي شرايط نيز و دستگاه در اختلال يا آشوب يک همراه به بيضوي معادلات دستگاه يک مقاله اين در چکيده:
فضاي معرفي با ميگيرد. قرار مطالعه مورد مخروطي تکين نقطه با خمينه يک روي تکيني نقطه نزديکي در غيرخطي
دستگاه اين براي را مثبت جواب دو حداقل وجود نهاري خمينه روش و تغييراتي روشهاي از استفاده و مخروطي سوبولف

کرد. خواهيم ثابت مخروطي سوبولف فضاي روي

مخروطي. سوبولف فضاي تغييراتي، روشهاي غيرخطي، مرزي مساله نيمخطي، بيضوي معادله کليدي: واژه هاي

35J61; 35J65; 35A15; 46E35 رياضي: ردهبندي

پيشگفتار و مقدمه ۱
مسائل از بسياري پيچدهگي دليل به است. ديفرانسيل معادلات از استفاده ، واقعي جهان از مساله يک رياضي مدلسازي براي ابزارها مهترين از
از قسمتي در اگر مثال بهعنوان هستند. خود در ۱ تکينگي و تباهيدهگي دچار سيستمها اين در استفاده مورد معادلات ، مکانيک و فيزيک در
[۸ ،۷] است داده رخ تکينگي مکان اين در گويند فيزيکي نظر از کند، فشرده نقطه يک حد تا را جسم که باشد زياد طوري گرانش نيروي فضا
فيزيکي سيستم آن کننده توصيف رياضي معادلات در اما نباشد نمايان است ممکن فيزيکي منظر از موارد از بسياري در تکينگي اين البته
توابع کننده توصيف که زمينه فضاي در آن نوع يک شود نمايان شکل دو به ميتواند تکينيها اين رياضي ديدگاه از داد. خواهد نشان را خود
معادله مطالعه و بررسي هستند. معادلات در شده ظاهر عملگرهاي ضرايب در تکينگي نيز ديگر نوع و هستند سيستمها اين جواب به متناظر
معادلاتي چنين براي جواب يافتن که آنجا از هستند. برخوردار ويژهاي اهميت از منبع در تباهيدهگي نيز و پيچيده هاميلتونيهاي با شرودينگر
داريم قصد مقاله اين در بنابراين باشد. مفيد سيستمها اين توصيف در ميتواند اختلالي مدلهاي از استفاده دارد را خود خاص دشواريهاي
تکين نقطه با خمينه يک روي تکينگي نقطه يک اطراف که زمان از مستقل شرودينگر معادله از سيستم يک براي جواب وجود درخصوص

بپردازيم. مطالعه به است، شده بندي دسته مخروطي
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تکين نقطه با مرزدار خمينه يک روي ناهمگن نيمخطي مساله مثبت جوابهاي چندگانگي و وجود خصوص در داريم قصد درواقع،
ميگيريم: نظر در را زير مساله دقيقتر بهطور کنيم. بحث مخروطي تکين نقطه همسايگي در غيرخطي نويمن شرط يک با همراه مخروطي

−∆Bu+ u = a(x)|u|p−۲u+ g(x) x ∈ B

∂u
∂n

= λb(x)|u|q−۲u on ∂B
(۱ .۱)

آن در که است [۰, ۱)×X بهصورت تکيني نقطه همسايگي در موضعي بهطور که است مخروطي تکين نقطه با خمينه يک B آن در که
شده ارائه بعد بخش در خمينهها اين از کاملتري توصيف .∂B = {۰} × X و بوده بعدي (N − ۱) فشرده بسته خمينه يک X
نوع شبهديفرانسيلي عملگر يک واقع در که ميشود ناميده x۱ = ۰ در تباهيده لاپلاسين عملگر ۱ .۱ مساله در ∆B عملگر بهعلاوه، است.

صورت به آن به متناظر گراديان همچنين ميشود. تعريف (x۱∂x۱)۲ + ∂۲x۲ + ...+ ∂۲xN
بهصورت و بوده دو مرتبه از ۲ فوشين

∇B = (x۱∂x۱ , ∂x۲ , ..., ∂xN
)

توجه کرد. خواهيم استفاده (x۱, x۲, ..., xN) = (x۱, x
′
) ∈ [۰, ۱) × X مختصات از اغلب ∂B يعني مرز نزديکي در است.

خمينه مرز روي |u|q−۲u جمله ديگري و شده داده معادله در |u|p−۲u جمله يک دارد. وجود غيرخطي جمله دو ۱ .۱ مساله در که کنيد
ميکنند: صدق زير شرايط در N ≥ ۳ براي p, q نماي دو که ميکنيم فرض مطالعه، اين در است. شده داده

۱ < q < ۲∗∂ =
۲(N − ۱)
N − ۲

, ۱ < p < ۲∗ =
۲N
N − ۲

, q < p. (۲ .۱)

داشت خواهد وجود q نماي اساس بر شده داده مرزي شرايط در تباهيدهگي امکان مرز در تکينگي وجود ضمن q نماي شرايط به توجه با
که هستند طوري a, b : B → R مثبت وزن توابع است. زمينه اين در شده انجام کارها ساير با کار اين متمايز وجوه از يکي که
کند: صدق زير شرط در ميکنيم فرض ميشود، معادله در ناهمگني ايجاد باعث که g اختلالي جمله .a, b ∈ C(B)

⋂
L∞(B)

به خمينه مرز نزديکي در نقاط نمايش اساس بر آن در که باشد ۳ شعاعي تقارن خاصيت داراي g يعني ، g(x) = g(|x|) ∈ L
N
۲
۲ (B)

در که را زير عملگر مساله در اختلالي جمله از استفاده با . |x| =
(
|ln(x۱)|۲ + |x′|۲

) ۱
۲ داشت: خواهيم x = (x۱, x

′
) شکل

ميگيريم: درنظر ميشود، استفاده مخروطي سوبولوف فضاي روي انرژي تابعک تعريف در ادامه

Kg : H۱,N۲ (B) → R ; Kg(ϕ) :=

∫
B
g(x)ϕ(x)

dx۱
x۱

dx
′
.

که ميشود نتيجه H۱,N۲ (B) ↪→ L
N
۲
۲ (B) [۱۳ ،۴] سوبولوف نشاندن قضيه و g اختلالي تابع روي فرض از استفاده با صورت اين در

که بهطوري دارد وجود Cg مثبت ثابت يک

∥Kg(ϕ)∥ ≤ Cg ∥ϕ∥H۱, n۲ (B) .

يعني معادله راست سمت در وزن تابع بدون و ديريکله مرزي شرايط با اما مشابه مساله يک


−∆Bu+ u = |u|p−۲u+ g(x) x ∈ B

u = ۰ on ∂B

براي منفي، انرژي با ديگري و مثبت انرژي با يکي ، جواب دو حداقل وجود نويسندگان آنجا در است. گرفته قرار مطالعه مورد [۱] مرجع در
در شده استفاده روش اصلاح با را فوق شده مطرح ديريکله مساله [۹] در نويسندگان همچنين آوردند. دست به نظرشان مورد ديريکله مساله
بررسي کردند. ثابت را منفي و مثبت انرژيهاي با جواب دو حداقل وجود و کردند مطالعه p = ۲∗ يعني سوبولوف بحراني نماي براي [۱]
شرط همرا به پتانسيل تابع غياب در هم و پتانسيل تابع حضور در هم g(x) ≡ ۰ وقتي يعني همگن حالت در جوابها چندگانگي و وجود

صورت به مسالههايي يعني ديريکله مرزي
2Fuchsian pseudo­differential operator
3Radial Symmetry



۳ مخروطي سوبولف فضاهاي روي بيضوي مساله


−∆Bu+ V (x)u = |u|p−۲u x ∈ B

u = ۰ on ∂B

مختلف مراجع در Ω ⊆ RN دامنه براي نويمن مرزي شرط با مشابه مساله ديگر طرف از .[۶–۴] است گرفته قرار بررسي و تحقيق مورد
مساله يک براي جوابها چندگانگي و جواب وجود مطالعه خصوص در دارد، اطلاع نويسنده که جايي تا است. شده مطالعه [۱۴ ،۳] مانند
ضمن قبلي شده ذکر کارهاي با کار اين مهم تفاوت است. نشده انجام مطالعهاي مخروطي تکين نقطه با خمينه يک روي ناهمگن نميهخطي
مستقل شرودينگر سيستم در اختلال يک عنوان به ناهمگني يک گرفتن نظر در با ديريکله شرط جاي به نويمن غيرخطي شرط گرفتن نظر در
مطالعه منظور به که تغييراتي روش از ۱ .۱ مساله حل براي ميکنيم. ثابت را مثبت انرژيهاي با جواب دو وجود ۱ .۱ مساله براي زمان، از

کرد: خواهيم استفاده ميشود، تعريف زير بهشکل که مساله به متناظر انرژي تابعک

J(u) := I(u)−Kg(u) (۳ .۱)

آن در که

I(u) =
۱
۲

∫
B

(
|∇Bu|۲ + |u|۲

) dx۱
x۱

dx
′ − ۱

p

∫
B
a(x) |u|p dx۱

x۱
dx

′ − λ

q

∫
∂B
b(x) |u|q dx′

همچنين و
Kg(u) =

∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′
.

H۱,N۲
۲ (B) آن در که J ∈ C۱

(
H۱,N۲

۲ (B);R
)

که ميشود نتيجه ۳ .۱ انرژي تابعک تعريف اساس بر و ۲ .۱ شرايط به توجه با

به انرژي تابعک ضعيف مشتق ϕ ∈ H۱,N۲
۲ (B) هر ازاي به بنابراين ميشود. معرفي بعد بخش در که است مخروطي سوبولف فضاي

بود: خواهد زير صورت

⟨J ′
(u), ϕ⟩ =

∫
B
[∇Bu∇Bϕ+ uϕ]

dx۱
x۱

dx
′ −
∫
B
a(x) |u|p−۲ ϕ

dx۱
x۱

dx
′

−
∫
B
g(x)ϕ(x)

dx۱
x۱

dx
′ − λ

∫
∂B
b(x) |u|q−۲ uϕdx

′

خواهند مخروطي سوبولوف فضاي در ۳ .۱ تابعک بحراني نقاط با معادل ۱ .۱ مساله ضعيف جوابهاي انرژي، تابعک ضعيف مشتق به توجه با
.⟨J ′

(u), u⟩ = ۰ هرگاه است مساله از جواب يک u ديگر عبارت به بود.
مقادير ازاي به ۱ .۱ مساله براي مثبت جواب دو وجود که مقاله اين اصلي نتيجه اکنون بالا خطوط در شده داده توضيحات به توجه با

شد. خواهد بيان انتها در ميشوند بيان بعد بخشهاي در که نتايجي اساس بر قضيه اين اثبات ميکنيم. بيان را بود خواهد λ از مثبتي

اثبات ۱ .۴ لم در λ۰ وجود آن در که ميپذيرد را u۱, u۲ مثبت جواب دو حداقل ۱ .۱ مساله صورت اين در λ ∈ (۰, λ۰) اگر .۱ .۱ قضيه
. ميشود

مخروطي سوبولف فضاي ۲
به که ميپردازيم خمينهها اين روي سوبولف فضاي از اجمالي معرفي به مخروطي تکين نقطه با خمينه يک گرفتن نظر در با بخش اين در
سوبولف فضاهاي ويژگيهاي و مخروطي تکين نقاط با خمينهها خصوص در عميقتر مطالعه براي هستند. معروف مخروطي سوبولف فضاهاي
با همراه B فشرده خمينه يک مخروطي، تکين نقاط با خمينه يک از منظور بهطورکلي .[۱۳ ،۱۱] بود خواهند مفيد زير مراجع آنها روي
هموار ريماني خمينه يک (B − B۰, g) که بهطوري است B از B۰ مانند نقاط از متناهي زيرمجموعه يک شامل که g ريماني متريک
هموار فشرده خمينه يک X آن در که بود خواهد همئومورف C(۰,۱](X) مخروط يک با B۰ در تکين نقطه هر از همسايگي يک و بوده

است. زير شکل به آن دقيقتر تعريف است. h۰ ريماني متريک با ريماني
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هرگاه گويند مخروطي تکين نقاط با فشرده ريماني خمينه يک را (B, d, g, B۰ = {x۱, ..., xk}) چهارتايي يک .۱ .۲ تعريف
باشد، فشرده متريک فضاي يک (B, d) الف)

g ريماني متريک توسط B −B۰ روي d متريک که بهطوري باشد بعدي ‐N = (n+ ۱) هموار ريماني خمينه يک B −B۰ ب)
است، شده القا

يک نيز و Uxi
∩ B۰ = {xi} که بهطوري است Uxi

همسايگي داراي ، ۱ ≤ i ≤ k هر ازاي به xi ∈ B۰ تکين نقطه هر پ)
ديفئومورفيسم

ψxi
: Uxi

− {xi} → X∧(xi) = (۰, εi)×X(xi)

ريماني متريک يک hr و r ∈ (۰, εi) ، εi > ۰ براي آن در که dr۲ + r۲hr با است يکريخت g|Uxi−{xi} که بهطوري دارد وجود
هموار ريماني متريک h۰ و αi > ۰ آن در که hr = h۰ + o(rαi) ، r → ۰ وقتي که بهطوري Xiاست = X(xi) روي هموار

است. Xi روي

مخروطي تکين نقطه بخواهد x۱ نقطه يک اگر واقع در شد. خواهد کار تکين نقطه يک با محاسبات سادهسازي منظور به مقاله ادامه در
h۰ شده ثابت ريماني متريک ازاي به dr۲ + r۲h۰ مخروطي متريک با نقطه اين همسايگي يک در g ريماني متريک که است لازم باشد

باشد. يکريخت X = X(x۱) برشي بخش روي

کره Xاز هموار زيرخمينه يک Nو صحيح عدد يک صورت اين در باشد. دلخواه فشرده بسته هموار خمينه يک X̃ کنيد فرض .۲ .۲ مثال
بنابراين است. ديفئومورف X̃ با که بهطوري دارد وجود SN−۱ = {x ∈ RN : |x| = ۱}

B =

{
x ∈ RN − {۰} :

x

|x|
∈ X

}
∪ {۰}

بود. خواهد {۰} مخروطي تکين نقطه با خمينه يک واقع در که است X پايه با نامتناهي مخروط يک

و بوده هموار که دارد وجود B مخروطي خمينه براي B ۴ شده منبسط خمينه يک همواره [۱۳ ،۱۰] مراجع در مطالب به توجه با
همسايگي نيز و x۱ مخروطي تکين نقطه از U ⊂ B باز همسايگي ازاي به که بهطوري است ∂B = X(x۱) هموار فشرده مرز داراي
همسايگيها اين به تحديد با B − B۰ ≃ B − ∂B ديفئومورفيسم يک است، V ≃ [۰, ۱) ×X(x۱) بهصورت که V ⊂ B
تکين نقطه با خمينه يک روي ديفرانسيلي عملگر يک [۱۳] در شده بيان نتايج به بنا داشت. خواهد وجود U −B۰ ≃ V − ∂B يعني،

ميشود: بيان زير صورت به است معروف نيز ۵ فيوشين نوع عملگر به که x۱ = ۰ همسايگي در مخروطي

A = x−m
۱

m∑
k=۰

ak(x۱)

(
−x۱

∂

∂x۱

)k

بيشتر جزييات با نتايج مشاهده براي . ak(x۱) ∈ C∞ (R+, Diff
m−k(X)

)
و (x۱, x۲, ..., xN) ∈ X∧ که بهطوري

شده ظاهر ۱ .۱ مساله در که فوشين نوع لاپلاسين و گراديان عملگرهاي معرفي براي اکنون نگريست. مد را [۱۳ ،۱۰ ،۴] مراجع ميتوان
بهصورت مناسب مخروطي متريک از اند،

gcone(x۱, ..., xN) = dx۲۱ + x۲۱h۰(x۲, ..., xN)

استفاده X(x۱) برش روي شده ثابت هموار ريماني متريک يک بهعنوان h۰ و x۱ ∈ [۰, ۱) با X∧ مخروطي شده منبسط خمينه روي
C ≥ ۱ ثابت يک يعني است معادل g هموار ريماني متريک با gcone مخروطي متريک [۰, ۱)× ∂B خارج که کنيد توجه کرد. خواهيم

که دارد وجود
۱
C
g(ξ, ξ)(p) ≤ gcone(ξ, ξ) ≤ Cg(ξ, ξ)(p) ∀ξ ∈ Tp(B), p ∈ B.

که ميپذيرد را پايه يک TB يعني B شده منبسط خمينه به متناظر مخروطي مماسي کلاف شده، داده مخروطي متريک اين به نسبت اکنون
مخروطي مماسي هم کلاف براي متناظر دوگان پايه درنتيجه است. نمايش قابل {x۱∂x۱ , ∂x۲ , ..., ∂xN

} شکل به موضعي مختصات در
اينکه فرض با رو اين از بود. خواهد {dx۱

x۱
, dx۲, ..., dxN} شکل به TB∗

x = (x۱, x
′
) = (x۱, x۲, ..., xN) ∈ [۰, ۱)× ∂B ≃ [۰, ۱)×X(x۱)

4Stretched manifold
5Fuchsian



۵ مخروطي سوبولف فضاهاي روي بيضوي مساله

فوشين نوع لاپلاسين عملگر نيز و ∇B = (x۱∂x۱ , ∂x۲ , ..., ∂xN
) ∈ Diff ۱cone(B, TB) صورت به مخروطي گراديان عملگر

براي مناسب فضاي تعريف منظور به اکنون ميشوند. تعريف ∆B = (x۱∂x۱)
۲ +

∑N
i=۲ ∂

۲
xN

بهصورت مخروطي لاپلاسين يا
براي ميکنيم. معرفي را B مخروطي خمينه از B شده منبسط خمينه به متناظر مخروطي سوبولف فضاهاي ۱ .۱ مساله از ضعيف جوابهاي

ميکنيم. تعريف را RN
+ روي وزندار سوبولف و لبگ فضاهاي ابتدا تعاريف، اين

همچنين و u ∈ D′
(RN

+ ) هرگاه u ∈ Lγ
p(RN

+ ) تابع .۱ < p <∞ و γ ∈ R کنيد فرض .۳ .۲ تعريف

∥u∥Lγ
p(RN

+ ) =

(∫
R+

∫
RN−۱

∣∣∣∣xN
p
−γ

۱ u(x)

∣∣∣∣p dx۱x۱ dx′
) ۱

p

< +∞.

ازاي به که بهطوري u ∈ D′
(RN

+ ) هرگاه u ∈ Hk,γ
p (RN

+ ) تابع .۱ < p <∞ و k ∈ N ، γ ∈ R کنيد فرض .۴ .۲ تعريف
، |α|+ |β| ≤ k که β ∈ NN−۱ ، α ∈ B انديس هر

(x۱∂x۱)
α(∂x′ )βu(x) ∈ Lγ

p(RN
+ ).

گرفت. خواهيم نظر در Hk,γ
p (RN

+ ) فضاي در C∞
۰ (RN

+ ) فضاي بستار را Hk,γ
p,۰ ((RN

+ ) بهعلاوه

شده منبسط مخروط روي را فضا اين ابتدا [۱۰ ،۴ ،۱] مشابه بالا، تعريفهاي کمک به مخروطي سوبولف فضاي تعريف براي اکنون
ميدهيم. تعميم B خمينه روي به را آن سپس و کرده تعريف X∧

از باز پوشش يک U = {U۱, ..., Um} کنيد فرض بهعلاوه .۱ < p < ∞ و k ∈ N۰ ، γ ∈ R کنيد فرض .۵ .۲ تعريف
χi : Ui ⊂ ∂B → RN−۱ مختصاتي کارتهاي نيز و {κ۱, ..., κm} واحد افراز يک اگر باشد. X براي مختصاتي همسايگيهاي

همچنين و u ∈ D′
(X∧) هرگاه u ∈ Hk,γ

p (X∧) گوييم صورت اين در . بگيريم نظر در i = ۱, ...,m براي را

∥u∥Hk,γ
p (X∧) =

{
m∑
i=۱

∥∥∥(۱× χ∗
i )

−۱ κiu
∥∥∥p
Hk,γ

p (RN
+ )

} ۱
p

<∞

۱ × χi : R+ × Ui → به نسبت ۶ برگشت تابع يک ۱ × χ∗
i : C∞

۰ (R+ × RN−۱) → C∞
۰ (R+ × Ui) آن در که

فضاي بستار واقع در که ميکنيم تعريف Hk,γ
p (X∧) زيرفضاي بهعنوان را Hk,γ

p,۰ (X
∧) فضاي همچنين . است R+ × RN−۱

است. ∥.∥Hk,γ
p (X∧) نرم به نسبت C∞

۰ (X∧)

γ ∈ R کنيد فرض بهعلاوه Bباشد. مخروطي تکين نقطه با خمينه به نسبت شده منبسط مخروطي خمينه يک B کنيد فرض .۶ .۲ تعريف
است Hk,p

loc (intB) سوبولف فضاي از زيرفضا يک Hk,γ
P (B) سوبولف مخروطي فضاي صورت اين در .۱ < p <∞ و k ∈ N۰ ،

يعني
Hk,γ

p (B) =
{
u ∈ Hk,p

loc (intB) ; ωu ∈ Hk,γ
p (X∧)

}
Hk,γ

p (B) مخروطي سوبولف فضاي Hk,γاز
p,۰ (B)زيرفضاي همچنين .[۰, ۱)×∂B از همسايگي يک در محمل برشωبا تابع هر براي

: کرد تعريف زير بهصورت ميتوان را

Hk,γ
p,۰ (B) = [ω]Hk,γ

p,۰ (X
∧) + [۱− ω]Hk,p

۰ (intB)

سوبولف فضاي در C∞
۰ (intB) فضاي بستار Hk,p

۰ (intB) همچنين است. بالا در شده توصيف برش تابع همان ω آن در که
. است مرزدار خمينه زير يک بهعنوان B شامل بسته فشرده هموار خمينه يک X̃ که بهطوري است Hk,p(X̃)

نمود. تعريف را B خمينه روي وزندار لبگ فضاي ميتوان فوق، مخروطي سوبولف فضاي تعريف از استفاده با که نماييد توجه

ديگر عبارت به .u ∈ H۰,γ
P (B) هرگاه u ∈ Lγ

p(B) صورت اين در .۱ < p < ∞ ، γ ∈ R کنيد فرض .۷ .۲ تعريف
هرگاه u ∈ Lγ

P (B)

∥u∥Lγ
P (B) =

(∫
B

∣∣∣∣xN
p
−γ

۱ u(x)

∣∣∣∣p dx۱x۱ dx′
) ۱

p

< +∞.

6pull­back function



۱۶ ‐۱ صفحه ۴ شماره ۱۴ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / کالجي کوزهگر مرتضي ۶

بهطوري γ۲ = N
q

و γ۱ = N
p

کنيم فرض اگر واقع در است. هولدر نامساوي آورد، بهدست ميتوان فوق تعريف از که نتيجهاي يک
که ميشود نتيجه v ∈ Lγ۲

q (B) هر و u ∈ Lγ۱
p (B) هر ازاي به صورت اين در ۱

p
+ ۱

q
= ۱ که

∫
B

∣∣∣u(x۱, x′
)v(x۱, x

′
)
∣∣∣ dx۱
x۱

dx
′ ≤

(∫
B

∣∣∣u(x۱, x′
)
∣∣∣p) ۱

P
(∫

B

∣∣∣v(x۱, x′
)
∣∣∣q dx۱
x۱

dx
′
) ۱

q

.

براي صورت اين در .l < N
p

، ۱ < p < ∞ و γ۱, γ۲ ∈ R ازاي به و l < k که k, l ∈ N۰ براي کنيد فرض [۴] .۸ .۲ قضيه
پيوسته نشاندن نگاشت يک q ∈ [۱, qm] هر

Hk,γ۱
p (B) ↪→ Hm,γ۲

q (B)

يک u ∈ Hk,γ۱
p (B) هر ازاي به بنابراين دارد. وجود γ۲ = γ۱ − l و m = k − l ، ۱

qm
= ۱

p
− k−m

N
که بهطوري دارد وجود

که بهطوري دارد وجود C ثابت
∥u∥Hm,γ۲

q (B) ≤ C ∥u∥Hk,γ۱
p (B) .

روش توصيف ۳

روي J تابعک هرگاه واقع در است. J انرژي تابعک بحراني نقاط به متناظر ۱ .۱ مساله جوابهاي شد، اشاره اول بخش در که همانطور
تابعک واقعي مسالههاي از بسياري در اما ميرسد. فضا اين روي خود کمينهکننده يک به J ، باشد کراندار پايين از H۱,N۲ (B) فضاي
به که آن از زيرمجموعهاي يک روي که صورتي در ، ندارد را مخروطي سوبولف فضاي کل روي کرانداري پايين از ويژگي ، مساله در متناظر
سپس و پرداخته ۱ .۱ مساله براي نهاري خمينه معرفي به ابتدا بخش اين در بود. خواهد کراندار پايين از ، [۱۲] است معروف ۷ نهاري خمينه

کرد. خواهيم فراهم اصلي قضيه اثبات براي کمکي نتايج
ميگيريم: نظر در مخروطي سوبولف فضاي روي زير صورت به را نهاري مجموعه

N (B) :=
{
u ∈ H۱,N۲ (B)− {۰} : ⟨J ′

(u), u⟩ = ۰
}

توجه با است. (H۱,N۲ (B))∗ = H−۱,N۲ (B) يعني آن دوگان و H۱,N۲ (B) مخروطي سوبولف فضاي بين دوگاني ⟨., .⟩ آن در که
اگر تنها و اگر u ∈ N (B) بنابراين بگيرند. قرار مجموعه اين در بايد J تابعک بحراني نقاط N (B) تعريف به

∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

−
∫
B
a(x) |u(x)|p dx۱

x۱
dx

′ −
∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′ − λ

∫
∂B
b(x) |u|q dx۱

x۱
dx

′
= ۰.

(۱ .۳)

بهصورت ۸ تاري نگاشتهاي ، ثابت و دلخواه u ∈ H۱,N۲ (B) ازاي به [۱۴ ،۳] در شده استفاده روش مشابه اکنون

φu : (۰,∞) → R

صورت اين در u ∈ H۱,N۲ (B) اگر که کنيد توجه ميکنيم. تعريف φu(t) := I(tu)− ۱
۲Kg(t

۲u) که بهطوري

φ
′

u(t) = t ∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

− tp−۱
∫
B
a(x) |u(x)|p dx۱

x۱
dx

′−

λ

∫
∂B
b(x) |u|q dx′ − t

∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′ (۲ .۳)

7Nehari manifold
8Fibering maps



۷ مخروطي سوبولف فضاهاي روي بيضوي مساله

همچنين و

φ
′′

u(t) = ∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

− (p− ۱)tp−۲
∫
B
a(x) |u(x)|p dx۱

x۱
dx

′−

λ(q − ۱)tq−۲
∫
∂B
b(x) |u|q dx′ −

∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′
. (۳ .۳)

که گرفت نتيجه ميتوان کليتر بهطور رو اين از .φ′
u(۱) = ۰ اگر تنها و اگر u ∈ N (B) که ميشود نتيجه ۲ .۳ و ۱ .۳ رابطههاي از
u ∈ N (B) هر ازاي به بنابراين .φ′

u(tu) = ۰ اگر وتنها اگر tu ∈ N (B)

φ
′′

u(۱) = ∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

− (p− ۱)
∫
B
a(x) |u|p dx۱

x۱
dx

′−

λ(q − ۱)
∫
∂B
b(x) |u(x)|q dx′ −

∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′

= (۲− p) ∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

+ λ(p− q)

∫
∂B
b(x) |u(x)|q dx′

+ (p− ۲)
∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′

= (۲− q) ∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

+ (q − p)

∫
B
a(x) |u|p dx۱

x۱
dx

′
+ (q − ۲)

∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′

= (۲− p)

∫
B
a(x) |u|p dx۱

x۱
dx

′
+ λ(۲− q)

∫
∂B
b(x) |u|q dx′

. (۴ .۳)

کرد: تقسيم تاري نگاشت عطف و کمينه بيشينه، نقاط اساس بر ترتيب به زير مدل سه به را نهاري مجموعه ميتوان بنابراين

N+(B) :=
{
u ∈ N (B) ; φ

′′

u(۱) > ۰
}

N−(B) :=
{
u ∈ N (B) ; φ

′′

u(۱) < ۰
}

N۰(B) :=
{
u ∈ N (B) ; φ

′′

u(۱) = ۰
}
. (۵ .۳)

خمينه روي J يعني مساله انرژي تابعک براي کمينهکننده وجود خصوص در جستجو به ۱ .۱ مساله براي جواب وجود اثبات براي ادامه در
پرداخت. خواهيم N (B) نهاري

اين در .u۰ /∈ N۰(B) همچنين و باشد N (B) نهاري خمينه روي J تابعک براي موضعي کمينهکننده يک u۰ کنيد فرض .۱ .۳ لم
است. J انرژي تابعک براي بحراني نقطه يک u۰ صورت

است. [۳ ،۲] در مشابه شيوه به اثبات.

که ميکنيم فرض ۲ .۱ شرايط به توجه با
۱ < q < ۲ < p < ۲∗.

خمينه تعريف از t > ۰ براي ميکنيم. بيان φu تاري نگاشتهاي خصوص در مشاهداتي ۱ .۱ مساله در شده فرض شرايط به توجه با اکنون
اگر تنها و اگر tu ∈ N (B) که ميشود نتيجه نهاري

t ∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

− tp−۱
∫
B
a(x) |u|p dx۱

x۱
dx

′ − λtq−۱
∫
∂B
b(x) |u|q dx′−

t

∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′
= ۰. (۶ .۳)

ميکنيم: تعريف زير بهصورت را ψ : (۰,∞) → R تابع

ψ(t) := tq−۲ ∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

− tp−q

∫
B
a(x) |u|p dx۱

x۱
dx

′ − tq−۲
∫
B
g(x)u(x).
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معادله از جواب يک t اگر تنها و اگر tu ∈ N (B) که ميشود نتيجه ψ تابع تعريف و ۶ .۳ رابطه به توجه با بنابراين

ψ(t) = λ

∫
∂B
b(x) |u|q dx′ (۷ .۳)

واقع در است. بيشينه نقطه داراي ψ تابع p− q > ۲− q شرط از استفاده با باشد.

ψ(t)
′
= ۰ ⇐⇒ (۲− q)t۱−q ∥u∥۲

H۱,N۲ (B)
− (p− q)tp−q−۱

∫
B
a(x) |u|p dx۱

x۱
dx

′−

(۲− q)t۱−q

∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′
= ۰

⇐⇒ (۲− q)

(
∥u∥

H۱,N۲ (B)
−
∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′
)
t۱−q = tp−q−۱

∫
B
a(x) |u|p dx۱

x۱
dx

′

⇐⇒ t = t۰ =

(۲− q)

(
∥u∥۲

H۱,N۲ (B)
−
∫
B g(x)u(x)

dx۱
x۱
dx

′
)

(p− q)
∫
B a(x) |u|

p dx۱
x۱
dx′


۱

p−۲

. (۸ .۳)

داشت خواهيم مساله براي ضعيف جواب تعريف از باشد ۱ .۱ مساله براي جواب يک u وقتي که کنيد توجه

∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

−
∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′
=

∫
B
a(x) |u|p dx۱

x۱
dx

′
+ λ

∫
∂B
b(x) |u|q dx′

همچنين و است t۰ > ۰ که ميشود نتيجه Kg عملگر پيوستگي و تعريف از و a وزن تابع بودن مثبت فرض به توجه با و

ψ
′′
(t۰) = (۱− q)(۲− q)t−q

۰

(
∥u∥۲

H۱,N۲ (B)
−
∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′
)

− (p− q)(p− q − ۱)tp−q−۲
۰

∫
B
a(x) |u|p dx۱

x۱
dx

′
< ۰. (۹ .۳)

معادله که ميشود نتيجه
∫
∂B b(x) |u|

q dx
′
> ۰ و b > ۰ اينکه به توجه با بود. خواهد ψ تابع براي بيشنه نقطه يک t۰ نتيجه در

: داشت نخواهد جواب کند، صدق زير شرط در که λ هر براي ۷ .۳

ψ(t۰) = t۲−q
۰

(
∥u∥۲

H۱,N۲ (B)
−
∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′
)
− tp−q

۰

∫
B
a(x) |u|p dx۱

x۱
dx

′
=(۲− q)

(
∥u∥۲

H۱,N۲ (B)
−
∫
B g(x)u(x)

dx۱
x۱
dx

′
)

(p− q)
∫
B a(x) |u|

p dx۱
x۱


۲−q
p−۲ (

∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

−
∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′
)

−

(۲− q)

(
∥u∥۲

H۱,N۲ (B)
−
∫
B g(x)u(x)

dx۱
x۱
dx

′
)

(p− q)
∫
B a(x) |u|

p dx۱
x۱


p−q
p−۲ ∫

B
a(x) |u|p dx۱

x۱
dx

′
=

[(
۲− q

p− q

) ۲−q
p−۲

−
(
۲− q

p− q

) p−q
p−۲
] (∥u∥۲

H۱,N۲ (B)
−
∫
B g(x)u(x)

dx۱
x۱
dx

′
) p−q

p−۲

(∫
B a(x) |u|

p dx۱
x۱
dx′
) ۲−q

p−۲

> λ

∫
∂B
b(x) |u|q dx′ (۱۰ .۳)



۹ مخروطي سوبولف فضاهاي روي بيضوي مساله

رابطه در λ اگر ديگر طرف از .tu /∈ N (B) ، t ∈ (۰,∞) هر براي بنابراين .φ′
u(t) < ۰ که ميشود نتيجه ۷ .۳ و ۲ .۳ از بعلاوه

۰ < λ

∫
∂B
b(x) |u|q dx′

< ψ(t۰) (۱۱ .۳)

که بهطوري t۱ < t۰ < t۲ که دارد t۱, t۲ جواب دو ۷ .۳ معادله صورت اين در کند صدق

φ
′

u(t۱) = φ
′

u(t۲) = ۰, ψ
′
(t۱) > ۰, ψ

′
(t۲) < ۰.

است. φu عطف نقطه يک t۰ ، کند صدق ۱۱ .۳ نامساوي در که λ هر براي .۲ .۳ لم

لم، اين از قبل محاسبات اساس بر باشند ۷ .۳ معادله ريشه دو t۱, t۲ اينکه فرض با اثبات.

φ
′′

u(t۱) =t
q−۱
۱

(
(۲− q)t۱−q

۱ ∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

− (p− q)tp−q−۱
۱

∫
B
a(x) |u|p dx۱

x۱
dx

′

− (۲− q)t۱−q
۱

∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′

)
= tq−۱

۱ ψ
′
(t۱) (۱۲ .۳)

و

φ
′′

u(t۲) =t
q−۱
۲

(
(۲− q)t۱−q

۲ ∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

− (p− q)tp−q−۱
۲

∫
B
a(x) |u|p dx۱

x۱
dx

′

− (۲− q)

∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′

)
= tq−۱

۲ ψ
′
(t۲). (۱۳ .۳)

بيشينه و t۱ در موضعي کمينه داراي φu تاري نگاشت بنابراين φ′′
u(t۲) < ۰ و φ′′

u(t۱) > ۰ که ميشود نتيجه ۱۳ .۳ و ۱۲ .۳ روابط از
چون ، t = t۰ نقطه در φu و ψ توابع گرفتن نظر در با اکنون .t۲u ∈ N−(B) و t۱u ∈ N+(B) که بهطوري دارد t۲ در موضعي

نيز و ψ′
(t۰) = ۰

φ
′′

u(t۰) =(۲− q) ∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

− (p− q)tp−q−۱
۰

∫
B
a(x) |u|p dx۱

x۱
dx

′

− (۲− q)

∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′
= tq−۱

۰ ψ
′
(t۰) = ۰ (۱۴ .۳)

است. φu نگاشت براي عطف نقطه يک t۰ لذا و φ′′
u(t۰) = ۰ بنابراين

اصلي قضيه اثبات ۴

ميکنيم. فراهم ۱ .۱ قضيه يعني مقاله اصلي ادعاي اثبات براي را زمينه کمکي گزارههاي و نتايج برخي ارائه با بخش اين در

. N۰(B) = ∅ ، ۰ < λ < λ۰ هر براي که دارد وجود λ۰ > ۰ ثابت يک باشد. ۰ < Cg < ۱ کنيد فرض .۱ .۴ لم

يعني مرز روي ۹ سوبولف اثر نشاندن قضيه نيز و Kg عملگر و b تابع روي فرضيات از استفاده با و ۴ .۳ اتحاد در سوم خط به توجه با اثبات.
9Sobolev Trace embedding



۱۶ ‐۱ صفحه ۴ شماره ۱۴ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / کالجي کوزهگر مرتضي ۱۰

H۱,N۲ (B) ↪→ L
N
۲
۲ (∂B)

۰ = φ
′′

u(۱) =(۲− p) ∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

+ λ(p− q)

∫
∂B
b(x) |u|q dx′

+ (p− ۲)
∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′ ⇒

(p− ۲)(۱− Cg) ∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

≤ λ(p− q)Sq ∥b∥∞ ∥u∥q
H۱,N۲ (B)

⇒

∥u∥
H۱,N۲ (B)

≤
(
λ(p− q) ∥b∥∞ Sq

(p− ۲)(۱− Cg)

) ۱
۲−q

. (۱ .۴)

قضيه گيري بکار با همچنين و Kg عملگر و a تابع روي فرضيات کارگيري به نيز و چهارم، خط ۴ .۳ اتحاد از مجدد استفاده با بهعلاوه
ميشود نتيجه ۸ .۲ سوبولف نامساوي

۰ = φ
′′

u(۱) =(۲− q) ∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

+ (p− q)

∫
B
a(x) |u|p dx۱

x۱
dx

′
+

(q − ۲)
∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′ ⇒

(۲− q)(۱− Cg) ∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

≤ (p− q) ∥a∥∞Cp ∥u∥p
H۱,N۲ (B)

⇒

∥u∥
H۱,N۲ (B)

≥
(
(۲− q)(۱− Cg)

(p− q) ∥a∥∞Cp

) ۱
p−۲

. (۲ .۴)

ميدهيم قرار ۲ .۴ و ۱ .۴ نامساويهاي از استفاده با

λ۰ =

(
(۲− q)(۱− Cg)

∥a∥∞Cp

) ۲−q
p−۲
(

۱
p− q

) p−q
p−۲
(

p− ۲
∥b∥∞ Sq

)
.

غيرتهي N۰(B) مجموعه ۰ < λ < λ۰ يک براي کنيم فرض اگر واقع در شد. خواهد حاصل نتيجه خلف فرض از استفاده با اکنون
داريم ۲ .۴ و ۱ .۴ نامساويهاي از استفاده با صورت اين در باشد

(
(۲− q)(۱− Cg)

(p− q)∥a∥∞Cp

) ۱
p−۲

≤ ∥u∥
H۱,N۲ (B)

≤
(
λ
(p− q) ∥b∥∞ Sq

(p− ۲)

) ۱
۲−q

تهي ۰ < λ < λ۰ هر براي N۰(B) مجموعه ، آمده دست به λ۰ براي بنابراين است. تناقض اين و λ ≥ λ۰ ميدهد نتيجه که
است.

است. کراندار پايين از و ۱۰ اجباري J انرژي تابعک .۲ .۴ گزاره

استفاده با بهعلاوه و Kg اختلالي عملگر تعريف ، a, b ∈ C(B) ∩ L∞(B) مثبت وزن توابع ، مساله روي فرضيات به توجه با اثبات.

10Coercive



۱۱ مخروطي سوبولف فضاهاي روي بيضوي مساله

: که ميشود نتيجه سوبولف اثر و نشاندن قضيههاي از
J(u) =

۱
۲

∫
B

(
|∇Bu|۲ + |u|۲

) dx۱
x۱

dx
′ − ۱

p

∫
B
a(x) |u|p dx۱

x۱
dx

′ (۳ .۴)

−
∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′ − λ

q

∫
∂B
b(x) |u|q dx′

=

(
۱
۲
− ۱
p

)
∥u∥۲

H۱,N۲ (B)
− λ

(
۱
q
− ۱
p

)∫
∂B
b(x) |u|q dx′ −

(
۱− ۱

p

)∫
B
g(x)u(x)

dx۱
x۱

dx
′

≥ p− ۲
۲p

∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

− λ

(
p− q

pq

)
Sq ∥b∥∞ ∥u∥q

H۱,N۲ (B)
− p− ۱

p
∥g∥

L
N
۲
۲ (B)

∥u∥
H۱,N۲ (B)

≥ p− ۲
۲p

∥u∥۲
H۱,N۲ (B)

− λ

(
p− q

pq

)
Sq ∥b∥∞ ∥u∥q

H۱,N۲ (B)
− Cg(p− ۱)

p
∥u∥

H۱,N۲ (B)
. (۴ .۴)

ميآيد. دست به ۳ .۴ نامساوي از نيز آن پايين از کرانداري و J(u) → ∞ صورت اين در ∥u∥
H۱,N۲ (B)

→ ∞ هرگاه بنابراين

۰ < λ < λ۰ هر براي که ميشود نتيجه ۲ .۴ گزاره نيز و ۱ .۴ لم از
N (B) = N+(B) ∪N−(B).

تابعک پايين کران بزرگترين ميتوان بنابراين است. کراندار پايين از نهاري، خمينه از N−(B) و N+(B) زيرمجموعههاي روي J تابعک
کرد: تعريف مجموعهها زير اين روي را J

m+
۰ := inf

u∈N+(B)
J(u), m−

۰ := inf
u∈N−(B)

J(u).

کرد. بيان زير شکل به ميتوان را مثبت جواب يک خصوص در زير گزاره اکنون
u۱ ∈ N+(B) کمينهکننده يک داراي J تابعک صورت اين در ،۰ < λ < λ۰ اگر باشد. ۰ < Cg < ۱ کنيد فرض .۳ .۴ گزاره

: ميکند صدق زير خواص در که است

، inf
u∈N+(B)

J(u) = J(u۱) < ۰ الف)
است. ۱ .۱ مساله از مثبت جواب يک u۱ ب)

تابعک اين براي کمينهکننده دنباله يک لذا است. کراندار پايين از N+(B) مجموعه روي J تابعک ، ۲ .۴ گزاره براساس الف) اثبات.
سوبولف فضاي در {un} دنباله بنابراين . lim

n→∞
J(un) = inf

u∈N+(B)
J(u) که بهطوري دارد وجود {un}∞n=۱ ⊂ N+(B) مانند

u۱ ∈ H۱,N۲ (B) که کرد فرض ميتوان زيردنباله، يک کردن انتخاب حد در بود. خواهد کراندار ، است هيلبرت فضاي يک که H۱,N۲ (B)

: داشت خواهيم را زير همگراييهاي که بهطوري دارد وجود

un ⇀ u۱ in H۱,N۲ (B)

un → u۱ in L
N
r
r (B)

un → u۱ in L
N
s
s (∂B) (۵ .۴)

ميشود نتيجه ۵ .۴ همگراييهاي به توجه با .۱ ≤ s < ۲∗∂ = ۲(N−۱)
N−۲ و ۱ ≤ r < ۲∗ = ۲N

N−۲ ، N ≥ ۳ براي که بهطوري
آنگاه n→ ∞ وقتي ∫که

B
a(x) |un(x)|p

dx۱
x۱

dx
′ →

∫
B
a(x) |u۱(x)|p

dx۱
x۱

dx
′

∫
B
g(x)un(x)

dx۱
x۱

dx
′ →

∫
B
g(x)u۱(x)

dx۱
x۱

dx
′

∫
∂B
b(x) |un(x)|q dx

′ →
∫
∂B
b(x) |u۱(x)|q dx

′ (۶ .۴)



۱۶ ‐۱ صفحه ۴ شماره ۱۴ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / کالجي کوزهگر مرتضي ۱۲

که دارد وجود t۱ ∈ (۰,∞) عنصر يک آنها، براي آمده دست به ويژگيهاي و قبل بخش در φu تاري نگاشتهاي به توجه با
فضاي در قوي بهطور un → u۱ ميکنيم ثابت اکنون . inf

u∈N+(B)
J(u) < ۰ ، J(t۱u۱) < ۰ همچنين و t۱u۱ ∈ N+(B)

براي بنابراين .∥u۱∥H۱,N۲ (B)
≤ lim inf

n→∞
∥un∥H۱,N۲ (B)

صورت اين در نباشد، چنين کنيد فرض است. همگرا H۱,n۲ (B) سوبولف
un ∈ N+(B)

lim
n→∞

φ
′

u(t۱) =

lim
n→∞

(
t۱ ∥un∥H۱,N۲ (B)

− tp−۱
۱

∫
B
a(x) |un|p

dx۱
x۱

dx
′

− λtq−۱
۱

∫
∂B
b(x) |un|q dx

′ − t۱

∫
B
g(x)un(x)

dx۱
x۱

dx
′

)
> t۱ ∥u۱∥۲

H۱,N۲ (B)

− tp−۱
۱

∫
B
a(x) |u۱(x)|p

dx۱
x۱

dx
′ − λtq−۱

۱

∫
∂B
b(x) |u۱(x)|q dx

′

− t۱

∫
B
g(x)u۱(x)

dx۱
x۱

dx
′
= φ

′

u۱
(t۱) = ۰. (۷ .۴)

که نوشت ميتوان t = ۱ ازاي به چون .φun(t۱) > ۰ داريم n بزرگ کافي اندازه به مقادير براي ديگر عبارت به
un = ۱.un ∈ N+(B)

باشد. يک از اکيد بزرگتر بايد t۱ لذا .φun(۱) = ۰ ، n هر براي نيز و φun(t) < ۰ که ميشود نتيجه t ∈ (۰, ۱) هر براي بنابراين
و است کاهشي نگاشت يک t ∈ (۰, t۱) براي φu۱(t) ديگر، طرف از

J(t۱u۱) < J(u۱) < lim
n→∞

J(un) = inf
u∈N+(B)

J(u) (۸ .۴)

نتيجه n → ∞ وقتي نتيجه در باشد. بايد همگرا H۱,N۲ (B) سوبولف فضاي در قوي بهطور un → u۱ بنابراين است. تناقض که
که ميشود

J(un) → J(u۱) = inf
u∈N+(B)

J(u).

|u۱| ∈ N+(B) رو اين از J(u۱) = J(|u۱|) چون بهعلاوه . است N+(B) مجموعه روي J تابعک کمينهکننده يک u۱ بنابراين
است. ۱ .۱ مساله براي مثبت جواب يک u۱ ، ۱ .۳ لم طبق و

ميکنيم. بحث N−(B) مجموعه روي J تابعک کمينهکننده وجود درخصوص زير گزاره در اکنون
را N−(B) مجموعه روي u۲ کمينهکننده يک J تابعک صورت اين در ، ۰ < λ < λ۰ و ۰ < Cg < ۱ کنيد فرض .۴ .۴ گزاره

ميکند: صدق زير ويژگيهاي در که ميپذيرد

،J(u۲) = inf
u∈N−(B)

J(u) الف)
است. ۱ .۱ مساله براي مثبت جواب يک u۲ ب)

لذا است کراندار پايين از N−(B) مجموعه روي J تابعک چون ميکنيم. استفاده ۴ .۴ گزاره اثبات در مشابه شيوه از اثبات براي اثبات.
که دارد وجود {un} ⊂ N−(B) مانند کمينهکننده دنباله يک

lim
n→∞

J(un) = inf
u∈N−(B)

J(u).

فضا، اين در زيردنباله يک انتخاب حد در بنابراين است. کراندار H۱,N۲ (B) سوبولف فضاي در {un} دنباله ۲ .۴ گزاره از استفاده با
داشت: خواهيم را زير همگراييهاي که دارد وجود u۲ ∈ H۱,N۲ (B)

un ⇀ u۲ in H۱,N۲ (B)

un → u۲ ∈ L
N
r
r (B)

un → u۲ in L
N
s
s (∂B) (۹ .۴)



۱۳ مخروطي سوبولف فضاهاي روي بيضوي مساله

توابع پيوستگي نيز و ۹ .۴ همگراييهاي بنابه .۱ ≤ s < ۲∗∂ = ۲(N−۱)
N−۲ و ۱ ≤ r < ۲∗ = ۲N

N−۲ ، N ≥ ۳ براي که بهطوري
آنگاه n→ ∞ وقتي که ميشود نتيجه a, b, g∫

B
a(x) |un|p

dx۱
x۱

dx
′ →

∫
B
a(x) |u۲|p

dx۱
x۱

dx
′

∫
B
g(x)un(x)

dx۱
x۱

dx
′ →

∫
B
g(x)u۲(x)

dx۱
x۱

dx
′

∫
∂B
b(x) |un|q dx

′ →
∫
∂B
b(x) |u۲|q dx

′
. (۱۰ .۴)

بهعلاوه و t۱ < t۰ < t۲ که دارد وجود t۱, t۲ ∈ (۰,∞) که ميدانيم قبل، بخش در φu تاري نگاشتهاي پيرامون نتايج به توجه با
که بهطوري t۲u ∈ N−(B) و t۱u ∈ N+(B)

J(t۱u) ≤ J(tu) ≤ J(t۲u).

بايد آنگاه نباشد اگرچنين بود. خواهد برقرار قوي بهطور H۱,N۲ (B) سوبولف فضاي در un → u۲ همگرايي که ميکنيم ثابت اکنون
باشيم: داشته

∥u۲∥H۱,N۲ (B)
≤ lim inf

n→∞
∥un∥H۱,N۲ (B)

.

همچنين و J(un) ≥ J(tun) که ميشود نتيجه t ≥ t۰ هر براي ، un ∈ N−(B) چون

J(t۲u۲) =

t۲۲
۲
∥u۲∥۲

H۱,N۲ (B)
− tp

p

∫
B
a(x) |u۲(x)|p

dx۱
x۱

dx
′ (۱۱ .۴)

− t۲

∫
B
g(x)u۲(x)

dx۱
x۱

dx
′ −

λtq۲
q

∫
∂B
b(x) |u۲|q dx

′

< lim
n→∞

(
t۲۲
۲
∥un∥۲

H۱,N۲ (B)
−
tp۲
p

∫
B
a(x) |un|p

dx۱
x۱

dx
′

− t۲

∫
B
g(x)un(x)

dx۱
x۱

dx
′ −

λtq۲
q

∫
∂B
b(x) |un|q dx

′

)
= lim

n→∞
J(t۲un) ≤ lim

n→∞
j(un) = inf

u∈N−(B)
J(u) (۱۲ .۴)

n→ ∞ وقتي نتيجه در است. همگرا قوي بهطور u۲ H۱,N۲به (B)مخروطي سوبولف فضاي در un دنباله بنابراين است. تناقض يک که
داريم

J(un) → J(u۲).

چون طرفي از است. N−(B) مجموعه روي J تابعک براي کمينهکننده يک u۲ لذا .J(un) → J(u۲) ، n→ ∞ وقتي بنابراين
است. ۱ .۱ مساله براي مثبت جواب يک u۲ ، ۱ .۳ لم طبق |u۲| ∈ N−(B) همچنين و J(u۲) = J(|u۲|)

اصلي قضيه اثبات

فضاي در را u۲ ∈ N−(B) و u۱ ∈ N+(B) جواب دو ۱ .۱ مساله که ميشود نتيجه ۴ .۴ و ۳ .۴ ، ۲ .۴ گزارههاي از استفاده با اثبات.
داريم نهاري مجموعههاي براي اينکه به توجه با که ميپذيرد H۱,N۲ (B) مخروطي سوبولف

N+(B) ∩N−(B) = ∅

هستند. ۱ .۱ مساله براي مجزا مثبت جواب دو u۲ و u۱ بنابراين
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نتيجهگيري ۵
مطالعه مورد مخروطي تکين نقطه از همسايگي يک در غيرخطي نويمان مرزي شرايط همراه به ناهمگن بيضوي دستگاه يک مقاله اين در
دستگاه در کوچک اختلال براي نيز و ۰ < λ < λ۰ مقادير ازاي به نهاري خمينه روش و تغييراتي روشهاي از استفاده با گرفت. قرار
در شده بيان نتايج به توجه با شد. اثبات مثبت جواب دو حداقل وجود ، ۰ < Cg < ۱ يعني آن نشاندن ثابت از مناسب مقدار ازاي به که
براي مثبت جواب دو حداقل اثبات به توجه با نيز و شد اثبات آنجا در شده مطرح مساله براي منفي جواب يک و مثبت جواب يک که [۹ ،۱]

باشد. جالب ميتواند مسائل اين از هريک براي جواب دو از بيشتر وجود خصوص در مطالعه ، مقاله اين در شده مطرح مساله
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Abstract: In this paper, a system of elliptic equations with a perturbation in the system and also the non­
linear Neumann boundary conditions near a conical singular point are studied. By introducing the conical
Sobolv space and using variational methods and Nehari manifold method, we will prove the existence of
at least two positive solutions for this problem on the conical Sobolev space.

Keywords: Semilinear Elliptic Equation, Nonlinear Boundary Problems, Variational Methods, Cone
sobolev Spaces.

©2024 Shahid Chamran University of Ahvaz, Ahvaz, Iran. This article is an open­access arti­
cle distributed under the terms and conditions of the Creative Commons Attribution­NonComertial 4.0
International (CC BY­NC 4.0 license) (http://creativecommons.org/licenses/by­nc/4.0/).

11Corresponding author
E­mail addresses: (M. K. Kalleji) m-koozehgarkalleji@araku.ac.ir

m-koozehgarkalleji@araku.ac.ir

	مقدمه و پيشگفتار
	فضای سوبولف مخروطی
	توصيف روش 
	اثبات قضيه اصلی
	نتيجهگيری

