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انتگرالي معادلات برخي حل در لژاندر موجک هاي همراه به ماتريسي روشي
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بر روشي شده سعي پژوهش اين در هستند، بد وضع اول، نوع از غيرخطي انتگرال معادلات بيشتر که آنجايي از چکيده:
تمام ابتدا در که است صورت بدين پيشنهادي روش شود. ارائه آنها از خاصي دسته حل براي لژاندر موجک هاي اساس
اصلي معادله در ماتريس ها اين آن از پس مي شوند، بيان لژاندر موجک توابع اساس بر ماتريس فرم به معادله اجزاي
اين که مي کند تعديل جبري معادلات از سيستم يک به را معادله هم محلي روش همراه به روش اين مي گردند. جايگزين
بالاي کران روش، همگرايي نشان دادن براي است. حل قابل تحليلي يا و شناخته شده عددي روش هاي با جبري سيستم
بررسي مورد نيز جواب يکتايي و وجود پايداري، آناليز اين، بر علاوه است. شده محاسبه قضيه و لم چند از استفاده با خطا
در شده اند. داده مقايسه با همراه عددي نتايج پيشنهادي، روش اطمينان قابليت نشان دادن منظور به است. گرفته قرار
همگرايي و شده محاسبه همگرايي نرخ همچنين و کرديم محاسبه را شرط عدد مثال ها در پايداري، بررسي منظور به عمل
و است دقيق و مؤثر بسيار روش اين که مي دهند نشان نتايج است. شده داده نمايش نمودارهايي در نسبت آزمون توسط

مي شود. همگرا مساله دقيق جواب به موارد برخي در

ماتريسي. روش خطا، آناليز لژاندر، موجک هاي غيرخطي، معادلات اول، نوع انتگرال معادلات کليدي: واژه هاي

65T60; 45G10; 65N35; 74G30 رياضي: ردهبندي

مقدمه ۱
پيشنهاد امر اين به دستيابي براي روش چندين است. گرفته قرار رياضي دانان توجه مورد اخير سال هاي در تابعي معادلات تحليلي پاسخ يافتن
توليد به منجر زيست شناسي، و فيزيک شيمي، مهندسي، مانند مختلف، بخش هاي در مسائل از بسياري براي رياضي مدل سازي است. شده
روش ،[۱۷] پايه شعاعي توابع جمله از معادلاتي چنين حل براي روش چندين مي شود. انتگرال معادلات از سيستمي يا انتگرال معادله يک
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انواع شده اند. استفاده مختلف تابعي معادلات حل براي آسان، کاربرد و بالا دقت دليل به طيفي روش هاي موجود، روش هاي بين در
بازم هم محلي. و گالرکين تاو، روش هاي از: عبارتند مي گيرند قرار استفاده مورد گسترده به طور و دارند بيشتري کاربرد که طيفي روش هاي
[۲۳] ساهو است، کرده استفاده غيرخطي و خطي انتگرال معادلات عددي حل براي برنولي چندجمله اي هاي با همراه هم محلي روش از [۳]
برده کار به ضعيف تکينگي با ولترا انتگرال‐ديفرانسيل معادلات حل براي طيفي روش هاي با را آن و نموده معرفي را برنولي موجک روش
فاضلي کرده اند. استخراج تکين انتگرال معادلات حل براي را روشي گالرکين، روش و موجک ها برپايه ي همکارانش و [۱۳] مالک نژاد است،
غيرخطي انتگرال‐ديفرانسيل معادلات حل براي را هرميت‐بيرخوف درونيابي بر مبتني چند مرحله اي و چند ارزشي روش هاي از جديدي خانواده

کرد. معرفي [۶] در
: فرم به اول نوع از انتگرالي معادلات حل به منجر مهندسي و علوم در معکوس مسائل از ∫بسياري x

a

k(x, ξ)F (u(ξ)) dξ = g(x), a ≤ x ≤ b, (۱ .۱)

∫يا b

a

k(x, ξ)F (u(ξ)) dξ = g(x), a ≤ x ≤ b, (۲ .۱)

بايد که است مجهول تابعي u(x) و است معکوس پذير و پيوسته غيرخطي تابع F معلوم، توابعي g(x) و k(x, ξ) آن در که مي شوند
توابع اين مي کنيم. معرفي مجهول تابع تقريب براي را متعامد پايه اي توابع برخي ابتدا در معادلاتي، چنين حل براي مقاله اين در گردد. تعيين

مي شوند. معرفي بعدي بخش در که هستند لژاندر موجک هاي پايه اي،
بنابراين گردند. بيان اول نوع از فردهولم) (يا ولترا انتگرال معادله يک اساس بر است ممکن گوناگون مسائل مهندسي، و رياضي فيزيک در
تابع که مي يابيم شرايطي در را u(x) مجهول پاسخ منظور، بدين داده ايم. گسترش معادلاتي چنين عددي حل براي را لژاندر موجک روش ما

باشد. معکوس پذير (۲ .۱) ‐ (۱ .۱) در شده بيان F غيرخطي
براي را هم محلي روش [۵] همکارانش و سينگ شده اند. گرفته قرار مطالعه مورد مراجع از بسياري در (۲ .۱) يا (۱ .۱) فرم به معادلاتي
و آنوج تبديل [۱۹ ،۱۸] همکارانش و پاتيل داده اند. پيشنهاد هار موجک هاي از استفاده با اول نوع از ولترا انتگرال غيرخطي معادلات حل
براي موجک ها پايه ي بر را روشي [۱۲] همکارانش و مالک نژاد کردند. استفاده اول نوع از ولترا انتگرال معادلات حل براي را سوهام تبديل
ديفرانسيل معادلات و انتگرال معادلات حل براي [۱۰] لپيک توسط موجک هار روش داده اند. توسعه اول نوع از ولترا انتگرال معادلات حل

است. شده داده شرح
توابع مختصر به طور ،۲ بخش در است. اول نوع از غيرخطي انتگرال معادلات حل در لژاندر موجک روش از استفاده مقاله اين اصلي هدف
از ماتريسي نمايش همچنين، مي رسد. اثبات به مساله جواب تقريب براي مفيد قضيه و لم چند بخش، اين در مي دهيم. شرح را لژاندر پايه اي
و خطا تحليل ۴ بخش در شد. خواهد داده توضيح لژاندر موجک روش ،۳ بخش در شد. خواهد ارائه مي شود، ظاهر معادله در که تابعي هر
وجود ،۵ بخش در است. گرفته قرار بررسي مورد بخش اين در نيز پايداري از آناليزي به علاوه است. شده ارائه الگوريتم اين همگرايي ويژگي
الگوريتم اين دقت و مي کند ارائه روش کارايي نشان دادن براي را عددي مثال چند ۶ بخش است. گرفته قرار بررسي مورد جواب يکتايي و
همگرايي، نشان دهنده که شده محاسبه مثال ها برخي براي شرط عدد و نسبت آزمون به علاوه مي شود. نتيجه گيري بخش اين در نهايت در
انتها در است. شده تنظيم جدول چندين در و محاسبه ها برنامه اجراي زمان به علاوه بخش اين در است. مناسب همگرايي سرعت و پايداري

است. شده گزارش ۷ بخش در نتيجه گيري

لژاند موجک ۲
خاص، به طور است. شده استفاده مهندسي رشته هاي از گسترده اي طيف در که است رياضي در نوظهور و جديد نسبتاً حوزه يک موجک نظريه
مورد آسان پياده سازي براي سريع الگوريتم هاي و زماني، فرکانس تحليل و تجزيه در موج، شکل نمايش براي سيگنال تحليل و تجزيه در
تشکيل را توابع از اي خانواده موجک ها مي کنند. فراهم را عملگرها و توابع انواع دقيق نمايش امکان موجک ها است. گرفته قرار استفاده
باشند، پيوسته b انتقال پارامتر و a اتساع پارامتر که زماني شده اند. ساخته مادر موجک نام به منفرد تابع يک انتقال و اتساع از که مي دهند

داشت: خواهيم را زير به صورت پيوسته موجک هاي خانواده

Ψa,b(x) = |a|−
۱
۲ψ

(
x− b

a

)
, a, b ∈ R, a ̸= ۰, (۱ .۲)

k و n همچنين .b۰ > ۰ و a۰ > ۱ آن در که مي شوند، فرض b = nb۰a
−k
۰ و a = a−k

۰ شکل به b و a پارامترهاي که جايي
دارد را زير شکل به گسسته موجک هاي خانواده به دلالت (۱ .۲) معادله هستند. مثبتي صحيح اعداد

ψk,n(x) = |a۰|
k
۲ ψ

(
ak۰x− nb۰

)
,
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متعامد پايه فرم ψk,n(x) ،b۰ = ۱ و a۰ = ۲ که زماني خاص، به طور است. L۲(R) در موجک پايه شکل ψk,n(x) که جايي
درجه که m و k ∈ Z+ ،n = ۱, ۲, . . . , ۲k−۱ ،n̂ = ۲n − ۱ است. پارامتر چهار داراي ψn,m(x) لژاندر موجک است. يکه

مي شوند: تعريف زير فرم به I = [۰, ۱) بازه در لژاندر موجک هاي است. لژاندر چندجمله اي

ψn,m(x) =

۲
k
۲

√
m+

۱
۲
Lm(۲kx− n̂),

n̂− ۱
۲k

≤ x <
n̂+ ۱

۲k
,

۰, otherwise,

(۲ .۲)

از عبارتند ترتيب به انتقال و اتساع پارامترهاي بودن، متعامد يکه براي
√
m+ ۱

۲ ضريب ،m = ۰, ۱, . . . ,M − ۱ که جايي
w(x) = ۱ وزن: تابع به نسبت که mاست درجه از لژاندر چندجمله اي هاي نشان دهنده Lm(x) اينجا در .b = n̂۲−k و a = ۲−k

محاسبه اند: قابل زير بازگشتي رابطه توسط چندجمله اي ها اين هستند. متعامد [−۱, ۱] بازه در

L۰(x) = ۱, L۱(x) = x, Lm+۱(x) =
۲m+ ۱
m+ ۱

xLm(x)−
m

m+ ۱
Lm−۱(x).

مي گردد: تعريف زير شکل به است مهم مقاله اين در که (PolyGamma function(PG)) چندگاما تابع [۱۴] .۱ .۲ تعريف

PG(n, z) = (−۱)n+۱n!
∞∑
k=۰

(
۱

z + k

)n+۱

.

طوري است p ∈ PN چون چندجمله اي N درجه از تقريب بهترين چندجمله اي f ∈ C[۰, ۱) پيوسته تابع براي [۲۰] .۲ .۲ تعريف
:q ∈ PN هر براي که

∥f − p∥ ≤ ∥f − q∥

است. شده پيموده ۱, x, x۲, . . . , xN توابع توسط که است C[۰, ۱) از بعدي (N + ۱) فضايي زير PN آن در که

تابع تقريب ۱ .۲
است بسط قابل زير شکل به u(x) ∈ L۲[۰, ۱) تابع

u(x) =
∞∑
n=۱

∞∑
m=۰

un,mψn,m(x), (۳ .۲)

مي شود بيان زير فرم به u(x) از شده بريده سري است. داخلي ضرب < ., . > آن در که ،un,m = ⟨u(x), ψn,m(x)⟩ که جايي

u(x) = uM,k(x) ≃
۲k−۱∑
n=۱

M−۱∑
m=۰

un,mψn,m(x) = UTΨ(x), (۴ .۲)

شکل به ۲k−۱M بعد با بردارهايي Ψ(x) و U که جايي

U =
[
u۱,۰, u۱,۱, . . . , u۱,M−۱, u۲,۰, . . . , u۲,M−۱, . . . , u۲k−۱,۰, . . . , u۲k−۱,M−۱

]T
= [u۱, u۲, . . . , u۲k−۱M ]T , (۵ .۲)

و

Ψ(x) =
[
ψ۱,۰(x), . . . , ψ۱,M−۱(x), . . . , ψ۲k−۱,۰(x), . . . , ψ۲k−۱,M−۱(x)

]T
= [ψ۱(x), ψ۲(x), . . . , ψ۲k−۱M(x)]T , (۶ .۲)
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داد نمايش زير فرم به دوبعدي لژاندر موجک هاي حسب بر مي توان را L۲([۰, ۱)× [۰, ۱)) در شده تعريف k(x, ξ) تابع هستند.

k(x, ξ) ≃ ΨT (x)KΨ(ξ), (۷ .۲)

مولفه هاي با ۲k−۱M × ۲k−۱M ماتريسي K که جايي

Kij = ⟨ψi(x), ⟨k(x, ξ), ψj(ξ)⟩⟩ ,

است.

براي آنگاه، باشد. H بر يکه متعامد دنباله يک {ek}∞k=۱ که گيريم و باشد هيلبرت فضاي H کنيم فرض بسل) (نامساوي [۴] .۳ .۲ لم
.
∑∞

k=۱ |⟨h, ek⟩|
۲ ≤ ∥h∥۲ داريم H در h هر

u(x) به (۳ .۲) رابطه توسط شده داده ،
∑∞

n=۱
∑∞

m=۰ un,mψn,m(x) جواب سري آنگاه ،u(x) ∈ L۲(R) گيريم .۴ .۲ قضيه
است. همگرا

فرم (۲ .۲) رابطه در شده تعريف ψn,m(x) گيريم و است هيلبرت فضاي يک L۲(R) که جايي ،u(x) ∈ L۲(R) کنيم فرض اثبات.
در که باشد، u(x) =

∑M−۱
m=۰ un,mψn,m(x) به صورت u(x) کنيم فرض باشد. w(x) = ۱ وزن تابع به نسبت متعامد يکه پايه

.ψn,m(x) = ψp(x) مي دهيم قرار ،λp = ⟨u(x), ψp(x)⟩ و n ثابت مقدار براي .un,m = ⟨u(x), ψn,m(x)⟩w(x) آن
داشت: خواهيم بنابراين، مي کنيم. تعريف Sn =

∑n
p=۱ λpψp(x) شکل به را {λpψp(x)}∞p=۱ از {Sn} جزئي مجموع اکنون

⟨u(x), Sn⟩ =

〈
u(x),

n∑
p=۱

λpψp(x)

〉
=

〈
n∑

p=۱

λpψp(x),
n∑

p=۱

λpψp(x)

〉
=

n∑
p=۱

|λp|۲.

∥∥∥∥∥همچنين،
n∑

p=m+۱

λpψp(x)

∥∥∥∥∥
۲

=

〈
n∑

p=m+۱

λpψp(x),
n∑

p=m+۱

λpψp(x)

〉
=

n∑
p=m+۱

|λp|۲, n > m.

ازاين رو و است همگرا
∑∞

p=۱ |λp|۲ مجموع که مي کند ايجاب بسل ∥∥∥∥∥نامساوي
n∑

p=m+۱

λpψp(x)

∥∥∥∥∥
۲

→ ۰ as n→ ∞.

و
∥∥∥∑n

p=m+۱ λpψp(x)
∥∥∥ → ۰ بنابراين،

∥Sn − Sm∥۲ =
n∑

p=m+۱

|λp|۲, n > m.

بدين .u(x) = s کنيم ثابت که است اين بعدي هدف است. همگرا s به همچنين و است کشي دنباله يک {Sn} که مي شود نتيجه پس
داريم منظور،

⟨s− u(x), ψp(x)⟩ = ⟨s, ψp(x)⟩ − ⟨u(x), ψp(x)⟩

=
〈
lim
n→∞

Sn, ψp(x)
〉
− λp = λp − λp = ۰.

u(x) به
∑n

p=۱ λpψp(x) مجموع ،n → ∞ اگر و u(x) = s ازاين رو ،⟨s− u(x), ψp(x)⟩ = ۰ که مي کند ايجاب اين
بود. خواهد همگرا
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لژاندر موجک از انتگرال ماتريسي نمايش ۲ .۲
از: است عبارت مي شود نموده V با که لژاندر موجک از انتگرال عملگري ∫ماتريس x

۰
Ψ(ξ)dξ =VΨ(x), (۸ .۲)

مي باشد محاسبه قابل زير شکل به و است انتگرال براي ۲k−۱M × ۲k−۱M ماتريسي V که جايي

V =
۱

۲k


Q P P · · · P
۰ Q P · · · P
... ... ... . . . ...

۰ ۰ ۰ · · · Q

 .
فرم به (M ×M ) ماتريس هايي Q و P که جايي

[p]i,j =

{
۲۱−k i = j = ۱,
۰ otherwise,

و

Q =


۱ ۱√

۳ ۰ · · · ۰ ۰
− ۱√

۳ ۰ ۱√
۳
√

۵ · · · ۰ ۰
... ... ... . . . ... ...

۰ ۰ ۰ · · · ۰ ۱√
۲M−۳

√
۲M−۱

۰ ۰ ۰ · · · − ۱√
۲M−۱

√
۲M−۳ ۰

 ,
مي آيد به دست زير شکل به لژاندر موجک بردارهاي از حاصل ضرب انتگرال ∫هستند. ۱

۰
Ψ(ξ)ΨT (ξ)dξ = I, (۹ .۲)

به علاوه، است. ۲k−۱M × ۲k−۱M واحد ماتريس I آن در که

Ψ(ξ)ΨT (ξ)U ≃ Ũ
T
Ψ(ξ), (۱۰ .۲)

است. ۲k−۱M × ۲k−۱M ماتريسي Ũ و شده داده (۵ .۲) رابطه توسط U که جايي

حل روش ۳
مي کنيم. بيان را (۲ .۱) و (۱ .۱) فرم به اول نوع از غيرخطي انتگرال معادلات حل براي پيشنهادي روش بخش اين در

اول نوع از غيرخطي فردهولم انتگرال معادله ۱ .۳
فرم به غيرخطي فردهولم انتگرال ∫معادله ۱

۰
k(x, ξ)F (u(ξ))dξ = g(x), ۰ ≤ x < ۱, (۱ .۳)

همچنين باشد. معکوس پذير و غيرخطي u مجهول تابع حسب بر F و هموار شده داده توابع F و g که جايي مي گيريم. نظر در را
جايگذاري با ابتدا در .k ∈ (L۲[۰, ۱)× [۰, ۱)) و g(x) ∈ L۲[۰, ۱)

F (u(ξ)) = y(ξ), (۲ .۳)
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خواهيم را زير فرم به خطي انتگرال معادله بنابراين مي کنيم. تبديل خطي نوع از معادله يک به را (۱ .۳) غيرخطي فردهولم انتگرال معادله
∫داشت: ۱

۰
k(x, ξ)y(ξ)dξ = g(x), ۰ ≤ x < ۱. (۳ .۳)

مي زنيم تقريب زير روابط توسط را g و y ،k توابع

g(x) ≃ GTΨ(x), k(x, ξ) ≃ ΨT (x)KΨ(ξ), y(ξ) ≃ YTΨ(ξ). (۴ .۳)

مي دهد نتيجه (۳ .۳) معادله در روابط اين جايگذاري

ΨT (x)G =

∫ ۱

۰
ΨT (x)KΨ(ξ)ΨT (ξ)Ydξ

= ΨT (x)K

∫ ۱

۰
Ψ(ξ)ΨT (ξ)Ydξ = ΨT (x)KIY.

بنابراين،

Y = K−۱G. (۵ .۳)

اول نوع از غيرخطي ولتراي انتگرال معادله ۲ .۳

مي گيريم نظر در را زير فرم به اول نوع از غيرخطي ولتراي انتگرال ∫معادله x

۰
k(x, ξ)F (u(ξ))dξ = g(x), ۰ ≤ x < ۱. (۶ .۳)

شد خواهد حاصل زير فرم به انتگرال معادله يک معادله، اين در (۲ .۳) جايگذاري با ،۱ .۳ بخش در مشابه روش ∫به x

۰
k(x, ξ)y(ξ)dξ = g(x), ۰ ≤ x < ۱. (۷ .۳)

داشت: خواهيم ،(۱۰ .۲) و (۴ .۳) روابط از استفاده با

ΨT (x)G =

∫ x

۰
ΨT (x)KΨ(ξ)ΨT (ξ)Ydξ = ΨT (x)K

(∫ x

۰
Ψ(ξ)ΨT (ξ)Ydξ

)
= ΨT (x)K

(∫ x

۰
Ỹ

T
Ψ(ξ)dξ

)
= ΨT (x)KỸ

T
VΨ(x).

آنگاه

G = KỸ
T
VΨ(x). (۸ .۳)

فرم به غيرخطي جبري معادلات از سيستم يک ،j = ۱, . . . ,M۲k−۱ براي ،xj = j
M۲k−۱ هم محلي نقاط در معادله اين محاسبه با

شد خواهد ساخته زير

G = KỸ
T
VΨ(xj), j = ۱, ۲, . . . , M۲k−۱. (۹ .۳)
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خطا آناليز ۴

بالا کران يک يافتن همچنين است. اول نوع از غيرخطي انتگرال معادلات عددي حل براي شده بيان تقريبي روش آناليز بخش اين از هدف
آورد. خواهيم به دست را خطا براي

است برقرار Lm(x) لژاندر چندجمله اي هاي براي زير رابطه آنگاه باشد، صحيح عدد يک m اگر [۱۵] .۱ .۴ لم

۱)
∫ b

a

L۲
m(ξ)dξ =

b− a

۲m+ ۱
,

۲)
d

dx
[Lm+۱(x)− Lm−۱(x)] = (۲m+ ۱)Lm(x).

شده تقريب طوري لژاندر موجک چندجمله اي هاي توسط و باشد I = [۰, ۱) بازه در هموار کافي اندازه به تابعي u(x) گيريم .۲ .۴ قضيه
بود خواهد زير شکل به خطا کران آنگاه .du

dx
≤ L که باشد

∥u− uM,k∥ <
L۲

۴
PG(۱, ۲k−۱ + ۱)PG(۱,M + ۱).

که مي کنند ايجاب (۴ .۲) و (۳ .۲) روابط اثبات.

∥u− uM,k∥۲
۲ ≤

∞∑
n=۲k−۱+۱

∞∑
m=M

c۲
n,m

∫ ۱

۰
|ψn,m(ξ)|۲dξ. (۱ .۴)

داد خواهد نتيجه ،۱ .۴ لم ∫همچنين ۱

۰
|ψn,m(ξ)|۲dξ =

(
m+

۱
۲

)
۲k

∫ ۱

۰
L۲
m(۲kξ − ۲n+ ۱)dξ =

(
m+ ۱

۲

)
۲k

۲m+ ۱
. (۲ .۴)

داريم ديگر، عبارت به

cn,m =

∫ ۲n
۲k

۲n−۲
۲k

u(ξ)ψn,m(ξ)dξ =

√
m+

۱
۲

۲
k
۲

∫ ۲n
۲k

۲n−۲
۲k

u(ξ)Lm(۲kξ − ۲n+ ۱)dξ.

داشت: خواهيم ،۱ .۴ لم و جز به جز انتگرال گيري از استفاده با ،۲kξ − ۲n+ ۱ = s دهيم قرار اگر

cn,m =

√
m+

۱
۲

۲− k
۲

∫ ۱

−۱
u

(
s+ ۲n− ۱

۲k

)
Lm(s)ds

=

√
m+

۱
۲

۲− ۳k
۲

∫ ۱

−۱
us

(
s+ ۲n− ۱

۲k

)
[Lm+۱(s)− Lm−۱(s)] ds.

بنابراين،

c۲
n,m ≤

(
m+

۱
۲

)
۲−۳k

∫ ۱

−۱

∣∣∣∣us(s+ ۲n− ۱
۲k

)∣∣∣∣۲

ds

∫ ۱

−۱
|Lm+۱(s)− Lm−۱(s)|۲ds

≤
۲L۲

(
m+ ۱

۲

)
۲−۳k

(۲m+ ۱)۲ γm(s), (۳ .۴)
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که جايي

γm(s) =

∫ ۱

−۱
|Lm+۱(s)− Lm−۱(s)|۲ds ≤

∫ ۱

−۱

[
L۲
m+۱(s) + L۲

m−۱(s)
]
ds

≤ ۲
۲(m+ ۱) + ۱

+
۲

۲(m− ۱) + ۱
=

۴m+ ۲
۲m۲ + ۲m+ ۱

. (۴ .۴)

که مي کنند ايجاب (۴ .۴) و (۳ .۴) نامساوي هاي

c۲
n,m ≤ L۲۲−۳k(۴m+ ۲)

(۲m+ ۱)(۲m۲ + ۲m+ ۱)
. (۵ .۴)

مي دهد به دست (۱ .۴) در (۵ .۴) و (۲ .۴) دادن قرار

∥u− uM,k∥۲
۲ ≤

∞∑
n=۲k−۱+۱

∞∑
m=M

L۲۲−۲k

۲m۲ + ۲m+ ۱
≤

∞∑
n=۲k−۱+۱

∞∑
m=M

L۲۲−۲k

m۲ + ۲m+ ۱
.

آمد خواهد به دست زير شکل به نتيجه بنابراين، .۲−۲k < ۱
۴n۲ داشت خواهيم ،n < ۲k−۱ اينکه به توجه با

∥u− uM,k∥۲
۲ <

∞∑
n=۲k−۱+۱

∞∑
m=M

L۲

۴n۲(m+ ۱)۲ =
L۲

۴

∞∑
n=۲k−۱+۱

(
۱
n

)۲ ∞∑
m=M

(
۱

(m+ ۱)

)۲

=
L۲

۴
PG(۱, ۲k−۱ + ۱)PG(۱,M + ۱).

پايداري آناليز ۱ .۴
يکتايي چندجمله اي f۰, f۱, . . . , fN مشخص مقدار N + ۱ با x۰, x۱, . . . , xN مجزاي گره N + ۱ براي [۲۱] .۳ .۴ قضيه

گوييم. f درونياب چندجمله اي را pN .pN(xi) = fi ،i = ۰, ۱, . . . , N هر براي که طوري دارد وجود pN ∈ PN چون
[۲۲] مي شود داده زير رابطه توسط آن خطاي و هستند گره N + ۱ در f از درونيابي يک p تقريب بهترين چندجمله اي هاي

∥f − pN∥ ≤ (۱ + ΓN(X)) ∥f − p∥ ≤ ۶(۱ + ΓN(X))ω

(
۱

۲N

)
,

شکل به لبگ ثابت ΓN(X) آن در که

ΓN(X) =

∥∥∥∥∥
N∑
i=۰

|l(X)
i (x)|

∥∥∥∥∥ (۶ .۴)

از پيوستگي اندازه ω و است X = (xi)i=۰,۱,...,N نقاط شبکه با مرتبط لاگرانژ اصلي چندجمله اي امين i ،l(X)
i (x) ∈ PN و است

است. f تابع
{f(xi), i = ۰, ۱, . . . , N} داده هاي از اغتشاشي که را {f̃(xi), i = ۰, ۱, . . . , N} تابع مقادير مجموعه اکنون
يا باشد کردن گرد خطاهاي اثر دليل به است ممکن اغتشاش مي گيريم. نظر در هستند {xi, i = ۰, ۱, . . . , N} گره هاي به مربوط
f(xi) درونياب چندجمله اي هاي ترتيب به p̃N(x) و pN(x) کنيم فرض باشد. داده ها تجربي گيري اندازه در خطا از ناشي است ممکن

بنابراين باشند، f̃(xi) و

∥pN(x)− p̃N(x)∥ ≤ ΓN(X) max
۰≤x<۱

∣∣∣f(xi)− f̃(xi)
∣∣∣+ max

۰≤x<۱
|δpN(x)− δp̃N(x)|

شده داده لبگ ثابت اگر هستند. لژاندر موجک جواب سري و درونياب چندجمله اي بين اختلاف نشان دهنده δp̃N(x) و δpN(x) آن در که
تغييرات به منجر داده ها بر کوچک تغييرات باشند، کوچک لژاندر موجک جواب سري و درونياب چندجمله اي بين اختلاف و (۶ .۴) رابطه در در
پايداري با ارتباط در بيشتر اطلاعات منظور به بود. خواهد پايدار لژاندر موجک روش بنابراين و شد خواهد لژاندر موجک جواب سري در کوچک

نگريست. را [۹] مرجع مي توان
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جواب يکتايي و وجود ۵
(۷ .۳) فرم به خطي ولتراي انتگرال معادله يک فرم به را معادله اين ابتدا، در مي گيريم. نظر در را (۱ .۱) فرم به غيرخطي ولتراي انتگرال معادله

شد خواهد نوشته زير فرم به (۷ .۳) معادله ساده سازي، کمي و مشتق گيري از بعد مي کنيم. تبديل

y(x) +

∫ x

۰
k۱(x, ξ)y(ξ)dξ = g۱(x),

مستطيل بر پيوسته حقيقي مقدار تابع يک k۱ اگر .g۱(x) = g′(x)/k(x, x) و k۱(x, ξ) = ∂k(x,ξ)
∂x

/k(x, x) که جايي
مي کنيم تعريف y ∈ Cc([۰, ۱]) هر براي بنابراين باشد، {(x, ξ) : ۰ ≤ ξ ≤ x, ۰ ≤ x ≤ ۱}

(K۱y)(x) =

∫ x

۰
k۱(x, ξ)y(ξ) dξ.

کران با Cc([۰, ۱]) بر کراندار عملگر يک اين

∥K۱∥ ≤ sup{|k۱(x, ξ)| : ۰ ≤ ξ ≤ x, ۰ ≤ x ≤ ۱}.

نيز L(E) بنابراين، باشند. E بر کراندار خطي عملگرهاي مجموعه L(E) و باشد R بر نرم دار خطي فضاي E که کنيم فرض است.
بود. خواهد نرم دار خطي فضاي يک

.TS = ST = I که طوري باشد موجود S ∈ L(E) اگر تنها و اگر مي شود ناميده منظم T ∈ L(E) عملگر [۱] .۱ .۵ تعريف
مي شود. ناميده T عملگر معکوس S عملگر

باشد منظم T اگر باشد. خودش توي به E از همريختي يک اگر تنها و اگر است منظم T عملگر .T ∈ L(E) که گيريم [۴] .۲ .۵ لم
شد. بيان ۱ .۵ تعريف در که است همان T معکوس و است L(E) در T − I معکوس نگاشت آنگاه،

باناخ فضاي يک E = (C[۰, ۱), ∥.∥∞) به علاوه است. همگرا {||Tn||
۱
n} دنباله آنگاه .T ∈ L(E) که کنيم فرض

که باشد طوري T ∈ L(E) گيريم بود. خواهد ||f || = max{|f(x)|, ۰ ≤ x < ۱} نرم با پيوسته توابع همه ي از متشکل
و است منظم I − T آنگاه . lim

n→∞
||T n|| ۱

n < ۱

(I − T )−۱ = I +
∞∑
n=۱

T n,

است. همگرا L(E) در
∑

n T
n سري که جايي

معادله آنگاه باشد. {(x, ξ) : ۰ ≤ ξ ≤ x, ۰ ≤ x ≤ ۱} مستطيل بر حقيقي مقدار و پيوسته تابعي k۱ گيريم .۳ .۵ قضيه
ولتراي انتگرال

y(x) = g۱(x)−
∫ x

۰
k۱(x, ξ)y(ξ)dξ, (۱ .۵)

است. y ∈ Cc([۰, ۱]) چون يکتا جوابي داراي g۱ ∈ Cc([۰, ۱]) هر براي

عملگري فرم به را (۱ .۵) معادله اثبات.

(I −K۱)y = g۱ (۲ .۵)

اگر درنتيجه است. تام Cc([۰, ۱]) که مي دانيم همچنين است. Cc([۰, ۱]) بر کراندار و خطي K۱عملگري که است آشکار مي نويسيم.
گيريم شد. خواهد اثبات قضيه (۲ .۵) رابطه بنابر آنگاه ، lim

n→∞
||Kn

۱ ||
۱
n = ۰ که کنيم ثابت

M = sup{|k۱(x, ξ)| : ۰ ≤ ξ ≤ x, ۰ ≤ x ≤ ۱}
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مي آيد به دست ۰ ≤ x ≤ ۱ براي آنگاه .y ∈ Cc([۰, ۱]) و

|(K۱y)(x)| =
∣∣∣∣∫ x

۰
k۱(x, ξ)y(ξ) dξ

∣∣∣∣ ≤ sup {|k۱(x, ξ)| |y(ξ)| : ۰ ≤ ξ ≤ x} ≤M ∥y∥ .

که مي کنيم ثابت استقرا، بنابر

|(Kn
۱ y)(x)| ≤

۱
n!
Mn ∥y∥ , n = ۱, ۲, . . . . (۳ .۵)

که آنجايي از آنگاه باشد. برقرار (۳ .۵) رابطه n صحيح مثبت عدد براي گيريم است. درست رابطه n = ۱ براي که مي بينيم آشکارا
داشت خواهيم Kn+۱

۱ = K۱(K
n
۱ )∣∣(Kn+۱

۱ y)(x)
∣∣ = |(K۱(K

n
۱ y))(x)| =

∣∣∣∣∫ x

۰
k۱(x, ξ)(K

n
۱ y)(ξ) dξ

∣∣∣∣
≤ Mn+۱ ∥y∥

n!

∫ x

۰
ξndξ =

۱
(n+ ۱)!

Mn+۱ ∥y∥ . (۴ .۵)

مي دهد نتيجه n = ۱, ۲, . . . هر براي (۳ .۵) از استفاده است. برقرار n مثبت صحيح عدد هر براي (۳ .۵) معادله پس

∥Kn
۱ y∥ = max {|(Kn

۱ y)(x)| : ۰ ≤ x ≤ ۱} ≤ ۱
n!
Mn ∥y∥ .

داريم n = ۱, ۲, . . . هر براي ازاين رو است، برقرار (۴ .۵) رابطه y ∈ Cc([۰, ۱]) هر براي که اين به توجه با

∥Kn
۱ ∥ = sup {∥Kn

۱ y∥ : y ∈ Cc([۰, ۱]), ∥y∥ ≤ ۱} ≤ ۱
n!
Mn.

است. کامل اثبات و lim
n→∞

||Kn
۱ ||۱/n = ۰ بنابراين

عددي مثال هاي ۶
مقايسه ديگر روش هاي برخي با نتايج همچنين مي شود. داده روش کارايي و دقت نشان دادن منظور به عددي مثال هاي برخي بخش، اين در

فرمول از همگرايي مرتبه همچنين و شده محاسبه شرط عدد پايداري، عملي بررسي منظور به شد. خواهد

q ≃
log | un,m+۱−yn,m

un,m−un,m−۱
|

log | un,m−yn,m−۱
un,m−۱−un,m−۲

|
(۱ .۶)

شده اند. تعريف (۳ .۲) رابطه در که هستند ضرايبي همان un,m آن در که است شده محاسبه تقريبي به طور M و k از ثابتي مقادير براي
نسبت آزمون

Ratio =

∣∣∣∣un,m+۱

un,m

∣∣∣∣
است. گرديده تعيين جدول چندين در نيز برنامه ها اجراي زمان به علاوه است. همگرايي مرتبه و سرعت همگرايي، کننده مشخص

فرم به ولترا غيرخطي معادله [۵] .۱ .۶ ∫مثال x

۰
ex−ξ ln(u(ξ)) dξ = ex − x− ۱, (۲ .۶)

مي دهيم قرار شده، بيان روش از استفاده با مساله اين حل براي است. u(x) = ex به صورت مساله اين دقيق جواب مي گيريم. نظر در را
اين جواب اکنون شد. خواهد تبديل اول نوع خطي ولتراي انتگرال معادله يک به (۲ .۶) غيرخطي معادله بنابراين .ln(u(ξ)) = y(ξ)

مي گيريم نظر در زير فرم به لژاندر موجک هاي از شده بريده سري يک حسب بر را معادله

y(x) ≃
۱∑

n=۱

۱∑
m=۰

yn,mψn,m(x),
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که جايي .k = ۱ و M = ۲ آن در که

ψ۱,۰ =

{
۱ ۰ ≤ x < ۱,
۰ otherwise,

ψ۱,۱ =

{√
۳(۲x− ۱) ۰ ≤ x < ۱,

۰ otherwise.

و آن در x۲ = ۱ و x۱ = ۰٫۵ هم محلي نقاط جايگذاري با شد. خواهد ساخته (۹ .۳) بنيادي ماتريسي رابطه شده، بيان روش از استفاده با
بنابراين .y۱,۱ = ۰٫۲۸۸۶۷۵۱۳۴۲۶۶ و y۱,۰ = ۰٫۵ مي آوريم به دست شده حاصل جبري سيستم حل

y(x) ≃ ۶٫۱ × ۱۰−۱۰ + ۰٫۹۹۹۹۹۹۹۹۸۸۶۱x ≃ x,

مرجع در است. شده محاسبه ثانيه ۱٫۷۲ با برابر برنامه اجراي زمان به علاوه، است. مساله دقيق پاسخ که u(x) = ey(x) = ex اينرو، از
به k = ۱ و M = ۲ انتخاب با تنها پيشنهادي روش که صورتي در آورده اند، به دست معادله اين براي تقريبي جوابي نويسندگان [۵]

داشت. بهتري عملکرد [۵] در موجک هار روش به نسبت مساله اين حل در شده بيان روش بنابراين کرد. پيدا دست مساله دقيق جواب

فرم به اول نوع از غيرخطي ولتراي انتگرال معادله [۵] .۲ .۶ ∫مثال x

۰
sin((x− ξ) + ۱) cos(u(ξ)) dξ =

(
۱
۲
x+ ۱

)
sinx, (۳ .۶)

بنابراين .cos(u(ξ)) = y(ξ) که مي کنيم فرض شده، بيان روش به معادله اين حل براي بگيريد. نظر در را u(x) = x دقيق جواب با
داشت. خواهيم u(x) = arccos(y(x)) جواب با خطي انتگرال معادله يک

M۲k−۱ = M۲k−۱و = ۲۴ ،M۲k−۱ = ۱۲ براي ترتيب به شده ارائه روش با را مثال اين عددي نتايج ۳ و ۲ شکل هاي۱،
k و لژاند چندجمله اي درجه نشان دهنده M شکل، اين در مي دهد. نشان u(x) براي را همگرايي نمودار ۴ شکل مي کشند. تصوير به ۴۸
همچنين دارد. مناسبي همگرايي نرخ شده بيان روش که مي کند مشخص نمودار اين است. شده تعريف (۲ .۲) در که است صحيح عددي
،۱ جدول در دارد. روش دقت و همگرايي نرخ در بيشتري تاثير k مقدار افزايش به نسبت M مقدار افزايش که مي دهند نشان شکل ها
خطاها مطلق قدر ماکزيمم ،۲ جدول هستند. مقايسه قابل ،۲ جدول داده هاي با که شده اند داده موجک هار روش خطاهاي قدرمطلق ماکزيمم
شده ارزيابي مطلق خطاهاي که مي دهند نشان جدول دو اين مي دهد. قرار نمايش معرض در k و M از مختلف مقادير با u(x) براي را
از مختلف مقادير براي ۳ جدول در مي يابند. کاهش سرعت به [۵] موجک هار روش با مقايسه در ،u(x) جواب براي پيشنهادي روش با
در شده بيان روش که مي شود نتيجه نيست بزرگ شرط عدد اينکه به توجه با است. شده داده ها برنامه اجراي زمان و شرط عدد k و M
و n = ۴ مقادير Mبراي = ۱۲ و k = ۳ حالت در همگرايي مرتبه همچنين است. خوش وضع مساله و بوده پايدار مساله پاسخ محاسبه
همگرايي، پيگيري منظور به به علاوه است. آمده به دست q = ۰٫۷۶ با برابر و شده محاسبه تقريبي به طور (۱ .۶) فرمول طبق m = ۱۰
پيداست، شکل اين از که همانگونه است، شده گذاشته نمايش به ۵ شکل در و شده Mپياده سازي = ۱۲ و k = ۳ حالت در نسبت آزمون

همگراست. سرعت به مساله جواب به لژاندر موجک جواب سري

(ج) (ب) (آ)

و M = ۶ (ب): ،k = ۳ و M = ۳ (آ): .۲ .۶ مثال در M۲k−۱ = ۱۲ براي دقيق جواب با عددي نتايج مقايسه :۱ شکل
.k = ۱ و M = ۱۲ (ج): ،k = ۲
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(ج) (ب) (آ)

و M = ۶ (ب): ،k = ۴ و M = ۳ (آ): .۲ .۶ مثال در M۲k−۱ = ۲۴ براي دقيق جواب با عددي نتايج مقايسه :۲ شکل
.k = ۲ و M = ۱۲ (ج): ،k = ۳

(ج) (ب) (آ)

و M = ۶ (ب): ،k = ۵ و M = ۳ (آ): .۲ .۶ مثال در M۲k−۱ = ۴۸ براي دقيق جواب با عددي نتايج مقايسه :۳ شکل
.k = ۳ و M = ۱۲ (ج): ،k = ۴

(ب) (آ)

هستند. ثابت M = ۲ (ب): در و k = ۲ (آ): در .۲ .۶ مثال براي u(x) همگرايي نمودار :۴ شکل

مي گيريم نظر در را زير فرم به انتگرال معادله [۱۱] .۳ .۶ ∫مثال ۱

۰
exξu(ξ) dξ =

۸ + ۴x+ x۲ + ex
(

۸ − ۱۶e−
x
۲ − ۴x+ x۲

)
۴x۳ , (۴ .۶)
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.[۵] در موجک هار روش توسط آمده به دست مطلق خطاي ماکزيمم :۱ جدول
J ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸ ۹
۲M ۸ ۱۶ ۳۲ ۶۴ ۱۲۸ ۲۵۶ ۵۱۲ ۱۰۲۴
[5] مرجع ۱٫۲e− ۰۰۳ ۳٫۱e− ۰۰۴ ۸٫۰e− ۰۰۵ ۲٫۰e− ۰۰۵ ۵٫۰e− ۰۰۶ ۱٫۲e− ۰۰۶ ۳٫۱e− ۰۰۷ ۷٫۹e− ۰۰۸

.۲ .۶ مثال در u(x) براي خطا مطلق قدر ماکزيمم مقايسه :۲ جدول
M ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸ ۹ ۱۰

۱ ۳٫۱e− ۰۰۱ ۵٫۷e− ۰۰۲ ۳٫۸e− ۰۰۳ ۴٫۶e− ۰۰۵ ۶٫۸e− ۰۰۶ ۱٫۸e− ۰۰۷ ۱٫۹e− ۰۰۸ ۴٫۱e− ۰۱۰ ۳٫۲e− ۰۱۱
۲ ۱٫۳e− ۰۰۱ ۱٫۵e− ۰۰۳ ۱٫۷e− ۰۰۴ ۲٫۲e− ۰۰۶ ۲٫۳e− ۰۰۷ ۱٫۶e− ۰۰۹ ۹٫۹e− ۰۱۱ ۶٫۸e− ۰۱۳ ۱٫۷e− ۰۱۴

k ۳ ۲٫۲e− ۰۰۲ ۱٫۹e− ۰۰۴ ۱٫۸e− ۰۰۵ ۷٫۲e− ۰۰۸ ۲٫۹e− ۰۰۹ ۱٫۳e− ۰۱۱ ۳٫۸e− ۰۱۳ ۱٫۴e− ۰۱۵ ۳٫۲e− ۰۱۷
۴ ۱٫۱e− ۰۰۲ ۲٫۴e− ۰۰۵ ۱٫۵e− ۰۰۶ ۲٫۳e− ۰۰۹ ۹٫۱e− ۰۱۱ ۱٫۰e− ۰۱۳ ۴۳٫۶e− ۰۱۵ ۲٫۷e− ۰۱۸ ۶٫۶e− ۰۲۰

.k و M از مختلف مقادير براي ۲ .۶ مثال در برنامه اجراي زمان و شرط عدد :۳ جدول
k M ۲ ۴ ۶ ۸ ۱۰

۱ ۰٫۷۳۲۲۵۷ ۱٫۵۷۹۹۹۷ ۱٫۵۵۷۲۵۵ ۱٫۵۵۷۴۱۳ ۱٫۵۵۷۴۰۸
۲ شرط عدد ۰٫۳۰۹۸۴۱ ۱٫۵۵۹۶۴۷ ۱٫۵۵۳۷۳۹ ۱٫۵۵۷۴۰۷ ۱٫۵۵۷۴۰۸
۳ ۱٫۰۰۵۰۲۵ ۰٫۹۹۹۹۹۷ ۰٫۹۹۹۹۲۴ ۰٫۹۹۹۸۹۵ ۰٫۹۹۹۹۵۷

۱ ۱٫۵۷ ۲٫۳۷ ۳٫۴۱ ۵٫۹۱ ۷٫۲۲
۲ (ثانيه) زمان ۲٫۷۳ ۵٫۰۸ ۸٫۸۲ ۱۷٫۷۶ ۳۱٫۵۴
۳ ۴٫۵۱ ۹٫۰۱ ۱۷٫۸۴ ۳۷٫۲۱ ۷۰٫۵۶

.k = ۳ و M = ۱۲ با ۲ .۶ مساله براي نسبت آزمون :۵ شکل

از است عبارت معادله اين دقيق جواب
لژاندر موجک شده بريده سري حسب بر u(x) جواب تقريب منظور به .u(x) =

(
x− ۱

۲

) ∣∣x− ۱
۲

∣∣
u(x) ≃

۲∑
n=۱

۲∑
m=۰

un,mψn,m(x),

معادلات از سيستم يک هم محلي روش کمک به مي دهيم. تشکيل را G = KIU بنيادين ماتريسي معادله k = ۲ و M = ۳ با
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مي دهد نتيجه معادلات سيستم اين حل شد. خواهد حاصل

U =
[
−۰٫۰۵۸۹۲۵۵۶۵۰۹۹ ۰٫۰۵۱۰۳۱۰۳۶۳۰۸ −۰٫۰۱۳۱۷۶۱۵۶۹۱۷

۰٫۰۵۸۹۲۵۵۶۵۰۹۹ ۰٫۰۵۱۰۳۱۰۳۶۳۰۸ ۰٫۰۱۳۱۷۶۱۵۶۹۱۷
]T
.

مي گردد حاصل زير تقريبي پاسخ ،u(x) ≃ UTΨ(x) رابطه در لژاندر موجک ضرايب اين قراردادن با اين رو، از

u(x) =


− x۲ + x− ۰٫۲۵ x < ۰٫۵,
x۲ − x+ ۰٫۲۵ x < ۱,
۰ x < ۰ and x ≥ ۱,

چندجمله اي هاي و پالس بلاک (توابع ترکيبي توابع پايه بر را روشي معادله اين حل براي نويسندگان [۱۱] در است. اصلي معادله دقيق جواب که
دقيق جواب توانستيم مقاله اين در شده بيان روش از استفاده با آورده اند. به دست مساله اين براي تقريبي جوابي آنها و کرده اند استفاده لژاند)
ثانيه ۱٫۷۲ تقريبي به طور مثال اين برنامه اجراي براي لازم زمان به علاوه بيابيم. k Mو مقادير از محدودي مقدار از استفاده با تنها را مساله

است. شده محاسبه

مي گيريم نظر در را زير شکل به اول نوع ولتراي انتگرال معادله .۴ .۶ ∫مثال x

۰
e(x−ξ)u۲(ξ)dξ = e۲x − ex. (۵ .۶)

معکوس پذير [۰, ۱) بازه در غيرخطي قسمت که اين به توجه با خطي غير مساله اين حل براي .u(x) = ex با است برابر مساله دقيق جواب
داشت. خواهيم u(x) =

√
(y(x)) جواب با خطي انتگرال معادله يک بنابراين ،u۲(ξ) = y(ξ) مي دهيم قرار است،

M۲k−۱ = M۲k−۱و = ۲۴ ،M۲k−۱ = ۱۲ براي ترتيب به شده ارائه روش با را مثال اين عددي نتايج ۸ و ۷ شکل هاي۶،
k و لژاند چندجمله اي درجه نشان دهنده M شکل، اين در مي دهد. نشان u(x) براي را همگرايي نمودار ۹ شکل مي دهند. نمايش ۴۸
همچنين دارد. مناسبي همگرايي نرخ شده بيان روش که مي کند مشخص نمودار اين است. شده تعريف (۲ .۲) در که است صحيح عددي
سرعت به خطا و دارد روش دقت و همگرايي نرخ در بيشتري تاثير k مقدار افزايش به نسبت M مقدار افزايش که مي دهند نشان شکل ها
مقايسه [۲] در داده شده روش با و آمده M۲k−۱به دست = ۱۶ که زماني براي مختلف نقاط در خطا ماکزيمم ۴ جدول در مي يابد. کاهش
مختلف مقادير براي ۵ جدول در است. [۲] روش از پايين تر بسيار بررسي مورد روش خطاي ميزان پيداست، داده ها از که همانطور است. شده
پايدار شده بيان روش که هستند اين از حاکي داده ها است. شده داده نمايش و شده محاسبه ها برنامه اجراي زمان و شرط عدد k و M از
و n = ۴ مقادير براي M = ۱۲ و k = ۳ حالت در (۱ .۶) فرمول طبق همگرايي مرتبه اين، بر علاوه است. خوش وضع مساله و بوده
شکل در و شده پياده سازي M = ۱۲ و k = ۳ حالت در نسبت آزمون به علاوه، است. q = ۱٫۰۹ با برابر تقريبي به طور m = ۱۰

همگراست. مساله جواب به سرعت به لژاندر موجک جواب سري پيداست، شکل اين از که همانگونه است، شده گذاشته نمايش به ۱۰

(ج) (ب) (آ)

و M = ۶ (ب): ،k = ۳ و M = ۳ (آ): .۴ .۶ مثال در M۲k−۱ = ۱۲ براي دقيق جواب با عددي نتايج مقايسه :۶ شکل
.k = ۱ و M = ۱۲ (ج): ،k = ۲
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(ج) (ب) (آ)

و M = ۶ (ب): ،k = ۴ و M = ۳ (آ): .۴ .۶ مثال در M۲k−۱ = ۲۴ براي دقيق جواب با عددي نتايج مقايسه :۷ شکل
.k = ۲ و M = ۱۲ (ج): ،k = ۳

(ج) (ب) (آ)

و M = ۶ (ب): ،k = ۵ و M = ۳ (آ): .۴ .۶ مثال در M۲k−۱ = ۴۸ براي دقيق جواب با عددي نتايج مقايسه :۸ شکل
.k = ۳ و M = ۱۲ (ج): ،k = ۴

k و M از مختلف مقادير براي M۲k−۱ = ۱۶ که زماني (۴ .۶) مثال براي مختلف نقاط در خطا مقدار محاسبه :۴ جدول
[۲] روش با مقايسه همراه به

N = ۱۶ M = ۲ M = ۴ M = ۸ M = ۱۶
x [۲] خطاي k = ۴ k = ۳ k = ۲ k = ۱

۰ − ۲٫۸۲e− ۰۰۳ ۲٫۹۵e− ۰۰۵ ۵٫۰۹e− ۰۰۹ ۲٫۶۴e− ۰۱۶
۱

۱۶ ۰٫۰۳۲۸ ۱٫۳۸e− ۰۰۳ ۷٫۱۴e− ۰۰۶ ۶٫۰۸e− ۰۱۰ ۱٫۵۶e− ۰۱۷
۳

۱۶ ۰٫۰۳۷۴ ۱٫۵۷e− ۰۰۳ ۶٫۷۱e− ۰۰۶ ۷٫۹۶e− ۰۱۱ ۴٫۰۳e− ۱۹
۶

۱۶ ۰٫۰۴۵۴ ۴٫۱۱e− ۰۰۳ ۵٫۹۳e− ۰۰۶ ۱٫۴۰e− ۰۱۰ ۲٫۴۱e− ۰۲۰
۸

۱۶ ۰٫۰۵۱۷ ۴٫۶۵e− ۰۰۳ ۴٫۸۶e− ۰۰۵ ۸٫۳۹e− ۰۰۹ ۱٫۳۵e− ۰۲۰
۱۰
۱۶ ۰٫۰۵۸۹ ۵٫۲۷e− ۰۰۳ ۷٫۶۱e− ۰۰۶ ۲٫۷۴e− ۰۱۰ ۱٫۹۵e− ۰۲۰
۱۲
۱۶ ۰٫۰۶۷۱ ۵٫۹۷e− ۰۰۳ ۶٫۲۵e− ۰۰۵ ۱٫۰۱e− ۰۱۰ ۷٫۷۵e− ۰۲۰
۱۳
۱۶ ۰٫۰۷۱۶ ۲٫۹۳e− ۰۰۳ ۱٫۵۱e− ۰۰۵ ۱٫۲۰e− ۰۱۰ ۲٫۳۹e− ۰۱۹
۱۵
۱۶ ۰٫۰۸۱۵ ۳٫۳۲e− ۰۰۳ ۱٫۴۲e− ۰۰۵ ۷٫۷۲e− ۰۱۰ ۷٫۵۵e− ۰۱۸
۱ ۰٫۰۸۷۰ ۰٫۰۰۰ ۰٫۰۰۰ ۰٫۰۰۰ ۰٫۰۰۰
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(ب) (آ)

هستند. ثابت M = ۲ (ب): در و k = ۲ (آ): در .۴ .۶ مثال براي u(x) همگرايي نمودار :۹ شکل

.k و M از مختلف مقادير براي ۴ .۶ مثال در برنامه اجراي زمان و شرط عدد :۵ جدول
k M ۲ ۴ ۶ ۸ ۱۰

۱ ۰٫۹۴۱۸۵۴ ۱٫۹۰۹۶۳۴ ۱٫۹۹۷۵۷۸ ۱٫۹۹۹۹۷۰ ۱٫۹۹۹۹۹۹
۲ شرط عدد ۱٫۸۸۲۶۹۷ ۱٫۰۲۰۲۸۷ ۱٫۰۰۰۱۴۱ ۱٫۰۰۰۰۰۰۴ ۱٫۰۰۰۰۰۰
۳ ۱٫۸۶۵۲۲۷ ۱٫۹۹۷۳۷۶ ۱٫۹۹۹۹۹۵ ۱٫۶۰۰۰۰۰ ۱٫۹۶۵۵۴۵

۱ ۲٫۲۹ ۳٫۸۰ ۵٫۵۷ ۹٫۵۷ ۱۴٫۵۲
۲ (ثانيه) زمان ۴٫۱۰ ۷٫۷۳ ۱۳٫۸۸ ۲۸٫۵۹ ۶۲٫۵۹
۳ ۶٫۷۸ ۱۳٫۶۴ ۲۸٫۰۵ ۵۹٫۹۱ ۱۴۰٫۰۰

.k = ۳ و M = ۱۲ با ۴ .۶ مساله براي نسبت آزمون :۱۰ شکل
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نتيجه گيري ۷

اول نوع از خطي غير انتگرال معادلات از خاصي دسته پاسخ يافتن منظور به لژاندر موجک هاي پايه ي بر روشي ساختن مقاله اين اصلي ايده
پايداري، همگرايي، به علاوه گشت. تبديل معادلات از جبري سيستم يک به انتگرال معادله ترکيبي، توابع اين مهم خواص کمک به بود.
مساله که شد ديده شرط عدد محاسبه کمک به گرفت. قرار مطالعه و بررسي مورد نيز جواب يکتايي و وجود همچنين و روش خطاي آناليز
محاسبه نيز است کاربردي مسايل در مهم نسبتا پارامتري که برنامه ها اجراي زمان است. پايدار آشفتگي به نسبت بنابراين و بوده خوش وضع
به علاوه، گردد. مشخص پيش از بيش مطالعه مورد روش همگرايي تا شد گرفته به کار نيز نسبت آزمون گشت. درج جدول چندين در و شد
حاصل رضايت بخش نتايج آن، بر علاوه مي کرد. پيدا کاهش k و M مقادير افزايش کمک به خطا قدرمطلق بالاي کران که شد مشاهده
با همچنين بود. مطالعه مورد روش دقت و بودن کاربردي نشان دهنده ي ديگر شناخته شده روش هاي با مقايسه در عددي مثال هاي از شده
براي تقريبي جوابي به ديگر، شناخته شده روش هاي که درحالي يافتيم، دست مساله دقيق جواب به موارد از بسياري در که ديديم تعجب کمال
را مناسبي نتايج ۳ بخش در شده بيان روش همراه به لژاندر موجک  جواب هاي پايه از استفاده که شد نتيجه بنابراين کردند. پيدا دست مساله

دارد. اول نوع از غيرخطي و خطي انتگرال معادلات حل براي
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integral equations of the first kind with error analysis and existence
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Abstract: Since most integral equations of the first kind are ill­posed, in this article we tried to present
a method based on Legendre wavelets to solve some them. The proposed method is that at first all the
components of the equation are expressed in matrix form based on Legendre wavelet functions, then these
matrices are replaced in the main equation. This method, along with the collocation method, adjusts the
equation to a system of algebraic equations, which can be solved by usual numerical or analytical methods.
To show the convergence of the method, some computable error bounds are obtained by preparing some
theorems and lemmas. Moreover,the stability analysis, the existence and uniqueness of the solution are
investigated. Numerical results with comparisons are given to confirm the reliability of the proposed
method. In practice, in order to check the stability, we calculated the condition number in the examples,
and also the convergence rate was calculated and the convergence was displayed in graphs by the ratio test.
The outcomes reveal that this method is very effective and more accurate than those of literature. Also, in
many cases one can get the exact solution of the problem.

Keywords: Integral equation of first kind, Nonlinear equations, Legendre wavelets, Error analysis,
Matrix method.
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