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آن هندسه مطالعه به صفحه، در منحنی یک گسترنده از تعمیمی ارائه ضمن مقاله این در ما چکیده:
باشد حقیقی مقدار و هموار تابع f اگر بگیرید. نظر در را κ انحنائ با γ صفحه در منحنی می پردازیم.
دستیابی فرایند باشد. γ گسترنده تعمیم که می کنیم تعریف گونه ای به را γf فضایی منحنی این صورت در
γf تکینگی نقاط که شده داده نشان ٣. ٢ قضیه در می باشد. زاویه ای رویه معرفی طریق از منحنی این به
تعمیم یافته منحنی نقاطی، چنین در هستند. f تابع انتخاب از مستقل و بوده γ راسی نقاط با متناظر
معمولی راس دارای s = s٠ در γ منحنی اگر تنها و اگر است معمولی کاسپ نوع از تکینگی دارای
گرفته قرار بررسی مورد صفحه و کره با γf تعمیم یافته گسترنده منحنی تماس ادامه، در همچنین باشد.

می دهیم. قرار مطالعه مورد را آن هندسی خواص موازی، منحنی نوعی معرفی با این بر علاوه است.

تخت شوندگی. منحنی، دیفرانسیل پذیر، توابع تکینگی کليدي: واژه هاي

57R45; 53A04 ریاضی: ردهبندی

مقدمه ١
تجزیه با را هندسی شهود معمولا که است کلاسیک موضوع یک Rn فضای در رویه ها و منحنی ها دیفرانسیل هندسه
معمولا است. کرده خود مجذوب را ریاضیات کاربران و ریاضیدانان از بسیاری دلیل این به و می کند مرتبط تحلیل و
سطح روی نگاشت های و توابع برخی تکینگی های انواع با می توانند اقلیدسی فضای در سطوح روی هندسی ویژگی های
زمینه موج، جبهه های و تکینگی نظریه تکنیک های و ایده ها شدن آشکار با و گذشته سال های در شوند. کشیده تصویر به
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این از یکی است. شده فراهم سطوح و منحنی ها دیفرانسیل هندسه در جدید قضایای کشف برای قدرتمندی ابزار های بروز
از پارامتری r خانواده ای F : Rr × Rn → Rm کنید فرض دقیق تر به طور می باشد. سطوح از خانواده ای پوش ابزارها

مجموعه F خانواده پوش باشد. f : Rn → Rm نگاشت

DF = {x ∈ Rr | ∃t ∈ Rn, F (x, t) =
∂F

∂t
(x, t) = ٠}

اطلاعات (برای می باشد منحنی آن گسترنده صفحه، در منحنی یک نرمال خطوط خانواده پوش مثال، به عنوان می باشد.
بنگرید). را [١] سطوح از خانواده ای پوش درباره بیشتر

یک کانونی رویه مطالعه است. منحنی آن نرمال صفحات خانواده پوش اقلیدسی، فضای در منحنی یک کانونی رویه
در فضا و صفحه در منحنی های اهمیت دهد. ارائه بر عکس و منحنی آن مورد در مفیدی هندسی اطلاعات می تواند منحنی

می کند. ایجاد آنها مطالعه برای خوبی انگیزه مهندسی، مختلف شاخه های
طراحی و کامپیوتری گرافیک در که است مهمی ابزار شده داده منظم منحنی یک از جدید منحنی یک آوردن به دست
یک از یکتا کانونی منحنی یک و صفحه در منحنی به افست منحنی آن، از نمونه هایی می شود. استفاده کامپیوتر کمک به

است. منظم فضایی منحنی
در بیشتر توضیح برای می پردازیم. آن هندسه مطالعه به صفحه، در منحنی یک از تعمیمی ارائه ضمن مقاله این در ما
بازی بازه I آن در که α : I → R٣ منحنی کنید فرض ببینید. را [٩ ،۴] گسترنده منحنی از تعمیم یافته منحنی خصوص
باشد. صفر غیر نقطه، هر در آن (κ٢α) تاب و (κ١α) انحناء و بوده واحد سرعت با شده پارامتری منحنی یک است، R در

یکتای منحنی صورت این در

θ(t) = α(t) +
١

κ١α(t)
Nα(t) +

(
١

κ١α(t)

)′ ١
κ٢α(t)

Bα(t),

می نامیم α (گسترنده) کانونی منحنی را می باشند t در α بی نرمال و نرمال بردارهای ترتیب به Bα(t) و Nα(t) آن در که
می باشد. شده داده پارامتر به نسبت مشتق نماد “ ′ ” علامت مقاله این طی در که کنید توجه .[٩]

می آید: به دست زیر رابطه توسط α تاب و انحناء و κ٢θ و κ١θ ترتیب به یعنی θ تاب و انحناء بین ارتباط

κ١θ

|κ٢α|
=

|κ٢θ|
κ١α

=
١∣∣∣∣(( ١

κ١α(t)

)′
١

|κ٢α(t)

)′

+ ١
κ١α(t)

κ٢α

∣∣∣∣ .
یک کانونی منحنی برای هندسی تعبیر می توان است. شده بررسی [۵] و [٣] در منظم منحنی های از برخی کانونی منحنی
روی نقاط در بوسان های کره مراکز هندسی مکان کانونی، منحنی که کرد بیان این چنین را پایه) (منحنی شده داده منحنی

است. پایه منحنی
از برخی (در است پایه منحنی با موازی منحنی های می گیرد قرار توجه مورد مقاله این در که دیگری هندسی مفهوم
معینی فاصله در که است منحنی هایی موازی منحنی های از ما منظور می نامند). موج جبهه های را موازی منحنی های متون
دارد. صنعت حوزه در زیادی اهمیت شده پارامتری رویه یا منحنی یک روی موج جبهه های ایجاد دارند. قرار پایه منحنی از
f اگر بگیرید. نظر در را κ انحنائ با γ صفحه در منحنی است. زیر شرح به مقاله این در شده استفاده اصلی ایده
باشد. γ گسترنده تعمیم که می کنیم تعریف گونه ای به را γf فضایی منحنی این  صورت در باشد مقدار حقیقی و هموار تابع
رویه معرفی طریق از منحنی این به دستیابی فرایند باشد. پایه گسترنده منحنی همان خاص شرایط تحت دیگر عبارت به
کار در آن هندسی خواص از برخی بررسی و زاویه ای رویه این (مطالعه می باشد. رویه آن تکینگی نقاط بررسی و زاویه ای
انتخاب از مستقل و بوده γ راسی نقاط با متناظر γf تکینگی نقاط که شده داده نشان ٣. ٢ قضیه در می شود). انجام بعدی
۵ .٣ قضیه در همچنین است. معمولی کاسپ نوع از تکینگی دارای تعمیم یافته منحنی نقاطی، چنین در است. f تابع
با γf تعمیم یافته گسترنده منحنی تماس ٣. ٧ و ۶ .٣ قضایای در این بر علاوه است. شده بررسی S٢ کره و γ منحنی تماس
خاص طور به و می گیرد قرار بررسی مورد γ پایه منحنی با موازی منحنی های ،۴ بخش در است. شده مطالعه صفحه و کره
در معمولی کاسپ تکینگی یک دارای منظم منحنی یک از تعمیم یافته موازی  منحنی های که می دهیم نشان ۵ .۴ قضیه در
دارای مبدا منحنی چنانچه است (٣, ۴) نوع از ها تکینگی این همچنین و هستند تعمیم یافته گسترنده روی منظم نقاط

باشد. ٢ مرتبه از راسی
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منحنی ها هندسه ٢

هندسه معمولا بگیرید. نظر در را γ : I → R٣ شده پارامتری فضایی منحنی  باشد. R در باز بازه یک I کنید فرض
دقیق تر بطور کرد. توصیف R٣ فضای در های رویه با منحنی ها آن تماس تحلیل و تجزیه با می توان را فضایی منحنی های
می باشد. R٣ در منظم رویه یک F−(٠)١ این رو از باشد آن منظم مقدار ٠ و بوده هموار تابعی F : R٣ → R کنید فرض

می نامیم. F−(٠)١ رویه با γ منحنی تماس تابع را g(t) = F ◦ γ تابع

از تماسی نقطه ) تماسی k-نقطه دارای F−(٠)١ و γ فضایی منحنی می گوییم فوق توضیحات به توجه با .٢. ١ تعریف
تابع برای هرگاه می باشند t = t٠ در ( k مرتبه

g(t) = F (γ١(t), γ٢(t), γ٣(t)) = F (γ(t))

باشیم داشته

g(t٠) = g′(t٠) = · · · = g(k−١)(t٠) = ٠, g(k)(t٠) 6= ٠.

رویه با Rn در منحنی یک تماس زیر مثال در داد. تعمیم Rn در رویه هر و منحنی هر برای توان می را فوق تعریف
است. شده داده خاصی های

نقاط این که بگیرید نظر در را Rn در x نقاط از متشکل مجموعه دو و باشند Rn در نقاطی p و u فرض کنید .٢. ٢ مثال
که طوری به تعریف می شوند (i = ١, ٢) Fi(x) = ٠ معادلات وسیله به

F١(x) = ‖x− u‖٢ − ‖u− p‖٢ (٢. ١)

و

F٢(x) = (x− p) · u. (٢. ٢)

به دایره ای ترتیب به ٢. ٢ و ٢. ١ معادلات n = ٢ برای است. Rn در متداول داخلی ضرب بیانگر “ · ” که کنید توجه
را ١ (شکل هستند u بر عمود و p از گذرنده راست خط (u 6= ٠ (برای و ،( u 6= p شرط (به p از گذرنده و u مرکز
واژه های از ،n برای کلی حالت (در می شود. صفحه به تبدیل خط و کره به تبدیل دایره n = ٣ برای همچنین ببینید).

می شود). استفاده ابرصفحه و کره ترتیب به معمول،

.u بر عمود و p از گذرنده راست خط راست: سمت شکل ،p از گذرنده و u مرکز به دایره چپ: سمت شکل :١ شکل

ادامه در این رو از می باشند اهمیت حائز بسیار کامپیوتر و صنعت در فضا و صفحه در منحنی های هندسه که آنجا از
می پردازیم. ها منحنی این هندسه معرفی به

باشد. آن انحنای κ و بوده R٢ صفحه در منظم منحنی یک γ کنید فرض .٢. ٣ تعریف
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عطف نقطه را p همچنین باشد. κ(t٠) = ٠ چنانچه می گوییم γ معمولی عطف نقطه یک را p = γ(t٠) نقطه الف)
هرگاه می گوییم k مرتبه از

κ(t٠) = κ′(t٠) = · · · = κ(k−١)(t٠) = ٠, κ(k)(t٠) 6= ٠.

دارای t = t٠ در منحنی بر مماس خط و γ منحنی چنانچه کرد. بیان نیز تماسی هندسه با توان می را تعریف این
مراجعه [١] به بیشتر توضیحات برای می  باشد. k مرتبه از عطف نقطه یک p آنگاه باشند k − ١ مرتبه از تماس

شود.

،γ صفحه ی در منحنی از p = γ(t٠) نقطه ی تباهیده) یا ٣ بالاتر مرتبه ی از رأس یک متناظراً ) ٢ معمولی رأس ب)
t = t٠ نقطه ی در منحنی با تماسی) نقطه ۵ حداقل (متناظرا تماسی نقطه ۴ با دایره یک آن ازای به که است

هرگاه است k مرتبه از راسی نقطه یک p نقطه معادل بطور باشد. داشته وجود

κ(t٠) 6= ٠, κ′(t٠) = · · · = κ(k)(t٠) = ٠, κ(k+١)(t٠) 6= ٠.

توابع باشد. R٣ فضای در منظم منحنی یک γ کنید فرض .۴ .٢ تعریف

K(t) = ‖γ′(t)× γ′′(t)‖٢

و
τ(t) = det(γ′(t), γ′′(t), γ′′′(t))

.[١١ ،١٠] شوند می نامیده γ منحنی تاب و انحنا ترتیب به

می شود. بررسی صفحه و خط با آن تماس و γ فضایی منحنی هندسه بین ارتباط زیر قضیه در

منحنی تاب و انحناء ترتیب به فوق در شده داده τ و K و بوده فضا در منحنی یک γ کنید فرض .([٢]) ۵ .٢ قضیه
داشته t٠ در مماس اش خط با ٢ حداقل مرتبه ی از تماسی γ اگر فقط و اگر می شود صفر t٠ در K این صورت در باشند.
با ٣ حداقل مرتبه ی از تماسی بوسان صفحه اگر فقط و اگر τ(t٠) = ٠ آنگاه باشد، K(t٠) 6= ٠ اینکه شرط با باشد.

باشد. داشته t٠ در γ

باشیم: داشته اگر دارد t٠ در n-تخت شدگی یک γ می گوییم باشد. n ≥ ١ و t٠ ∈ I کنید فرض .۶ .٢ تعریف

∀ ٠ ≤ i ≤ n, τ (i)(t٠) = ٠, τ (n+١)(t٠) 6= ٠.

همچنین .K(t٠) 6= ٠ که زمانی است A نوع از γ می گوییم باشد، داشته t٠ در n-تخت شدگی یک γ اگر .٢. ٧ تعریف
.[٢] باشد K(t٠) = ٠ که زمانی است B نوع از γ می گوییم

زاویه ای رویه های ٣
منحنی باشد. هموار تابعی f و R از بازه یک I کنید فرض

γ : I → R٢ ⊂ R٣

s 7→ (γ١(s), γ٢(s), ٠),

نرمال و مماس بردارهای ترتیب به Nγ(s) و Tγ(s) و γ انحناء κ قوس، طول پارامتر s که کنید فرض بگیرید. نظر در را
باشند. s در منحنی

بگیرید نظر در را زیر ضابطه با M : U ⊂ R٢ → R٣ رویه

M(s, ϕ) = γ(s) + f(κ(s))
(
cos(ϕ)Nγ(s) + sin(ϕ)u

)
(٣. ١)

می نامیم. زاویه ای رویه را M رویه است. باز مجموعه U و u = (٠, ١±,٠) و ϕ ∈ [٠, π] آن در که
Ordinary vertex٢

Higher vertex٣
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تشکیل رویه این روی بر منحنی یک ،M زاویه ای رویه در ϕ = arccos
( ١
κ(s)f(κ(s))

)
جایگذاری با .٣. ١ تعریف

نامگذاری این دلیل دهیم. می نمایش γf با را آن و می نامیم f هموار تابع به نسبت γ تعمیم یافته منحنی را آن که شود می
می باشد. γ(t)+١/κ(t)Nγ(t) منحنی یعنی γ منحنی گسترنده همان منحنی این f(x) = ١/x تابع برای که است این

باشیم داشته آن برای که باشد هموار تابعی f و بوده κ 6= ٠ انحنای با صفحه در منظمی منحنی γ کنید فرض .٣. ٢ قضیه
M رویه تکینگی نقطه یک بیانگر (s, ϕ) آنگاه باشد فوق در شده تعریف زاویه ای رویه M چنانچه .f(κ)f ′(κ) 6= ٠

چنان که آن }می باشد
κ′(s) = ٠,
f(κ(s))κ(s) cos(ϕ) = ١.

دارای تعمیم یافته منحنی نقاطی، چنین در است. γ راسی نقاط با متناظر γf تعمیم یافته منحنی تکینگی نقاط همچنین
باشد. معمولی راس دارای s = s٠ در γ منحنی اگر تنها اگرو است معمولی کاسپ نوع از تکینگی

آید. می به دست رویه تکینگی نقاط Ms ×Mϕ = ٠ محاسبه با اثبات.

Ms(s, ϕ) =
(

١ − κ(s) cos(ϕ)f(κ(s))
)
Tγ(s)

+κ′(s)f ′(κ(s))
(
cos(ϕ)Nγ(s) + sin(ϕ)u

)
,

Mϕ(s, ϕ) = f(κ(s))
(
− sin(ϕ)Nγ(s) + cos(ϕ)u

)
.

از است عبارت بردار دو این خارجی حاصل ضرب

Ms ×Mϕ = k′(s)f(κ(s))f ′(κ(s))Tγ(s)

+ cos(ϕ)f(κ(s))
(
− κ(s)f(κ(s))cos(ϕ) + ١

)
Nγ(s)

+ sin(ϕ)f(κ(s))
(
κ(s)f(κ(s))cos(ϕ)− ١

)
u. (٣. ٢)

شوند. می حاصل قضیه صورت در شده داده شرایط با تکینگی نقاط بنابراین
از است عبارت که آید می بدست γf تعمیم یافته منحنی (٣. ١) در ϕ = arccos( ١

κ(s)f(κ(s))
) جایگذاری با اکنون

γf (s) = γ(s) +
١

κ(s)
Nγ(s) + f(κ(s)) sin

(
arccos(

١
κ(s)f(κ(s))

)
)
u.

دهید قرار می شود. حذف s پارامتر کار راحتی برای ادامه در

B = sin(arccos(
١

κf(κ)
)),

A = B′ =

[
sin(arccos(

١
κf(κ)

))

]′
= −

κ′(f(κ) + κf ′(κ)
)

(κf(κ))٣
√

١ − ( ١
κf(κ)

)٢
.

داریم منحنی این از مشتقگیری با حال

γ′
f (s) = − κ′

κ٢Nγ(s) + (κ′f ′(κ)B + f(κ)A)u.
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تکین γf (s٠) آنگاه باشد) راس یک دارای s = s٠ در γ (یعنی κ′(s٠) = ٠ باشیم داشته ،s٠ ∈ I در اگر بنابراین
است.

کنیم. می استفاده منحنی سوم و دوم مرتبه مشتقات از ، تعمیم یافته گسترنده منحنی تکینگی نقاط نوع تعین برای
داریم

γ′′
f (s) = −κ′′κ− ٢κ′٢

κ٣ Nγ(s) + κ′Tγ(s) +
(

٢κ′f ′(κ)A+ f(κ)
∂A

∂s

+
(
κ′′f ′(κ) + κ′٢f ′′(κ)

)
B
)
u.

آن در که γ′′′
f = λ١Tγ + λ٢Nγ + λ٣u, همچنین

λ١ =
κ′κ− ٣κ′٢ + κ′′κ

κ٢ ,

λ٢ =
κ′κ۴ − κ′′κ٢ − κ′٢κ+ ۴κκ′κ′′ + ٣κ′٢κ− ۶κ′٣

κ۴

λ٣ =
(
κ′′′f ′(κ) + ٣κ′′κ′f ′′(κ) + κ′٣f ′′′(κ)

)
B + ٣

(
κ′′f ′(κ) + κ′٢f ′′(κ)

)
A

+٣κ′f ′(κ)
∂A

∂s
+ f(κ)

∂٢A

∂s٢ .

شوند. می ساده زیر صورت به s٠ در γ′′′
f و γ′′

f عبارات و است κ′(s٠) = ٠ نقطه این در

γ′′
f = −κ′′

κ٢Nγ +
(
κ′′f ′(κ)B +

κ′′f(κ)
(
f(κ) + κf ′(κ)

)
(κf(κ))٣

√
١ − ١

κ٢f(κ)٢

)
u,

γ′′′
f =

κ′′

κ
Tγ −

κ′′

κ٢Nγ +
(
κ′′′f ′(κ)B + f(κ)

∂٢A

∂s٢

)
u.

s = s٠ در γ منحنی که زمانی دیگر عبارت به .κ′′(s٠) 6= ٠ اگر تنها و اگر هستند خطی مستقل بردار دو این آشکارا
باشد. معمولی راسی نقطه دارای

نظر مورد نقطه در آن موضعی رفتار بررسی در شایانی کمک هموار، نگاشتی تکینگی انواع شناسایی تکینگی نظریه در
باب در ۴ .٣ قضیه مثال عنوان به می باشد. رویه ها از برخی هندسه از مفیدی اطلاعات مبین مواقع از بسیاری در و داشته
لازم منظور این برای است. شده بیان [١] در منحنی آن با متناظر فاصله تابع تکینگی نوع و صفحه در منحنی های هندسه

ببینید). را ٣. ٣ (تعریف کنیم معرفی را مقدار حقیقی تابع یک برای Ak نوع از های تکینگی ابتدا است

نوع از تکنیگی دارای را h تابع k ≥ ٠ برای این صورت، در باشد. هموار تابعی h : R → R کنید فرض .٣. ٣ تعریف
هرگاه نامیم می t = t٠ در Ak

∀٠ ≤ p ≤ k, h(p)(t٠) = ٠, h(k+١)(t٠) 6= ٠.

A≥k نوع از را h همچنین . h′(t٠) 6= ٠ که است معنی بدان فقط t٠ در A٠ نوع از تکینگی که باشید داشته توجه
چنانچه نامیم می

∀٠ ≤ p ≤ k, h(p)(t٠) = ٠.

تباهیده) راسی نقطه (به ترتیب معمولی راسی نقطه یک دارای t = t٠ نقطه در γ صفحه در منحنی .([١]) ۴ .٣ قضیه
تابع یعنی γ با متناظر فاصله تابع اگر فقط و اگر است

d = (γ(t)− x) · (γ(t)− x),

باشد. (A≥٣ (به ترتیب A٣ نوع از تکینگی دارای t = t٠ در
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های رویه با را آنها تماس معمولا فضا، در رویه ها و خم ها هندسه بررسی برای شد اشاره ٢ بخش در که همان طور
مورد واحد کره و γ فضایی منحنی تماس ٣. ٣ و ٢. ١ تعاریف از استفاده با زیر قضیه در می کنیم. بررسی شده شناخته
که ga(s) = (γ(s)− a) · (γ(s)− a) تماس تابع ،٢. ١ تعریف به توجه با منظور بدین است. شده گرفته قرار بررسی

کرد. خواهیم استفاده را a ∈ R٣ آن در

داریم فوق در شده بیان تعاریف به توجه با .۵ .٣ قضیه

اگر تنها و اگر است A١ نوع از تکینگی دارای s = s٠ در ga(s) تابع الف)

a = γ(s٠) + r
(
cos(ϕ)Nγ(s٠) + sin(ϕ)u

)
, r ∈ R.

اگر تنها و اگر است A٢ نوع از تکینگی دارای s = s٠ در ga(s) تابع ب)

a = γ(s٠) +
١

κ(s٠) cos(ϕ)

(
cos(ϕ)Nγ(s٠) + sin(ϕ)u

)
.

اگر تنها و اگر است A٣ نوع از تکینگی دارای s = s٠ در ga(s) تابع پ)

a = γ(s٠) +
١

κ(s٠) cos(ϕ)

(
cos(ϕ)Nγ(s٠) + sin(ϕ)

)
u, κ′(s٠) = ٠.

داریم s پارامتر به نسبت ga(s) تابع از مشتقگیری با اثبات.

١
٢
g′a(s) = Tγ(s) · (γ(s)− a),

١
٢
g′′a(s) =

(
κNγ(s) · (γ(s)− a)

)
+ ١,

١
٢
g′′′a (s) =

(
κ′Nγ(s)− κ٢Tγ(s)

)
· (γ(s)− a).

g′a(s) = ٠ ⇔ γ(s)− a = λNγ(s) + µu, (λ, µ ∈ R), (٣. ٣)

g′a(s) = g′′a(s) = ٠ ⇔ γ(s)− a =
−١
κ

Nγ(s) + µu, (۴ .٣)

g′a(s) = g′′a(s) = g′′′a (s) = ٠ ⇔ γ(s)− a =
−١
κ

Nγ(s) + µu, κ′ = 0. (۵ .٣)

r ∈ R که است بدیهی همچنین دارد. قرار γ منحنی بر نرمال صفحه در a که است معنی این به (٣. ٣) رابطه که کنید توجه
و (۴ .٣) های عبارت در µ و λ جایگذاری با بنابراین .µ = rsin(ϕ) و λ = rcos(ϕ) که دارند وجود ϕ ∈ [٠, π] و

است. برقرار قضیه نتایج (۵ .٣)

و کره با ،f هموار تابع و γ صفحه در منحنی با متناظر γf تعمیم یافته منحنی تماس بررسی به خواهیم می اکنون
تابع واحد، کره با تماس بررسی برای قبل همانند منظور بدین بپردازیم. صفحه

ga(t) = (γf (t)− a) · (γf (t)− a),

ارتفاع تابع مطالعه طریق از نیز صفحه با γf منحنی تماس همچنین داد. خواهیم قرار مطالعه مورد را

hw(t) = γf (t) · w,

می گیرد. قرار بررسی مورد است، فضا در برداری w ∈ R٣ آن در که
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داریم: فوق در شده ذکر تعاریف به توجه با .۶ .٣ قضیه

خط روی بر (a نقطه (یعنی کره مرکز اگر تنها و اگر بوده A١ نوع از تکینگی دارای s = s٠ در ga(s) تابع الف)
دیگر به عبارت باشد. γf − λTγ

a = γf − λTγ, (λ ∈ R).

خط روی بر (a نقطه (یعنی کره مرکز اگر تنها و اگر بوده A٢ نوع از تکینگی دارای s = s٠ در ga(s) تابع ب)
باشد. داشته معمولی راسی نقطه یک s = s٠ در γ منحنی و بوده γf − λTγ

این رو از . B = sin
(
arccos (١/κf(κ))

)
کنید فرض محاسبات انجام در سهولت جهت اثبات.

١
٢
g′a(s) =

(
Tγ −

κ′

κ٢Nγ − Tγ +
(
κ′f ′(κ)B + f(κ)B′)u) ·

(
γf − a

)
=

(
− κ′

κ٢Nγ +
(
κ′f ′(κ)B + f(κ)B′)u) ·

(
γf − a

)
.

که شود می ثابت به راحتی همچنین

١
٢
g′′a(s) =

((
κ′′f ′(κ)B + (κ′)٢f ′′(κ)B + ٢κ′f ′(κ)B′ + f(κ)B′′)u

−κ′κ+ ٢(κ′)٢

κ٣ Nγ −
κ′

κ
Tγ

)
·
(
γf − a

)
+
(
− κ′

κ٢Nγ +
(
κ′f ′(κ)B + f(κ)B′)u) · Tγ.

این رو از

g′a(s) = ٠ ⇔ γf − a = λTγ, (λ ∈ R)

g′a(s) = g′′a(s) = ٠ ⇔

{
γf − a = λTγ,

κ′ = ٠.

داریم: بالا در شده آورده تعاریف به توجه با .٣. ٧ قضیه

در w بردار اگر تنها و اگر است A١ نوع از تکینگی دارای s = s٠ در بالا، در تعریف شده hw(s) ارتفاع تابع الف)
دیگر بعبارت گیرد. قرار γ منحنی بر مماس خط راستای

w = λTγ (λ ∈ R).

بر مماس خط راستای در w بردار اگر تنها و اگر است A٢ نوع از تکینگی دارای s = s٠ در hw(s) ارتفاع تابع ب)
باشد. معمولی راسی نقطه یک دارای s = s٠ در γ منحنی همچنین و گیرد قرار γ منحنی

محاسبات جزئیات این رو از گردد. می حاصل hw(s) ارتفاع تابع از مشتق گیری با به راحتی قضیه این اثبات اثبات.
است. گردیده حذف

دهد می رخ زمانی اتفاق این کند. قطع را γ گسترنده منحنی است ممکن γf تعمیم یافته گسترنده منحنی .٣. ٨ ملاحظه
صفر f تابع .f(κ) sin(arccos( ١

κf(κ)
)) = ٠ باید منحنی ضابطه به توجه با باشد. صفر برابر منحنی از سوم مولفه که

باید این صورت در نیست

arccos(
١

κf(κ)
) = mπ, m ∈ Z.

.κf(κ) = ±١ بنابراین
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سهمی .٣. ٩ مثال

γ : (−١, ١) → R٣

t 7→ (t, t٢, ٠),

که داد نشان توان می به راحتی بگیرید. نظر در را f(x) = ٢/x ضابطه با f : R \ {٠} → R هموار تابع و

Tγ(t) =
(١, ٢t, ٠)

(١ + ۴t١/٢(٢ κ(t) =
٢

(١ + ۴t٣/٢(٢

B(t) =

√
٣

٢
Nγ(t) =

(−٢t, ١, ٠)
(١ + ۴t١/٢(٢

می باشد: زیر سازی پارامتری دارای γf تعمیم یافته گسترنده منحنی این رو از

γf (t) =
(
− ۴t٣,

١ + ۵t٢

٢
,

√
٣

٢
(
١ + ۴t٣/٢(٢

)
.

این رو از

γ′
f (t) = (γ١١, γ١٢, γ١٣) =

(
− ١٢t٢, ۵t, ۶

√
٣ t
(
١ + ۴t١/٢(٢

)
,

γ′′
f (t) = (γ٢١, γ٢٢, γ٢٣) =

(
− ٢۴t, ۵,

۶
√

١)٣ + ٨t٢)

(١ + ۴t١/٢(٢

)
,

γ′′′
f (t) = (γ٣١, γ٣٢, γ٣٣) =

(
− ٢۴, ٠, ٨t

( ٣
١ + ۴t٢

)٣/٢
(٣ + ٨t٢)

)
بنابراین

γ′
f × γ′′

f =
(

۵tγ٢٣ − ۵γ١٣, ١٢t(tγ٢٣ − ٢γ١٣), ۶٠t٢
)
,

با برابر γf تاب همچنین می باشد. صفر با برابر t = ٠ در γf انحنای و

τ(t) = det

−١٢t٢ ۵t γ١٣
−٢۴t ۵ γ٢٣
−٢۴ ٠ γ٣٣

 = ۶٠
(
t٢γ٣٣ − tγ٢٣ + ٢γ١٣

)
.

نقاط در τ(t) که می بینیم ،γf (t) منحنی شوندگی تخت بررسی برای حال

t١ = −١
٢

√√
۵

٢
− ١, t٢ =

١
٢

√√
۵

٢
− ١

دارای γf (t) منحنی که گیریم می نتیجه نیستند صفر بالا نقاط از یک هیچ در K و τ ′ اینکه به توجه با است. صفر برابر
شده اند. رسم آن تعمیم یافته گسترنده و گسترنده ،γ منحنی ها ی ٢ شکل در است. نقاط این در A نوع از شوندگی ١−تخت

منحنی γ : [٠, ٢π) → R٣ کنید فرض .٣. ١٠ مثال

γ(t) = (٢cost, sint, ٠)



٧٩- ٩٣ صفحه ،۴ شماره ،١۴ دوره / ریاضی پیشرفته مدلسازی مجله / عزیزپور اسماعیل و نوقابی سالاری مصطفی ٨٨

قرمز منحنی و است آن گسترنده رنگ زرد منحنی است، γ(t) سهمی رنگ سیاه منحنی : تعمیم یافته گسترنده :٢ شکل
است. γf یعنی آن تعمیم یافته گسترنده رنگ

این صورت در باشد.

γ′(t) = (−٢sint, cost, ٠)

Tγ(t) =
١√

١ + ٣sin٢t
(−٢sint, cost, ٠),

Nγ(t) =
١√

١ + ٣sin٢t
(−cost,−٢sint, ٠),

κ(t) =
٢

(١ + ٣sin٢t)
٣
٢
,

κ′(t) =
−٩sin(٢t)

(١ + ٣sin٢t)
۵
٢
,

κ′′(t) =
١٨

(١ + ٣sin٢t)
٧
٢

(
− ٩sin۴(t) + ١۴sin٢t− ١

)
.

کنیم. می رسم و پیدا را تعمیم یافته منحنی تابع، ضابطه حسب بر و زیر حالتهای در

.sin(arccos( ١
κf(κ)

)) = ١√
٢ صورت این در f(x) =

√
٢
x

کنید فرض الف)

γf (t) = γ(t) +
١
κ
Nγ(t) + f(κ) sin(arccos(

١
κf(κ)

))u

=

(
٣
٢
cos٣t, ٣sin٣t,

√
(١ + ٣sin٢t)٣

٢

)

شده اند. رسم γf و آن گسترنده ،γ منحنی ها ی ٣ شکل در

صورت این در f(x) = x٢ کنیم فرض ب)

γf (t) = γ(t) +
١
κ
Nγ(t) + f(κ) sin(arccos(

١
κf(κ)

))u

=

٣
٢
cos٣t, ٣sin٣t,

(
٢

(١ + ٣sin٢t)
٣
٢

)١√√√√٢ − ١(
٢

(٣+١sin٢t)
٣
٢

)۶


شده اند. رسم γf و آن گسترنده ،γ منحنی ها ی ۴ شکل در
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قرمز منحنی و است آن گسترنده رنگ زرد منحنی است، γ(t) بیضی رنگ سیاه منحنی : تعمیم یافته گسترنده :٣ شکل
است. γκ(t) یعنی آن تعمیم یافته گسترش رنگ

قرمز منحنی و است آن گسترنده رنگ زرد منحنی است، γ(t) بیضی رنگ سیاه منحنی : تعمیم یافته گسترنده :۴ شکل
است. γf یعنی آن تعمیم یافته گسترنده رنگ
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خطی) نهشتی (هم موازی منحنی های ۴

خانواده است لازم ابتدا منظور بدین پردازیم. می تعمیم یافته گسترنده منحنی از خاصی حالت بررسی به بخش این در
نماییم. تعریف را مفروض برداری راستای در و شده داده منحنی یک با موازی منحنی های

و α(t) از گذرنده خط معادله باشد. شده داده برداری w ∈ Rn و بوده Rn فضای در منحنی α کنید فرض .١ .۴ تعریف
بردار راستای در α با موازی منحنی l(t) منحنی داد. نمایش l(t) = α(t)+rw صورت به میتوان را w بردار راستای در
l(t) = α(t)+rw(t) حاصله منحنی آنگاه باشد فضا در w(t) منحنی نمایانگر خود w چنانچه حال شود. می نامیده w

نامیم. می خطی هم نهشتی را

این مشهور بسیار مثال داشت. خواهیم فضا در منحنی های از خانواده ای r کردن تغییر با ١ .۴ تعریف در کنید توجه
بخش این در باشند. می استفاده مورد بسیار مخابرات مهندسی و فیزیک در که هستند موج های جبهه ها، خانواده دسته
f(κ)

(
cos(ϕ)Nγ + sin(ϕ)u

)
منحنی راستای در و γ صفحه در منحنی برای خطی هم نهشتی نوعی به خواهیم می ما

منحنی r ∈ R برای این رو از کنیم. می نامگذاری γf با مجددا را آن دهیم. قرار بررسی مورد را

γf (t) = γ(t) + rf(κ(t))
(
cos(ϕ)Nγ + sin(ϕ)u

)
,

نمود. تعریف را زیر ی خانواده توان می پارامترها کردن تغییر با شد اشاره که همان گونه بگیرید. نظر در را

L : R٣ → R٣ (١ .۴)
(t, ϕ, r) 7→ γf

مجموعه توسط L نگاشت تکینگی نقاط .٢ .۴ قضیه

ΣL = {(t, ϕ, r) ∈ R٣ : rκ(t)f(κ(t)) cos(ϕ) = ١},

گردد. می مشخص

داریم: L تعریف به توجه با اثبات.

∂L
∂t

=
(
١ − rκf(κ) cos(ϕ)

)
Tγ +

(
rκ′f ′(κ) cos(ϕ)

)
Nγ +

(
rκ′f ′(κ) sin(ϕ)

)
u,

∂L
∂ϕ

= −rf(κ) sin(ϕ)Nγ + rf(κ) cos(ϕ)u,

∂L
∂r

= f(κ) cos(ϕ)Nγ + f(κ) sin(ϕ)u.

با برابر L نگاشت تکینگی نقاط مجموعه این رو از و بوده rf(κ)٢
(
rκf(κ) cos(ϕ)− ١

)
با برابر L ژاکوبین دترمینان

ΣL = {(t, ϕ, r) ∈ R٣ : rκ(t)f(κ(t)) cos(ϕ) = ١},

می باشد.

رسیم می زیر منحنی به ١ .۴ تعریف در ΣL جایگذاری با و ٢ .۴ قضیه از استفاده با حال

γ̃ := L|ΣL = γ(t) +
١

κcos(ϕ)

(
cos(ϕ)Nγ + sin(ϕ)u

)
. (٢ .۴)

t = t٠ در f هموار تابع هر برای γf اگر فقط و اگر است (٢, ٣) نوع از تکینگی دارای t = t٠ نقطه در γ̃ .٣ .۴ قضیه
باشد. (٢, ٣) نوع از تکینگی دارای
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می شود. نتیجه [١٢] از ٢. ١ قضیه و ٣. ٢ قضیه به توجه با قضیه این اثبات اثبات.

پردازیم. می فضا در منحنی های در تکینگی از نوعی معرفی به ادامه در

β′(t٠) = (یعنی می باشد تکینگی دارای t = t٠ نقطه در که باشد فضا در منحنی یک β کنید فرض .۴ .۴ تعریف
خطی مستقل β(۴)(t٠) و β′′′(t٠) بردارهای چنانچه نامیم می (٣, ۴) نوع از تکینگی یک را نقطه این ( (٠, ٠, ٠)

باشند.

روی منظم نقاط در معمولی کاسپ تکینگی یک دارای منظم، منحنی یک از تعمیم یافته موازی  منحنی های .۵ .۴ قضیه
چنانچه هستند (٣, ۴) نوع از تکینگی دارای تعمیم یافته موازی منحنی همچنین هستند. منحنی آن تعمیم یافته گسترنده

باشد. ٢ مرتبه از راسی دارای نقطه آن در مبدا منحنی

داریم: را زیر عبارت های محاسبات انجام با اثبات.

γ′
f =

(
١ − rκf(κ) cos(ϕ)

)
Tγ + rκ′f ′(κ)

(
cos(ϕ)Nγ + sin(ϕ)u

)
γ′′
f = −r cos(ϕ)

(
κ′f(κ) + κκ′f ′(κ)

)
Tγ

+
(
κ+ r cos(ϕ)

(
κ′′f ′(κ) + κ′٢f ′′(κ)− κ٢f(κ)

))
Nγ

+r sin(ϕ)
(
κ′′f ′(κ) + κ′٢f ′′(κ)

)
u

γ′′′
f = −r cos(ϕ)

(
٣κ′٢f ′(κ) + ٢κ′′κf ′(κ) + ٢κκ′٢f ′′(κ) + κ′′f ′(κ) +

κ٢

r cos(ϕ)

−κ٣f(κ)
)
Tγ − r cos(ϕ)

(
٣κ٢κ′f ′(κ) + ٣κκ′f(κ)− κ′

r cos(ϕ)
− ٣κ′κ′′f ′′(κ)

−κ′′′f ′(κ)− κ′٣f ′′′(κ)
)
Nγ + r sin(ϕ)

(
κ′′′f ′(κ) + κ′κ′′f ′′(κ)

+٢κ′κ′′f ′′(κ) + κ′٣f ′′′(κ)
)
u,

مرتبه تا مشتقات مقادیر ،f ′(κ) 6= ٠ و r = ١
cos(ϕ)κf(κ)

, κ′ = ٠ تعمیم یافته موازی منحنی از s٠ تکین نقطه در
شوند: می ساده زیر صورت به منحنی چهارم

γ′′
f =

(
κ′′f ′(κ)

κf(κ)

)
Nγ +

κ′′f ′(κ)

κf(κ)
tan(ϕ) u

γ′′′
f =

−١
κf(κ)

(
(٢κ+ ١)κ′′f ′(κ)Tγ − κ′′′f ′(κ)Nγ

)
+

κ′′f ′(κ)

κf(κ)
tan(ϕ) u

γ
(۴)
f =

−١
κf(κ)

[(٣κ+ ١)κ′′′f ′(κ)Tγ

+
(
(۵k٢ + k)κ′′f ′(κ) + ٢κκ′′f(κ)− κ′′٢f ′′(κ)− ٢κ′′٢ − κ(۴)f ′(κ)

)]
Nγ

+
tan(ϕ)

κf(κ)

(
κ(۴)f ′(κ) + ٣κ′′٢f ′′(κ)

)
u

باشید داشته توجه هستند. خطی مستقل γ′′′
f (s٠) و γ′′

f (s٠) بردارهای این صورت در κ′′
(s٠) 6= ٠ اگر که است بدیهی

(قضیه است مفروض f ′(κ) 6= ٠ شرط همچنین .٢κ(s٠) + ١ 6= ٠ که کرد فرض همواره توان می عمومی طور به که
است. γ از معمولی راسی نقطه یک γ(s٠) دیگر عبارت به ببینید). را ٣. ٢

اگر همچنین
κ′′(s٠) = ٠, κ′′′(s٠) 6= ٠, κ(۴)(s٠) 6= ٠,

٢ مرتبه از راسی نقطه یک γ(s٠) دیگر عبارت به هستند. خطی مستقل γ(۴)
f (s٠) و γ′′′

f (s٠) بردارهای این صورت در
است.
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Generalized Evolutes of Planar Curves and its Properties
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Abstract: In this paper, we present a generalization of the evolute of a curve in the plane and study its
geometry. Consider a curve in the plane, denoted by γ, with curvature κ. If f is a smooth real-valued
function, we define the spatial curve γf in such a way that it is the generalization of the evolute of γ. The
process of obtaining this curve is through the introduction of an angular surface. Theorem 2 shows that
the singular points of γf correspond to the vertices of γ and are independent of the choice of the function
f . In such points, the generalized evolute has a cusp singularity if and only if the curve γ has a regular
vertex at s = s0. Furthermore, we investigate the contact of the generalized evolute γf with a sphere and
a plane. Additionally, by introducing a certain type of parallel curve, we study its geometric properties.

Keywords: singularites of differentiable mappings, curve, flattening.
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