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معادلات بهینه کنترل مسائل حل براي ریتز روش کار گیري به
درونی کنترل کننده از استفاده با سهموي

(١) خلردي چهره سیه زهرا ، (١) برزآبادي هاشمی اکبر ، ١ (١) فیروزجایی عرب محمد

ایران بهشهر، مازندران، فناوري و علم دانشگاه علوم، دانشکده ریاضی، گروه (١)

عفتی سهراب مسئول: دبیر
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کنترل گرفتن نظر در با سهموي معادلات تحت بهینه کنترل مسایل براي تقریبی جواب یافتن مقاله این در چکیده:
در که برآورنده اي تابع گرفتن نظر در با ریتز تقریبی روش از منظور بدین است. گرفته قرار بررسی مورد داخلی منبع در
معادله در پارامتري فرم هاي جایگذاري با است. شده استفاده می کند صدق دقیق صورت به حاکم معادله مرزي شرایط
معمول روش هاي کمک به روش این حل که می رسیم غیرخطی بهینه سازي مساله یک به مساله هدف تابع و دیفرانسیل
روش این همگرایی شد. خواهد مساله براي تقریبی جواب نهایت در و مجهول پارامترهاي یافتن به منجر بهینه سازي

است. شده ارایه عددي مثال چند روش توانمندي بررسی منظور به و گرفته قرار بررسی مورد

سهموي جزئی معادله ریتز، روش تغییرات، حساب بهینه سازي، مساله کلیدي: واژه هاي

33C45; 49-XX ریاضی: ردهبندي

مقدمه ١
است، شده پرداخته آن به مقاله این در که مسائلی می گیریم. نظر در کلی سهموي معادله یک براي را بهینه کنترل مسئله یک مقاله این در
می کند. مشخص هدف به نزدیک را نهایی حالت حال عین در و می باشد می رساند، حداقل به را معین هزینه که توزیع شده کنترل یک شناسایی
آغاز شمسی منظومه در کشفیات با رابطه در روسیه و آمریکا فعالیت هاي خاطر 0۵19به سال هاي از که است زمینه اي بهینه کنترل نظریه
مسیرها، آن راستاي در که است مسیرهایی ایجاد هدف واقع در است. بهینه سازي مسائل شامل نیز فضایی سفینه هاي ریاضی مسائل گردید.
سوخت کمترین با یا و ممکن زمان کمترین در نظرش مورد هدف به می شود، هدایت و کنترل کوچک راکت موتور یک با که فضاپیما یک
توسعه تغییرات حساب نظریه باید و نبودند حل قابل بودند شده ابداع زمان آن تا که روش هایی با جدید مسائل نوع این برسد. شده مصرف
نهادند. بنیاد را ماکزیمم اصل روش همکارانش و پونتریاگین روس نابیناي ریاضیدان .[١۴] کند هماوردي جدید مسائل با بتواند تا می یافت
است کنترلی بردار یافتن هدف بهینه کنترل مسائل در ریاضی دیدگاه از شد. ترجمه آمریکا در انگلیسی زبان 2۶19به سال در [١۵] او کتاب
این معیاري طبق همچنین و کند برآورده هم زمان طور به را سیستم دینامیک و مسیري قیدهاي مرزي، شرایط سیستم، بر حاکم معادلات که
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١٢٩ بهینه... کنترل مسائل حل براي ریتز روش کار گیري به

صورت به قیود بهینه کنترل مسائل در است. تغییرات حساب نظریه از جدیدتر نسخه یک بهینه کنترل نظریه بنابراین باشد. بهینه کنترل
کاربردهایی با مهم و برانگیز چالش تحقیقاتی حوزه یک داخلی منابع با سهموي معادلات بهینه کنترل شوند. می ظاهر تر پیچیده دینامیک
سیستم ها، این براي قوي و کارآمد کنترل راهبرد  هاي توسعه با است. مواد علم و سیالات دینامیک حرارت، انتقال مانند مختلف زمینه هاي در
بخشند بهبود عملی کاربردهاي در را سیستم اطمینان قابلیت و دهند کاهش را انرژي مصرف کنند، بهینه را عملکردها می توانند محققان
نیز داخلی منبع حضور در سهموي جزیی مشتقات با معادلات تحت بهینه کنترل مسائل تقریبی جواب هاي یافتن براي .[١٩ ،١٧ ،٨ ،۵ ،١]
دستگاه به مساله الحاقی معادلات کمک به غیرمستقیم روش هاي در گرفت. نظر در را غیر مستقیم و مستقیم روش هاي طبقه بندي توان می
مسائل گونه این براي وسیعی طور به بهتر کارایی بدلیل مستقیم روش هاي معمول طور به اما .[١٨ ،١٣] می یابد تقلیل غیرخطی معادلات
گره نقاط به نیاز عدم به توجه با را خود منحصر بفرد ویژگی هاي طیفی روش هاي میان این در .[١٢ ،١١ ،٩ ،٧ ،۶] می شوند گرفته کار به
عموماً هستند. توجه مورد بسیار و دارند غیرخطی بهینه سازي مساله یک به مستقیم تبدیل همچنین و مستقل متغیرهاي فضاي افراز و اي
ریتز ریلی روش هاي آنها میان در و شده اند ابداع سهموي دیفرانسیل معادلات جوابهاي یافتن براي بسیاري روزآمد و کارآمد طیفی روش هاي
مناسبی شکل به روش ها این .[١٠ ،٢] هستند معادلات این تقریباً جوابهاي یافتن براي موفقی روش هاي برآورنده توابع گرفتن نظر در با
کنترل مسایل از رده اي یافتن براي تقریبی جواب هاي یافتن هدف مقاله این در .[٣] شده اند داده تعمیم نیز بهینه کنترل مسایل یافتن براي
خود در کنترل تابع حسب بر غیرخطی تابع یک صورت به داخلی منبع عامل آن در که است داخلی منبع حضور با سهموي معادلات تحت بهینه
در تقریب تابع در که تغغییراتی با روش این در است. آن بودن وارون پذیر تابع این براي شده گرفته نظر در شرط تنها و است شده لحاظ معادله
مساله یک به مساله هدف تابع سپس و می گیریم نظر در تقریب تابع براي در را مساله شرایط برآورنده تابع کمک به و است شده گرفته نظر
در است: زیر شکل به ادامه در مقاله این ساختار می کنیم. حل به اقدام دیفرانسیل معادلات دستگاه حل با سپس و رسید خواهیم غیرخطی
ارائه تقریبی روش همگرایی است. شده تشریح (٢. ١) مساله تبدیل در برآورنده تابع کمک به ریتز ریلی روش بکارگیري چگونگی (٢) بخش

است. شده ارائه روش کارایی دادن نشان براي عددي نتایج (۴) بخش در است. گرفته قرار بررسی مورد (٣) بخش در شده

جزئی مشتقات با معادلات براي بهینه کنترل مسائل حل براي عددي روش ٢
سهموي

را معادلات از نوع این می دهیم. ارائه ریتز روش با سهموي جزئی دیفرانسیل معادلات براي بهینه کنترل مسائل حل چگونگی بخش این در
می گیریم: نظر در زیر فرم به کلی حالت در

minimize

T∫
٠

T∫
٠

F (t, x, y, yx, yxx, yt, u, ut)dxdt, (٢. ١)

زیر جزئی دیفرنسیل معادلات شرایط با
yt = k∆y +N [u], (٢. ٢)

می گیریم: نظر در زیر صورت به را مساله مرزي و اولیه شرایط است. ثابت Tیک و پذیر وارون غیرخطی عملگر یک N درآن که

y(٠, t) = g٠(t), y(T, t) = g١(t), (٢. ٣)
y(x, ٠) = f(x).

می گیریم: نظر در زیر صورت به (٢. ٢) معادله از را u ابتدا در
u = N−١(yt − k∆y). (۴ .٢)

می گیریم: نظر در زیر شکل به ریتز روش اساس بر را جواب تقریب آن از پس و

y(x, t) ∼= ỹ(x, t) =
k∑

i=٠

k′∑
j=٠

cijxt(t− ١)ϕi(x)ψj(t) + w(x, t), (۵ .٢)

گویند برآورنده تابع ,w(xرا t) تابع ،(۵ .٢) تقریب در است. جمله اي چند پایه اي ψj(t)،ϕi(x)توابع و ناشناخته ضرایب cij بالا تقریب در
یعنی می کند صدق مساله مرزي و اولیه شرایط در که

w(x, ٠) = f(x), w(٠, t) = g٠(t), w(T, t) = gT (t).
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داریم: (٢. ١) معادله در (۵ .٢) تقریب و (۴ .٢) قرار دادن با اکنون

J =

T∫
٠

T∫
٠

F (t, x, ỹ, ỹx, ỹxx, ỹt)dxdt. (۶ .٢)

می رسیم: زیر خطی غیر معادلات دستگاه به J تابعک براي بهینگی لازم شرایط گرفتن نظر در با
∂J

∂cij
= ٠, j = ٠, ..., k, i = ١, . . . k′. (٢. ٧)

به دست را مساله تقریبی جواب (۵ .٢) معادله در ضرایب این دادن قرار با که می کنیم پیدا دست cij ناشناخته ضرائب به دستگاه، این حل با
می گیریم. بهره متمتیکا افزار نرم از دستگاه این حل براي می آوریم.

روش همگرایی ٣
افزایش با که داد خواهیم نشان ادامه در داد. خواهیم توضیح را بالا در شده گفته روش همگرایی آنالیز قضایایی و ها لم ارائه با بخش این در
ها لم لازم، تابعی فضاهاي ارائه به آن از قبل کرد. خواهد میل (٢. ١) تابعک نیمم می سمت به (۶ .٢) معادله مینیمم (۵ .٢) در k, k′ مقادیر

می پردازیم. نیاز مورد قضایاي و
می گیریم: نظر در را زیر معادله ابتدا

F (x, t, y(x, t), ∂y(x,t)
∂t

, ∂y(x,t)
∂x

, ∂
٢y(x,t)
∂x٢ ) = ٠, (٣. ١)

فضاي می گیریم. نظر در را .y(x, ٠) = f(x) اولیه: شرایط و y(٠, t) = g٠(t), y(T, t) = g١(t) مرزي: شرایط همچنین و
کنیم: می تعریف زیر صورت به را

(
C(٢,١)(U), ∥.∥

′
)

باناخ

C(٢,١) (U) =

{
y(x, t)|∂y(x, t)

∂t
∈ C(U),

∂٢y(x, t)

∂x٢ ∈ C(U)

}
,

که جایی
U = [٠, ١]× [٠, ١] ,

می کنیم: تعریف همچنین

∥y∥∞ = sup |y(x, t)|(x,t)∈U ,

∥y(x, t)∥(٢,x) = ∥y(x, t)∥∞ +

∥∥∥∥∂y(x, t)∂x

∥∥∥∥
∞
+

∥∥∥∥∂٢y(x, t)

∂x٢

∥∥∥∥
∞
,

∥y(x, t)∥(١,t) = ∥y(x, t)∥∞ +

∥∥∥∥∂y(x, t)∂t

∥∥∥∥
∞
,

∥y(x, t)∥
′

= ∥y(x, t)∥(٢,x) + ∥y(x, t)∥(١,t) ,

و

E (U) =
{
h(x, t) ∈ C(٢,١)(U)|h(٠, t) = ٠, h(١, t) = ٠

}
,

Ẽ (U) =
{
h(x, t) ∈ C(n,m)(U)|h(٠, t) = g٠(t), h(١, t) = g١(t)

}
.

(٣. ٢)

توابع که می دهد نشان لم این دارد. قبل بخش در شده تعریف روش همگرایی آنالیز در اساسی نقش که می کنیم بیان را لمی ادامه در
هستند. چگال E(U) متریک فضاي در چندجمله اي



١٣١ بهینه... کنترل مسائل حل براي ریتز روش کار گیري به

به نسبت که دارند وجود {sl(x, t)}l∈N ⊂ E(U) چندجمله اي توابع از دنباله اي آنگاه .y(x, t) ∈ E(U) کنید فرض .٣. ١ لم
می کنند. میل y(x, t) تابع به ∥.∥′ نرم

اند. کرده اثبات را لم این [۴] در یوسفی و فیروزجایی اثبات:

آنگاه: بگیریم، نظر در برآورنده تابع را w(x, t) و (٢. ١) مساله واقعی جواب را y(x, t) اگر .٣. ٢ ملاحظه
sl(x, t) → که طوري {sl(x, t)}l∈N اي چندجمله توابع از دنباله اي (٣. ١) لم از .y(x, t) − w(x, t) ∈ E(U)

گرفتن نظر در با رو این از داشت. خواهند وجود ∥.∥
′ به نسبت y(x, t)− w(x, t)

داشت: خواهیم را زیر نتیجه y∗(x, t) := sl(x, t) + w(x, t)

∥y∗(x, t)− y(x, t)∥
′
→ ٠.

می کنیم: تعریف صورت به را Gkk′(U) تابعی فضاي

Gkk′(U) = Ẽ(U) ∩
(〈

{ϕl(x)}l=k
l=٠

〉
×
〈
{ψl(t)}l=k′

l=٠

〉
+ w(x, t)

)
,

مرتبه از پایه هاي چندجمله اي توسط که C(n,m)(U) از باناخ فضایی زیر را
(〈

{ϕl(x)}l=k
l=٠

〉
×
〈
{ψl(t)}l=k′

l=٠

〉)
آن در که

عنوان به (۶ .٢) در را J تابعک اکنون بود. خواهد نیز Ẽ(U) از متریک Gkk′(U)زیرفضایی البته می گیریم. نظر در می شود تولید k, k′
در J تابعک که می شود داده نشان (۴ .٣) لم در ادامه در می گیریم. نظر در J :

(
C(n,m)(U), ∥.∥

′
)
→ R صورت به عملگر یک

می کنیم. استفاده (۵ .٣) قضیه در مهم خاصیت این از است. پیوسته دامنه اش

است. پیوسته یکنواخت طور به آنگاه باشد، متریک فضاي یک به فشرده متریک فضاي یک از پیوسته نگاشت g اگر .٣. ٣ قضیه

است. کرده اثبات را قضیه این [١۶] در رویدن اثبات:

است. پیوسته (C(n,m)(U), ∥.∥
′
) باناخ فضاي در J تابعک .۴ .٣ لم

می گیریم: نظر در زیر صورت به را F (.) ابتدا اثبات:

F (x, t, y(x, t),
∂y(x, t)

∂t
,
∂y(x, t)

∂x
,
∂٢y(x, t)

∂x٢ )

= ٠.

که می دهیم نشان آن از پس
J(y(x, t)) =

∫ ١

٠

∫ ١

٠
F (y(x, t))dxdt,

نظر در l > ٠ باشیم. داشته اختیار در را ϵ > و٠ u∗ ∈ C(U) کنید، فرض است. پیوسته J : (C(٢,١)(U), ∥.∥′) فضاي روي
و بگیرید

I := U ×
m∏
i=٠

[−Li − l, Li + l]

که جایی
L٠ = ∥y∗∥∞ , L١ =

∥∥∥∥∂y∗∂t
∥∥∥∥
∞
, L٢ =

∥∥∥∥∂y∗∂x

∥∥∥∥
∞
, L٣ =

∥∥∥∥∂٢y∗

∂x٢

∥∥∥∥
∞
.

داشت خواهیم t ∈ [٠, ١] و x ∈ [٠, ١] براي که است آشکار

Y ∗ =

(
x, t, y∗,

∂y∗

∂t
,
∂y∗

∂x
,
∂٢y∗

∂x٢

)
∈ I,
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داریم ،δ کوچک کافی اندازه به مقادیر براي بنابراین ∥y − y∗∥′ < δ و δ > ٠ کنید فرض

Y =

(
x, t, y,

∂y

∂t
,
∂y

∂x
,
∂٢y

∂x٢

)
∈ I, .

خواهد پیوسته یکنواخت طور Kبه ،(٣. ٣) قضیه اساس بر است، فشرده نیز I و پیوسته آرگومان هایش همه به نسبت I روي F که آنجایی از
و |F (Y )− F (Y ∗)| < ϵ که می شود نتیجه ∥Y − Y ∗∥ < δ از آنگاه باشد، کوچک کافی اندازه به δ > ٠ اگر بنابراین بود.

می آوریم: بدست آن از پس
|J [y(x, t)]− J [y∗(x, t)]| < ϵ.

باشیم. داشته زیر قضیه از را قبل بخش در شده گفته روش همگرایی توانیم می حال

داریم آنگاه باشد، Gkk′(U) روي J تابعک مقدار کمترین ηkk′ کنید، فرض .۵ .٣ قضیه

lim(k,k′)→(∞,∞)ηkk′ = v.

است. (٢. ١) معادله مینیمم v آن در که

مینیمم خاصیت از اي y∗ (چنین J [y∗] < v + ϵ طوري که y∗ ∈ Gkk′(U) کنید، فرض شده، داده ϵ > ٠ هر براي اثبات:
داریم بنابراین است. پیوسته (C(٢,١)(U), ∥.∥

′
) روي J ،(۴ .٣) لم اساس بر داشت). خواهد وجود

|J [y]− J [y∗]| < ϵ, (٣. ٣)

طوري که γkk′ ∈ Gkk′(U) ،k, k′ از بزرگی کافی اندازه به مقادیر براي (٣. ٢) ملاحظه اساس بر باشد. ∥y − y∗∥ < δ که وقتی
داریم (٣. ٣) از آنگاه .J [ykk′ ] = ηkk′ طوري که است Gkk′(U) از عنصري ykk′ آن بر علاوه و ∥γkk′ − y∗∥ < δ

٠ ≤ J [ykk′ ] ≤ J [γkk′ ] < v + ٢ϵ,

که می شود نتیجه است، اختیاري ϵ > ٠ اینکه از وبنابراین

lim(k,k′)→(∞,∞)ηkk′ = lim(k,k′)→(∞,∞)J [ykk′ ] = v.

می کند. کامل را قضیه اثبات این

عددي نتایج ۴
زیر مثال هاي گیریم. می نظر در را سهموي جزئی مشتقات محدودیت با کنترل مساله چند قسمت این در روش، اثربخشی دادن نشان براي
می توان هم را قبل بخش در شده گفته همگرایی و کرد تعیین ساده اي شکل به می توان را (۵ .٢) با آمده بدست تقریبی جواب می دهند نشان

یافت. مثال ها این در

می گیریم: نظر در را زیر سهموي جزئی دیفرانسیل معادله قید با بهینه کنترل مساله .١ .۴ مثال

min J =

١∫
٠

١∫
٠

[y(x, t) + ut(x, t) + ٢ cos(t)]٢dxdt, (١ .۴)

سهموي جزئی دیفرانسیل معادله قید با

yt = yxx + u, (٢ .۴)



١٣٣ بهینه... کنترل مسائل حل براي ریتز روش کار گیري به

اولیه شرط با و
y(x, ٠) = ٠.

زیر مرزي شرایط و
y(٠, t) = ٠, y(١, t) = ٠.

می باشد: صورت به واقعی جواب مساله این براي
y(x, t) = x(x− ١)sin(t),

u(x, t) = x(x− ١)cos(t)− ٢sin(t).
داریم: (٢ .۴) معادله اساس بر مساله، این حل براي

.u(x, t) = yt − yxx. (٣ .۴)
می گیریم: نظر در زیر شکل به را جواب تابع تقریب ریتز روش از استفاده براي اکنون

ỹ(x, t) =
k∑

i=٠

k′∑
j=٠

cijxt(t− ١)ϕi(x)ψj(t), (۴ .۴)

مورد دستگاه حل و مساله در (۴ .۴) تقریب و (٣ .۴) دادن قرار و روش این پیگیري با بگیریم. نظر در ψj(t) = tj و ϕi = xi آن در که
داشت: خواهیم مختلف هاي k, k′ براي نظر

k, k′ k = ٠, k′ = ٢ k = ٠, k′ = ۴ k = ٠, k′ = ٨
Min value J ٠٫٠٠٠٠١۴۴٩ ٣٫٧٩٨۵٨٨ × ١٠−١٠ ٨٫٨٨١٧٨۴ × ١−١٠۶

.(١ .۴) مثال به مربوط J مینیمم مقادیر :١ جدول

مساله واقعی جواب به و یافته کاهش تدریج به اصلی تابعک کمینه مقدار می یابد افزایش k, k′ تعداد چه هر می دهد نشان جدول(١)
می شود. هم گرا (صفر)

داریم (k = ٠, k′ = ٢) ازاي به cij مقادیر محاسبه و مثال این براي ،(٢. ٧) دستگاه حل با نمونه، براي
c٠٠ = ١٫٠٠٨۴١٠٩, c٠١ = −٠٫٠٢٨۵٠۴۵, c٠٢ = −٠٫١٣٧۶٣٢۵,

داشت. خواهیم ،(۴ .۴) تقریب تابع در مقادیر این جایگذاري با
ỹ(x, t) = tx(−١ + x)(١٫٠٠٨۴١٠٩) + t٢x(−١ + x)(−٠٫٠٢٨۵٠۴۵)

+ t٣x(−١ + x)(−٠٫١٣٧۶٣٢۵)

داریم (k = ٠, k′ = ۴) ازاي به cij مقادیر محاسبه با همچنین
c٠٠ = ٠٫٩٩٩٩۵١١, c٠١ = −٠٫٠٠٠٣٣٩٧, c٠٢ = −٠٫١۶٧٨۵٠٨,
c٠٣ = ٠٫٠٠١٩٠٧۴, c٠۴ = ٠٫٠٠٧١١٩۶,

داشت. خواهیم ،(۴ .۴) تقریب تابع در مقادیر این جایگذاري با
ỹ(x, t) = tx(−١ + x)(٠٫٩٩٩٩۵١١) + t٢x(−١ + x)(٠٫٠٠٠٣٣٩٧)

+ t٣x(−١ + x)(−٠٫١۶٧٨۵٠٨) + t۴x(−١ + x)(٠٫٠٠١٩٠٧۴)

+ t۵x(−١ + x)(٠٫٠٠٧١١٩۶) = tx٢ − tx+
xt٣

۶
− x٢t٣

۶

− xt۵

١٢٠
+
x٢t۵

١٢٠
∼= x(x− ١)sin(t)



١٢٨- ١٣٩ صفحه ،۴ شماره ،١۴ دوره / ریاضی پیشرفته مدلسازي مجله / همکاران و فیروزجایی ١٣۴

ازاي به y(x, t)− ỹ(x, t) مطلق خطاي (ب)
n = ٠,m = ۴

ازاي به y(x, t)− ỹ(x, t) مطلق خطاي (آ)
n = ٠,m = ٢

تقریبی(آبی) جواب و واقعی(نارنجی) جواب نمودار (د)
n = ٠,m = ٨ ازاي به

n = ازاي به y(x, t)− ỹ(x, t) مطلق خطاي (ج)
٠,m = ٨

[٠،١] بازه در (١ .۴) مثال تقریبی جواب و واقعی جواب مقایسه :١ شکل

است. شده رسم زیر شکل هاي در ، (١) جدول در شده بررسی نقاط ازاي به تقریبی جواب مطلق خطاي

از که است شده داده نشان (ج) (ب)، (آ)، در مسئله این آمده بدست تقریبی جواب مطلق خطاي می کنید ملاحظه (١) شکل در که همان طور
معادله در دادن قرار و جواب تابع از جزئی مشتقات گرفتن با کنترل، جواب یافتن براي حال پی برد. روش درستی و صحت به می توان آن روي

داشت: خواهیم (٣ .۴)
داریم: (k = ٠, k′ = ٢) ازاي به

ũ(x, t) = −٢٫٠١۶t+ ٠/٠۵٧t٢ + ٠/٢٧۵t٣ + ١−)١/٠٠ + x)x− ٠/٠۵٧t(−١ + x)x

− ٠/۴١٢t١−)٢ + x)x ∼= x(−١ + x)cost− ٢sint.

داریم: (k = ٠,m = ۴) ازاي به
ũ(x, t) = −١٫٩٩t− ٠٫٠٠٠۶t٢ + ٠/٣٣۵t٣ − ٠٫٠٠٣t۴ − ٠/٠١۴t۵ + ١−)٠/٩٩ + x)x

+ ٠/٠٠٠۶t(−١ + x)x− ٠/۵٠٣t١−)٢ + x)x+ ٠/٠٠٧t١−)٣ + x)x

+ ٠/٠٣۵t۴(−١ + x)x ∼= x(−١ + x)cost− ٢sint.

می گیریم: نظر در را زیر سهموي جزئی دیفرانسیل معادله قید با بهینه کنترل مساله .٢ .۴ مثال

min J =

١∫
٠

١∫
٠

(y(x, t)− tu(x, t)٣)
٢
dxdx (۵ .۴)

سهموي جزئی دیفرانسیل معادله قید با
yt = yxx + u٣, (۶ .۴)



١٣۵ بهینه... کنترل مسائل حل براي ریتز روش کار گیري به

اولیه شرط با و
y(x, ٠) = ٠

زیر مرزي شرایط و
y(٠, t) = ٠, y(١, t) = t.

می باشد: صورت به واقعی جواب مساله این براي
y(x, t) = xt,

u(x, t) = ٣
√
x.

داریم: (۴ .٢) معادله اساس بر این حل براي

.u(x, t) = ٣
√
yt − yxx. (٧ .۴)

گیریم: می نظر در زیر شکل به را جواب تابع تقریب ریتز روش از استفاده براي حال

ỹ(x, t) =
k∑

i=٠

k′∑
j=٠

cijxt(t− ١)ϕi(x)ψj(t) + tx٣)٢x− ٢), (٨ .۴)

دستگاه حل و مساله در (٧ .۴) و (٨ .۴) تقریب قرار دادن و روش این پیگیري با بگیریم. نظر در ψj(t) = tj و ϕi(x) = xi آن در که
داشت: خواهیم مختلف هاي m,n براي نظر مورد

k, k′ k = ٠, k′ = ۵ k = ١, k′ = ٣ k = ١, k′ = ۴
Min value J ۵٫۴ ٧٫١٠۵۴٣ × ١−١٠۵ ۵٫٣٢٩٠٧ × ١−١٠۵

.(٢ .۴) مثال به مربوط J مینیمم مقادیر :٢ جدول

مساله واقعی جواب به و یافته کاهش تدریج به اصلی تابع کمینه مقدار می یابد افزایش k, k′ تعداد چه هر می دهد نشان (٢) جدول
می شود. هم گرا (صفر)

داریم (k = ١, k′ = ٣) ازاي به cij مقادیر محاسبه و مساله این براي ،((٢. ٧)) دستگاه حل با نمونه، براي

c٠٠ = ١., c٠١ = −۵٫۵۵۴٣۵ × ١١−١٠, c٠٢ = ٧٫٧۴۶٩٢ × ١١−١٠,

c٠٣ = −٣٫۴٧۴٢ × ١١−١٠, c١٠ = −٣., c١١ = ٧٫١۵٢۶٩ × ١١−١٠,

c١٢ = −١٫٠٣۶٧٣ × ١٠−١٠, c١٣ = ۴٫٧٨٩٧٧ × ١١−١٠,

می شود. هم گرا واقعی جواب به تقریب تابع ،(٨ .۴) در جایگذاري با

ỹ(x, t) = tx٢−)٢ + ٣x) + t(−١ + x)x(١) + ...+ t(−١ + x)x(٣−)٢ + ...

= −٢tx٢ + ٣tx٣ − tx+ tx٢ + ٠ + ٣tx٢ − ٣tx٣ + ٠ ∼= xt

است. شده رسم زیر هاي شکل در ، (٢) جدول در شده بررسی نقاط ازاي به تقریبی جواب مطلق خطاي



١٢٨- ١٣٩ صفحه ،۴ شماره ،١۴ دوره / ریاضی پیشرفته مدلسازي مجله / همکاران و فیروزجایی ١٣۶

ازاي به y(x, t) − ỹ(x, t) مطلق خطاي (ب)
k = ١, k′ = ٣

k = ازاي به y(x, t)− ỹ(x, t) مطلق خطاي (آ)
٠, k′ = ۵

تقریبی(آبی) جواب و واقعی(نارنجی) جواب نمودار (د)
ازاي به

k = ١, k′ = ۴

ازاي به y(x, t) − ỹ(x, t) مطلق خطاي (ج)
k = ١, k′ = ۴

[٠،١] بازه در (٢ .۴) مثال تقریبی جواب و واقعی جواب مقایسه :٢ شکل

(د) قسمت در است. شده بررسی مختلف نقاط ازاي به تقریبی و واقعی جواب مطلق خطاي می کنید مشاهده (٢) شکل در که طور همان
است. شده رسم مساله نمودار از نمونه اي

می کنیم. بررسی کنترل روي اکنون
است آمده دست به زیر نتایج می کنیم. جایگذاري (٧ .۴) معادله در و گرفته جزئی مشتقات جواب تابع از

(k = ٠, k′ = ۵) ازاي به تقریبی کنترل

ũ(x, t) =

(
۵t+ ...− ١٢tx− ٢٫۵(−١ + x)x− ...− ٢t(−٢ + ٣x)

+ x٢−)٢ + ٣x)
) ١

٣ ∼= ٣
√
x

(k = ١, k′ = ٣) ازاي به تقریبی کنترل

ũ(x, t) =

(
٢t− ...+ ۶t(−١ + x)− ...− ١−).١ + x)x− ...

− ٣x١−)٢ + x) + ...− ٢t(−٢ + ٣x) + x٢−)٢ + ٣x)
)

∼= ٣
√
x

(k = ١, k′ = ۴) ازاي به تقریبی کنترل

ũ(x, t) =

(
٢t+ ...+ ۶t(−١ + x)− ...− (−١ + x)x− ...− ١−)٣ + x)x٢

+ ...− ٢t(−٢ + ٣x) + x٢−)٢ + ٣x)
) ١

٣ ∼= ٣
√
x

نتیجه گیري ۵
شده معرفی داخلی منبع در کنترل گرفتن نظر در با سهموي معادلات تحت بهینه کنترل مسائل حل براي جدیدي تقریباً روش مقاله این در
روش این همگرایی است. بوده موفقیت آمیز بسیار غیرخطی مسائل خصوصاً مسائل از نوع این براي ریتز یافته بهبود روش کار گیري به است.



١٣٧ بهینه... کنترل مسائل حل براي ریتز روش کار گیري به

حل امکان که گرفت نتیجه می توان آمده دست به عددي محاسبات از گرفت. قرار بحث مورد گسترده طور به مسائل از دسته این براي هم
روش این که می گردد پیشنهاد پژوهش، این در آمده دست به نتایج به توجه با دارد. وجود نیز روش این به غیرخطی مسائل از مختلف انواع
می توان روش این موفقیت به توجه با همچنین و کرد پیاده سازي روبین یا و نویمن شرایط با سهموي جزئی بهینه کنترل مسائل روي را
در طور همین و شیمیایی فرآیندهاي در جمله از وسیعی کاربردهاي در می توانند که مسائل از دسته این براي را مناسبی تقریب هاي بود امیدوار
مبتنی پارامتري سازي روش هاي تولید راه گشاي می تواند حاصل تحقیق لذا یافت. باشند، داشته فناوري زیست معادلات در حاکم سیستم هاي

باشند. جزئی مشتقات با معادلات از وسیع تري دسته براي ریتز ریلی روش بر
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Applying the Ritz method to solve optimal control problems of
parabolic equations using internal controller
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Abstract: In this article, we solve control problems with the conditions of parabolic partial differential
equations. In order to solve this type of mentioned problems, we use an iterative method based on basic
polynomials and generating function. In this method, we first consider the solution of the problem based on
the given partial differential equation, and thenwe approximate this solution based on the basic polynomials
and the generating function (the function that applies to the initial conditions of the problem). which apply
precisely in the given boundary conditions. After that, by placing this solution in the given sub-function
and optimality conditions, we reach a system of nonlinear equations. By solving this device of unknown
coefficients, we get the approximate answer. In fact, an approximation of the answer is made in a finite-
dimensional space. We have also shown the convergence of the proposed method for this type of problem.
In order to check the effectiveness of the method, we have solved some examples using it and presented
the obtained numerical results.

Keywords: Optimization problem, calculus of variations, Ritz method, least squares, parabolic partial
equation.
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