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W
(١)
ϕ (A) Wو (٠)
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١۴١ ماتریس ها غیراستاندارد کواترنیونی عددی بردهای خصوص در نتایج برخی

پیشنیازها و مقدمه ١
علاوه باشد. {١, i, j, k} استاندارد پایه با R حقیقی اعداد میدان روی کواترنیونی اعداد تمام ۴-بعدی جبر H کنید فرض
ماتریسهای تمام جبر Mn(H) و H به متعلق درایههای با n×١ ستونی بردارهای تمام مجموعه Hn کنید فرض این، بر
بار اولین برای ،W (A) ،A استاندارد کواترنیونی عددی برد ،A ∈ Mn(H) ماتریس برای باشد. n × n کواترنیونی
مطالعه [۴] ۴ یانگ او از پس و [۶] ٣ جمیسون بعدها .[٧] گرفت قرار مطالعه مورد ١٩۵١ سال در ٢ کیپنهان توسط
شاخهای ماتریسی آنالیز و خطی جبر در موضوع این حاضر، حال در گرفتند. سر از را استاندارد کواترنیونی عددی برد
توجه نگریست. را آنها در شده معرفی منابع و [۵ ،٢] میتوان اینباره، در اخیر مقالات دیدن برای است. شده شناخته
گرافیک کوانتومی، مکانیک کنترل، های سیستم در مفیدی کاربردهای کواترنیونی ماتریسهای و کواترنیونها که کنید
سهتایی بنگرید. را [١٣ ،١٢ ،٩ ،٨ ،١] منابع زمینه این در بیشتر آشنایی برای دارند؛ هندسه و آنالیز جبر، کامپیوتری،

هرگاه: گویند یکه سهتایی یک را کواترنیونی درایههای با (q١, q٢, q٣) مرتب

q٢
١ = q٢

٢ = q٢
٣ = −١,

q١q٢ = q٣ = −q٢q١, q٢q٣ = q١ = −q٣q٢, q٣q١ = q٢ = −q١q٣.

یکتایی بهصورت میتوان را x ∈ H هر است. یکه سهتایی یک کواترنیونها از (i, j, k) استاندارد سهتایی مثال، بهعنوان
حقیقی قسمت ،x٠ حقیقی عدد .x٠, x١, x٢, x٣ ∈ R آن کهدر نوشت، x = x٠ + x١q١ + x٢q٢ + x٣q٣ بهفرم

،|x| :=
√
x∗x =

√
x٢

٠ + x٢
١ + x٢

٢ + x٢
٣ با است برابر x نرم و میشود مشخص Re(x) نماد با و شده نامیده x

برابر x وارون ،x ̸= ٠ که حالتی در میباشد. x کواترنیونی عدد مزدوج x∗ = x٠ − x١q١ − x٢q٢ − x٣q٣ آن کهدر

،x, y ∈ H هر برای هرگاه میشود نامیده H روی برگشت یک ϕ : H −→ H نگاشت .x−١ :=
x∗

|x|٢
با است

ϕ(ϕ(x)) = x, ϕ(xy) = ϕ(y)ϕ(x), ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y).

استاندارد پایه به نسبت ϕ نمایش ۴×۴ ماتریس این، بر علاوه پوشاست. و یک به یک ϕ نگاشت آشکارا حالتی چنین در
مقادیر با حقیقی متقارن و متعامد ٣ × ٣ ماتریس یک T یا T = −I٣ آن کهدر میباشد، diag(١, T ) ماتریس ،H
برگشت یک ϕ صورت، این غیر در است. استاندارد مزدوج نگاشت ϕ آنگاه ،T = −I٣ اگر است. ١, ١−,١ ویژه
با هستند پایا ϕ تحت که کواترنیونهایی تمام مجموعه کنید. نگاه را [۵ .۴ .٢ تعریف ،١١] میشود؛ نامیده غیراستاندارد
این سراسر در میشود. معرفی Inv(ϕ) = {x ∈ H : ϕ(x) = x} صورت به و شده داده نمایش Inv(ϕ) نماد
یکه سهتایی ،[٢٠ ص. ،١١] بنابر نتیجه در و میباشد H روی غیراستاندارد برگشت یک ϕ نگاشت از منظور مقاله،

بهطوریکه دارد وجود کواترنیونها از (q١, q٢, q٣)

ϕ(١) = ١, ϕ(q١) = −q١, ϕ(q٢) = q٢, ϕ(q٣) = q٣.

.|ϕ(x)| = |x| ،x ∈ H هر ازای به بهعلاوه، .Inv(ϕ) = SpanR{١, q٢, q٣} گرفت نتیجه میتوان بنابراین

به آنگاه ،٠ ̸= α ∈ Inv(ϕ) و باشد H روی غیراستاندارد برگشت یک ϕ اگر ([(b)١ .۵ .٢ قضیه ،١١]) .١. ١ گزاره
.ϕ(β)αβ = λ بهطوریکه دارد وجود β ∈ Inv(ϕ) کواترنیونی عدد ،λ ∈ Inv(ϕ) هر ازای

اختصار، (به ϕ به نسبت A عددی برد مفهوم ،α ∈ Inv(ϕ) کواترنیون و A ∈ Mn(H) کواترنیونی ماتریس برای
شد: معرفی زیر شکل به [١١] ۵ رادمن توسط ٢٠١۴ سال در بار اولین برای (A غیراستاندارد کواترنیونی عددی برد

W
(α)
ϕ (A) = {xϕAx : x ∈ Hn, xϕx = α}, (١. ١)

تک روی ϕ نگاشت دادن اثر از Xϕ ∈ Mm×n(H) ماتریس ،X مانند n×m کواترنیونی ماتریس هر ازای به آن کهدر
برد به W (α)

ϕ (A) آنگاه باشد، مزدوج استاندارد نگاشت ϕ و α = ١ اگر میآید. بهدست XT ماتریس درایههای تک
میکنیم. ارائه را W (α)

ϕ (.) پایهای ویژگیهای از برخی زیر، گزاره در میشود. تبدیل W (A) استاندارد عددی
Kippenhahn٢

Jamison٣

Au-Yeung۴

Rodman۵
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میباشند: درست زیر احکام صورت این در .λ ∈ H و α ∈ Inv(ϕ) ،A ∈ Mn(H) کنید فرض .١. ٢ گزاره

W؛ (α)
ϕ (B) ⊆ W

(α)
ϕ (A) آنگاه باشد، A ماتریس از اصلی زیرماتریس یک B اگر (آ)

است؛ همبند مجموعه یک H در W (α)
ϕ (A) ([۶ .٣. ٧ قضیه ،١١]) (ب)

(به UϕU = UUϕ = I و U ∈ Mn(H) آن کهدر ،W (α)
ϕ (UϕAU) = W

(α)
ϕ (A) ([٣. ٧. ٢ گزاره ،١١]) (پ)

است)؛ ϕ-یکانی ماتریس یک U دیگر، عبارت

,r؛ s ∈ R آن کهدر ،W (α)
ϕ (rA+ sI) = rW

(α)
ϕ (A) + sα ([٣. ٧. ٢ گزاره ،١١]) (ت)

آن کهدر ،[λ](α)ϕ ⊆ W
(α)
ϕ (A) اگر تنها و اگر λ ∈ W

(α)
ϕ (A) ([۴ .٣ گزاره ،١٠] و [٣. ٣ گزاره ،٣]) (ث)

است. ϕ به نسبت λ کواترنیون α-کلاس همان [λ]
(α)
ϕ := {βϕλβ : ٠ ̸= β ∈ H, βϕαβ = α}

،α ̸= ٠ اگر اینرو از میباشد، H روی غیراستاندارد برگشت یک ϕ نگاشت اینکه بر مبنی مقاله این در ما فرض طبق
میتوانیم ما اساس این بر .W (α)

ϕ (A) = γϕW
(١)
ϕ (A)γ بهطوریکه دارد وجود γϕγ = α شرط با γ ∈ H آنگاه

ماتریس یک A ∈ Mn(H) ماتریس کنیم. تمرکز W (١)
ϕ (A) و W

(٠)
ϕ (A) خاص کواترنیونی عددی برد دو روی بر

برد .A = −Aϕ هرگاه میشود نامیده ϕ-پادهرمیتی همچنین، A؛ = Aϕ هرگاه میشود نامیده ϕ-هرمیتی کواترنیونی
مشخص ϕ-پادهرمیتی همچنین و ϕ-هرمیتی ماتریسهای برای کامل طور به W (٠)

ϕ (.) غیراستاندارد کواترنیونی عددی
داریم. را زیر گزاره ماتریسها، از نوع دو این W (١)

ϕ (.) با رابطه در .[٣ .۴ و ٢ .۴ قضایای ،٣] است شده

صورت: این در .A ∈ Mn(H) کنید فرض ([٣. ٧. ٣ گزاره ،١١]) .١. ٣ گزاره

W؛ (١)
ϕ (A) ⊆ SpanR{١, q٢, q٣} اگر تنها و اگر است ϕ-هرمیتی ماتریس یک A (آ)

.W (١)
ϕ (A) ⊆ SpanR{q١} اگر تنها و اگر است ϕ-پادهرمیتی ماتریس یک A (ب)

[١١ ،١٠ ،٣] در میتوان را W (α)
ϕ (.) غیراستاندارد کواترنیونی عددی بردهای هندسی و جبری ویژگیهای از برخی

استفاده با سپس و داد خواهیم ارائه W (١)
ϕ (A)

∩
SpanR {١, q٢} از توصیفی یک مقاله، این دوم بخش در یافت.

از (رده) کلاس یک مسیر، ادامه در کرد. خواهیم مطالعه ϕ-هرمیتی کواترنیونی ماتریسهای برای را W (١)
ϕ (.) آن، از

برابرند. هم با W (١)
ϕ (.) و W (٠)

ϕ (.) آنها برای که میکنیم پیدا کواترنیونی ماتریسهای

اصلی نتایج ٢

مورد که A ∈ Mn(H) ϕ-هرمیتی کواترنیونی ماتریسهای برخی برای را W (١)
ϕ (A) داریم قصد بخش این ابتدای در

و n = ١ اگر که میدانیم ،[١٠] در ۶ .٣ قضیه اثبات به توجه با کنیم. مشخص میباشد، نیازمان

A = [a٠ + a١q١ + a٢q٢ + a٣q١×١[٣,

آنگاه ،a٠, a١, a٢, a٣ ∈ R آن کهدر

W
(١)
ϕ (A) = a٠ + a١q١ +

√
a٢

٢ + a٢
٣ {cos(θ)q٢ + sin(θ)q٣ : ٠ ≤ θ ≤ ٢π} .

است. H در تکعضوی مجموعه یک W (١)
ϕ (A) آنگاه باشد، حقیقی اسکالر ماتریس یک A ∈ Mn(H) اگر همچنین،

هر برای .n ≥ ٢ همچنین و نباشد حقیقی اسکالر ماتریس یک A ∈ Mn(H) که میکنیم فرض کار ادامه در بنابراین
ماتریس مزدوج ترانهاده و X := [xij

∗] ∈ Mm×n(H) بهصورت را X مزدوج ،X = [xij] ∈ Mm×n(H) ماتریس

کنیم. می بیان است، مفید ما بحث ادامه برای که را زیر لم توضیحات این با میکنیم. معرفی X∗ := X
T بهصورت را X
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این، بر علاوه .A٠, A١ ∈ Mn(SpanR {١, q٢}) آن کهدر ،A = A٠ + A١q١ ∈ Mn(H) کنید فرض .٢. ١ لم

صورت این در .C =

[
A١ A٠
−A٠ A١

]
و B =

[
A٠ −A١
A١ A٠

]
کنید فرض

W
(١)
ϕ (A)

∩
SpanR {١, q٢} ={

xTBx : x =

[
x٠
x١

]
, x٠, x١ ∈ (SpanR {١, q٢})n, xT

٠ x١ ∈ R, xTx = ١, x∗Cx = ٠
}
.

نوشت، a = a٠ + a١q١ بهصورت میتوان را a = α٠ + α١q١ + α٢q٢ + α٣q٣ ∈ H کواترنیونی عدد هر اثبات.
مشابه بهفرم میتوان نیز را کواترنیونی ماتریس یا بردار هر نتیجه، در .a١ = α١ − α٣q٢ و a٠ = α٠ + α٢q٢ آن کهدر
،αq١ = q١α

∗ که کرد مشاهده میتوان بهسادگی ،α ∈ SpanR {١, q٢} هر برای همچنین، نوشت. شد، گفته آنچه
آن کهدر نوشت، y = x٠ + x١q١ ∈ Hn بهصورت میتوان را y ∈ Hn هر حال، .q١αq١ = −α∗ اینرو از و

داریم: شده، گفته آنچه به توجه با اکنون، .x٠, x١ ∈ (SpanR {١, q٢})n

yϕAy =
(
xT

٠ − q١x
T
١
)
(A٠ + A١q١) (x٠ + x١q١)

=

[
x٠
x١

]T [
A٠ −A١
A١ A٠

] [
x٠
x١

]
+

[
x٠
x١

]∗ [
A١ A٠
−A٠ A١

] [
x٠
x١

]
q١

= xTBx+ x∗Cx q١

∈ SpanR {١, q٢}+ SpanR {١, q٢} q١,

با است معادل yϕy = ١ تساوی همچنین، .xTBx, x∗Cx ∈ SpanR {١, q٢} و x =

[
x٠
x١

]
آن کهدر

(
xT

٠ x٠ + xT
١ x١

)
+
(
xT

٠ x١ − xT
١ x٠

)
q١ = ١,

است: زیر تساوی معادل خود هم تساوی این که

xTx = ١, xT
٠ x١ ∈ R.

داریم: فوق موارد و (١. ١) رابطه به توجه با نتیجه در

W
(١)
ϕ (A) = {yϕAy : y ∈ Hn, yϕy = ١}

=

{
xTBx+ x∗Cx q١ : x =

[
x٠
x١

]
, x٠, x١ ∈ (SpanR {١, q٢})n, xT

٠ x١ ∈ R, xTx = ١
}
.

میشود. محقق است، شده خواسته حکم در که آنچه ترتیب این به

Wزیرمجموعهای (١)
ϕ (A) مجموعه ،A ∈ Mn(H) ϕ-هرمیتی کواترنیونی ماتریس برای که میدانیم ١. ٣(آ)، گزاره بنابر

اسکالر که ϕ-هرمیتی و قطری ٢×٢ کواترنیونی ماتریسهای برای را W (١)
ϕ (.) زیر، لم در است. SpanR{١, q٢, q٣} از

میکنیم. مشخص نیستند، حقیقی

،r ∈ R هر ازای به بهطوریکه باشد ϕ-هرمیتی قطری کواترنیونی ماتریس یک A ∈ M٢(H) کنید فرض .٢. ٢ لم
.W (١)

ϕ (A) = SpanR {١, q٢, q٣} صورت این در .A ̸= rI

این در .a, b ∈ SpanR{١, q٢, q٣} آن کهدر بگیرید، نظر در را A = diag(a, b) قطری ϕ-هرمیتی ماتریس اثبات.
بهطوریکه دارند وجود µ, λ ∈ S(١) که میگیریم نتیجه ،[٣. ٣ قضیه ،١٠] به توجه با صورت،

a
′
:= λϕaλ ∈ SpanR{١, q٢}, b

′
:= µϕbµ ∈ SpanR{١, q٢},
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ϕ-یکانی ماتریس یک U := diag(λ, µ) بنابراین .S(١) := {t٠ + t١q١ : t٠, t١ ∈ R , t٢
٠ + t٢

١ = ١} آن کهدر
از کاستن بدون و ١. ٢(پ) گزاره به توجه با اینرو از .UϕAU = diag(a

′
, b

′
) ∈ M٢ (SpanR{١, q٢}) و است

داشت: خواهیم ،٢. ١ لم بردن کار به با بنابراین، .a, b ∈ SpanR{١, q٢} که میکنیم فرض مسئله، کلیت

W
(١)
ϕ (A) ∩ SpanR{١, q٢} =

{
xTBx : x =

[
x٠
x̄١

]
, x٠, x١∈ (SpanR{١, q٢({٢,

xT
٠ x١ ∈ R, xTx = ١, x∗Cx = ٠

}
, (٢. ١)

و B = diag(a, b, ā, b̄) آن کهدر

C =


٠ ٠ ā ٠
٠ ٠ ٠ b̄
−a ٠ ٠ ٠
٠ −b ٠ ٠

 .

خواهیم ،x٠, x١ ∈ (SpanR {١, q٢({٢ شرط با x =

 x٠
−
x̄١

 =


y١
y٢
−
y٣
y۴

 ∈ (SpanR{١, q٢})۴ هر برای اکنون

داشت:
xTBx = ay٢

١ + by٢
٢ + āy٢

٣ + b̄y٢
۴.

ay١ȳ٣+by٢ȳ۴ ∈ R و y١ȳ٣+y٢ȳ۴ ∈ R تساویهای با ترتیب، به ،x∗Cx=٠ و xT
٠ x١ ∈ R تساویهای همچنین،

داریم: (٢. ١) رابطه به توجه با بنابراین، هستند. معادل

W
(١)
ϕ (A) ∩ SpanR {١, q٢} =

{
ay٢

١ + by٢
٢ + āy٢

٣ + b̄y٢
۴ : yi ∈ SpanR{١, q٢},

y٢
١ + y٢

٢ + y٢
٣ + y٢

۴ = ١, ay١ȳ٣ + by٢ȳ۴ ∈ R, y١ȳ٣ + y٢ȳ۴ ∈ R
}
.

میتوان فوق، رابطه در y١ ∈ SpanR{١, q٢} گرفتن نظر در و y٢
٢ = ١ − y٢

١ و y٣ = y۴ = ٠ دادن قرار با اکنون
که کرد مشاهده

(a− b)y٢
١ + b ∈ W

(١)
ϕ (A) ∩ SpanR {١, q٢} . (٢. ٢)

که میگیریم نتیجه ،y١ ∈ SpanR{١, q٢} گرفتن نظر در و y٢
۴ = ١ − y٢

١ و y٢ = y٣ = ٠ دادن قرار با همچنین،

(a− b̄)y٢
١ + b̄ ∈ W

(١)
ϕ (A) ∩ SpanR {١, q٢} . (٢. ٣)

و (٢. ٢) به توجه با بنابراین و ،a ̸= b̄ یا a ̸= b اینرو از نیست، حقیقی اسکالر A ماتریس اینکه به توجه با طرفی، از
گیریم: می نتیجه ،(٢. ٣)

SpanR {١, q٢} ⊆ W
(١)
ϕ (A).

از و SpanR {١, q٢, q٣} ⊆ W
(١)
ϕ (A) که میدهد نشان بالا شمول ،[٣. ٣ قضیه ،١٠] و ١. ٢(ث) گزاره به توجه با

میشود. کامل اثبات ترتیب این به و است برقرار مجموعهها تساوی ١. ٣(آ)، گزاره بنابر اینرو

اگر .A ̸= rI ،r ∈ R هر ازای به بهطوریکه باشد ϕ-هرمیتی ماتریس یک A ∈ Mn(H) کنید فرض .٢. ٣ قضیه
.W (١)

ϕ (A) = SpanR {١, q٢, q٣} آنگاه باشد، صفر با برابر A قطری غیر درایههای از یکی حداقل

دارند وجود i, j ∈ {١, ٢, . . . , n} مجزای اندیسهای فرض، بنابر .A = (aij) ∈ Mn(H) کنید فرض اثبات.
و B := diag(aii, ajj) ∈ M٢(H) ϕ-هرمیتی قطری کواترنیونی ماتریس گرفتن نظر در با .aij = ٠ بهطوریکه
A اصلی زیرماتریس یک B که آنجا از .W (١)

ϕ (B) = SpanR {١, q٢, q٣} که میکنیم مشاهده ،٢. ٢ لم بردن کار به
این به .W (١)

ϕ (A) = SpanR {١, q٢, q٣} که میشود نتیجه ١. ٣(آ) و ١. ٢(آ) گزارههای به توجه با اینرو از میباشد،
شود. می تمام اثبات ترتیب
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کنیم. می ارائه بیشتر تحقیقات جهت حدس یک قالب در را باز مسئله یک قسمت این در

آنگاه .A ̸= rI ،r ∈ R هر ازای به بهطوریکه باشد ϕ-هرمیتی ماتریس یک A ∈ Mn(H) کنید فرض .۴ .٢ حدس
.W (١)

ϕ (A) = SpanR {١, q٢, q٣}

از (رده) کلاس یک زیر، قضیه در نباشند. برابر هم با W (١)
ϕ (.) و W

(٠)
ϕ (.) است ممکن کلی حالت در که میدانیم

برابرند. هم با مجموعه دو این آنها برای که میکنیم پیدا کواترنیونی ماتریسهای

صورت این در .m ∈ N و A ∈ Mn(H) کنید فرض .۵ .٢ قضیه

W
(٠)
ϕ (A⊕ ٠m×m) = W

(١)
ϕ (A⊕ ٠m×m) =

∪
α∈Inv(ϕ)

W
(α)
ϕ (A).

بهطوریکه دارند وجود y ∈ Hm و x ∈ Hn بردارهای صورت، این در .λ ∈ W
(٠)
ϕ (A⊕ ٠m×m) کنید فرض اثبات.

و xϕx+ yϕy = ٠

λ = (xϕ yϕ)

(
A ٠
٠ ٠m×m

)(
x
y

)
.

اینرو از و λ ∈
∪

α∈Inv(ϕ)
W

(α)
ϕ (A) بنابراین، .xϕx = α و α ∈ Inv(ϕ) داریم ،α := −yϕy دادن قرار با

W
(٠)
ϕ (A⊕ ٠m×m) ⊆

∪
α∈Inv(ϕ)

W
(α)
ϕ (A).

دارند وجود x ∈ Hn بردار و α ∈ Inv(ϕ) کواترنیون صورت، این در .λ ∈
∪

α∈Inv(ϕ)
W

(α)
ϕ (A) کنید فرض برعکس،

بهطوریکه کرد پیدا y ∈ Hm مانند برداری میتوان ،١. ١ گزاره بردن کار به با .λ = xϕAx و xϕx = α بهطوریکه

.λ = zϕ (A⊕ ٠m×m) z و zϕz = ٠ که میبینیم ،z =

[
x
y

]
∈ Hn+m دادن قرار با اکنون .yϕy = −α

نتیجه، در و λ ∈ W
(٠)
ϕ (A⊕ ٠m×m) ∪بنابراین،

α∈Inv(ϕ)

W
(α)
ϕ (A) ⊆ W

(٠)
ϕ (A⊕ ٠m×m) .

،١ − xϕx ∈ Inv(ϕ) ،x ∈ Hn هر برای که آنجا از .W (٠)
ϕ (A⊕ ٠m×m) =

∪
α∈Inv(ϕ)

W
(α)
ϕ (A) بنابراین،

ترتیب این به .W (١)
ϕ (A⊕ ٠m×m) =

∪
α∈Inv(ϕ)

W
(α)
ϕ (A) که گرفت نتیجه میتوان فوق، اثبات روند کردن دنبال با

میشود. کامل اثبات
،m ∈ N هر برای صورت، این در .A ∈ Mn(H) کنید فرض .۶ .٢ نتیجه

W
(١)
ϕ (A) ⊆ W

(٠)
ϕ (A⊕ ٠m×m) ,

میشود. تساوی به تبدیل فوق شمول آنها ازای به که دارند وجود A مانند ناصفری ماتریسهای همچنین و
کواترنیونی ماتریس دوم، ادعای اثبات برای میشود. اثبات راحتی به ۵ .٢ قضیه بردن کار به با ادعا اولین اثبات.
ماتریس اینکه به توجه با .٠ ̸= t ∈ SpanR {١, q٢, q٣} آن کهدر بگیرید، نظر در را A = [t]١×١ ⊕ ٠(n−١)×(n−١)

داشت: خواهیم ،[٢ .۴ قضیه ،٣] بردن کار به با نیست، حقیقی اسکالر A⊕ ٠m×m ϕ-هرمیتی

W
(٠)
ϕ (A⊕ ٠m×m) = SpanR{١, q٢, q٣}.

میتوان ،٢. ٣ قضیه به توجه با بنابراین، نمیباشد. حقیقی اسکالر که است ϕ-هرمیتی و قطری ماتریس یک A ماتریس
که کرد مشاهده

W
(١)
ϕ (A) = SpanR{١, q٢, q٣}.

میشود. کامل اثبات ترتیب این به و W (١)
ϕ (A) = W

(٠)
ϕ (A⊕ ٠m×m) نتیجه در
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Abstract: Let ϕ be a nonstandard involution on the set of all quaternion numbers and α be a quaternion
such that ϕ(α) = α. For any square quaternion matrix A, the numerical range of A with respect to ϕ
(shortly, the nonstandard quaternionic numerical range of A), is denoted by W (α)

ϕ (A). If α ̸= 0, then

W
(α)
ϕ (A) = ϕ(γ)W

(1)
ϕ (A)γ for some quaternion γ with ϕ(γ)γ = α. So, the focus is on two particular

nonstandard quaternionic numerical ranges W (0)
ϕ (A) and W

(1)
ϕ (A). In this paper, a description of the

intersection of W (1)
ϕ (.) with a 2−dimensional space is given, and then by using it, W (1)

ϕ (.) is studied

for ϕ−hermitian quaternion matrices. After that, a class of quaternion matrices for which W (0)
ϕ (.) and

W
(1)
ϕ (.) are equal, is given. For further research, an open problem in the form of a conjecture is also given.

Keywords: quaternion matrices, numerical range, nonstandard involution, ϕ−hermitian quaternion
matrix.
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