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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۶٣–۵٢ ص ،١ شماره ،١۵ دوره ،١۴٠۴ سال

ترکيبي انتگرال معادلات عددي حل براي تکراري وهم محلي هم محلي روش
آن خطاي آناليز بررسي و غير مستطيلي نواحي روي دو بعدي فردهلم ولترا

١ دستجردي لعلي اله حجت
ايران تهران، ١- ٨٨٩۴۶۶۵ پستي صندوق فرهنگيان، دانشگاه رياضي، آموزش گروه
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انتگرال معادلات عددي حل به تکراري هم مکاني و هم مکاني روش و شبکه بدون روش از استفاده با مقاله دراين چکيده:
نقاط از و است شبکه بدون روش يک روش اين مي پردازيم. غير مستطيلي نواحي روي دو بعدي فردهلم ولترا ترکيبي
مي گيرد. انجام آساني به آن محاسبات و ساده روش اين سازي پياده شود. مي استفاده معادله جواب تقريب براي پراکنده

دارد. مطابقت آن تحليل آناليز با روش، اين که مي دهد نشان عددي نتايج و شود مي بررسي روش همگرايي

هم محلي. روش همگرايي، ترکيبي، فردهلم ولترا انتگرال معادلات ، شعاعي پايه اي توابع کليدي: واژه هاي

45D05 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
عددي حل به مقاله اين در کرد. مدل سازي فردهلم ولترا انتگرال معادلات صورت به مي توان را مهندسي و فيزيک رياضيات، مسائل از بسياري

انتگرال معادله

u(x, t)−
∫ t

٠

∫
Ω

F (x, t, ξ, s, u(ξ, s))dξds = f(x, t), (x, t) ∈ Ω× [٠, T ], (١. ١)

يک Ω و شده تعريف C(D٢ × R) و D = Ω× [٠, T ] روي و معلوم، توابع F (x, t, ξ, s, u)، f(x, t) درآن که پردازيم مي
وجود آيد. به دست تقريبي به طور بايد که است مجهول تابع u(x, t) همچنين است. ∥.∥ نرم با Rn(n = ١, ٢, ٣), از فشرده مجموعه

فرم به مي توان را (١. ١) معادله است. گرفته قرار بررسي مورد [۵ ،۴] در (١. ١) جواب يکتايي و

u = T u,

مي شود: تعريف زير به صورت T : C(Ω× [٠, T ]) → C(Ω× [٠, T ]) انتگرال عملگر آن در که نوشت

T u(x, t) =
∫ t

٠

∫
Ω

F (x, t, ξ, s, u(ξ, s))dξds+ f(x, t). (١. ٢)
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۵٣ معادلات... عددي حل براي شبکه بدون روش يک

است. غير مستطيلي دوبعدي کراندار ناحيه يک Ω که مي کنيم فرض مقاله اين در
مانند روشهايي بعدي چند معادلات حل براي مناسب روشهاي نمود. مراجعه [۵ ،۴] به مي توان معادله اين جواب يکتايي و وجود مورد در
دو موجک [٨] در است. شده انجام کارهايي است حقيقي اعداد مجموعه زير Ω ناحيه که زماني معادله اين براي هستند. گالرکين و هم محلي
نيستروم روش در[١٠] است. گرفته قرار مطالعه مورد معادله اين خطي نوع براي [٧ ،۶] آدوميان تجزيه روش است. شده استفاده لژاندر بعدي
براي مي تواند علاقه مند خواننده که است شده انجام معادله اين روي جديدي کارهاي اخيراً همچنين است. رفته به کار ذوزنقه روش اساس بر
شده گفته معمول روشهاي از استفاده است غير مستطيلي ناحيه يک انتگرال گيري ناحيه که زماني بنگرد. را [١٧–١٩] منابع بيشتر، مطالعه
بدون روش يک روش اين کردند. استفاده مساله اين حل براي شعاعي پايه اي توابع از [١١] همکاران و لعلي است. نشده انجام مساله اين براي
پيچيده گي هاي که کرد استفاده مثلث سازي روش بايداز کنيم استفاده نواحي چنين براي معمول روشهاي از بخواهيم اگر مي شود. ناميده شبکه
مساله اين براي ديگري روش و شده حل روش اين با بار اولين براي مساله اين مي دهد نشان ما مطالعات که جايي تا دارد. را خود خاص
توابع از استفاده آزاد مش و پرا کنده داده هاي براي روشها معروف ترين از کنيم. مقايسه هم با را روشها اين بخواهيم که است نشده استفاده
حل براي توابع اين [١٣ ،١٢] در شد[٩]. ارائه هاردي توسط ١٩٧١ سال در شعاعي اي پايه توابع استفاده با درونيابي است. شعاعي پايه اي
را [٣ ،٢] مراجع مي توان شعاعي اي پايه توابع درمورد بيشتر مطالعه براي است. شده استفاده جزيي مشتقات با و معمولي ديفرانسيل معادلات

نگريست.
در تکراري هم محلي و هم محلي روش پياده سازي است. شده معرفي شعاعي اي پايه توابع ،٢ قسمت در است: زير صورت به مقاله اين ادامه
شده آورده ،۵ قسمت در عددي هاي مثال نهايت در و است. شده سازي پياده روش خطاي تحليل ،۴ قسمت در است. شده ارائه ٣ قسمت

است.

شعاعي پايه اي توابع ٢
از استفاده است. گرفته قرار زيادي رياضيدانان توجه مورد ديفرانسيل و انتگرال معادلات حل براي شبکه بدون روشهاي از استفاده اخيراً
ويژگي مهمترين .[٩] گيرد قرار استفاده مورد مسائل حل براي راحتي به مي تواند که است شبکه اي بدون روشهاي از شعاعي پايه اي توابع
ارائه را شعاعي اي پايه توابع از تعريفي ادامه در شود. مي استفاده متغير يک از مساله بعد به توجه بدون که است اين شعاعي پايه اي توابع

.[١۶ مي دهيم[١،

به طوري باشد داشته وجود ϕ : [٠,∞) → R متغيره يک تابع يک اگر مي شود، ناميده شعاعي Φ : Rd → R تابع يک .٢. ١ تعريف
است. Rd روي اقليدسي نرم يک ∥.∥ و r = ∥x∥ که جايي ،Φ(x) = ϕ(r) که

شده اند. ارائه ١ جدول در شعاعي مهم توابع از بعضي

مي کنند توليد را شعاعي توابع که مهمي توابع از بعضي :١ جدول
تعريف تابع نام
ϕ(r) = exp(−cr٢), c > ٠ (GA) گوسي
ϕ(r) = (−١)⌈β⌉(r٢ + c٢)

β
, c, β > ٠, β ̸∈ N (MQ) مربعي چند

ϕ(r) = (r٢ + c٢)
−β

, c, β > ٠ (IMQ) معکوس مربعي چند
ϕ(r) = (−١)k+١r٢k log(r), k ∈ N تکه اي نازک صفحه

است. β از بزرگتر صحيح عدد کوچکترين ⌈β⌉ مقدار ١ جدول در

تعريف زير صورت به Ω کراندار مجموعه يک از X = {x١, ..., xN} شده داده مجموعه يک از ٢ تراکم اندازه :([١]) .٢. ٢ تعريف
مي شود:

hX ,Ω = sup
x∈Ω

min
xj∈X

∥x− xj∥.

نباشد. Xدرآن مجموعه ي از نقطه اي هيچ که به طوري داد جاي Ω ناحيه ي درون مي توان که است گويي بزرگترين شعاع تراکم اندازه

به باشند داشته وجود r > ٠ و θ ∈ (٠, π٢ ) ي زاويه اگر کند مي صدق داخلي مخروط شرط در Ω مجموعه گوييم :([١]) .٢. ٣ تعريف
مخروط که طوري به باشد داشته وجود η(x) مانند جهتي x ∈ Ω هر براي که طوري

C(x, η(x), θ, r) = {x+ λy : y ∈ Rd, ||y||٢ = ١, yTη(x) ≥ cos(θ), λ ∈ [٠, r]}
2Fill distance
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گيرد. قرار Ω در کاملاً

است H از هسته توليد باز هسته K : Ω× Ω → R تابع باشد. u : Ω → R از هيلبرت فضاي H کنيد فرض ([١]) .۴ .٢ تعريف
اگر

x ∈ Ω هر ازاي به K(x, .) ∈ H .١

يک ϕ که ،K(x, y) = ϕ(x − y) اگر .x ∈ Ω هر ازاي وبه u ∈ H هر ازاي به u(x) =< u,K(x, .) >H .٢
است. شعاعي تابع

کنيد فرض ([١]) .۵ .٢ قضيه
Hϕ(Ω) = span{ϕ(.− y) : y ∈ Ω},

دوتايي صورت اين در

<

N∑
j=١

cjϕ(.− xj),
N∑
k=١

dkϕ(.− yk) >ϕ=
N∑
j=١

N∑
k=١

cjdkϕ(xj, yk), (٢. ١)

کند. مي تعريف Hϕ(Ω) روي داخلي ضرب يک

اگر شود مي ناميده مثبت معين Rs روي ϕ زوج پيوسته حقيقي تابع يک ([١]) .۶ .٢ تعريف

N∑
j=١

N∑
k=١

cjckϕ(xj − xk) ≥ ٠, (٢. ٢)

.C = [c١, c٢, . . . , cN ]
T ∈ RN هر و x١, x٢, ..., xN ∈ Rs متمايز نقاط هر ازاي به

شود. برقرار C = ٠ ازاي به فقط (٢. ٢) رابطه ي در تساوي اگرحالت مي شود ناميده Rs روي اکيد مثبت معين ϕ تابع

Hϕ(Ω) روي داخلي ضرب يک <,>ϕ تايي دو نتيجه در باشد. اکيد مثبت معين و شعاعي تابع يک ϕ کنيد فرض ([١۶]) .٢. ٧ قضيه
است. ϕ توليد باز تابع با پيش هيلبرت فضاي يک Hϕ(Ω) علاوه به کند. مي تعريف

u ∈ Nϕ(Ω) همه ازاي به که طوري شود مي تعريف ∥.∥ϕ به توجه Hϕ(Ω)با مکمل ϕ از Nϕ(Ω) طبيعي فضاي ([١]) .٢. ٨ تعريف
.∥u∥ϕ = ∥u∥Nϕ(Ω) داريم

شعاعي اي پايه توابع از استفاده با درونيابي ٢. ١
شعاعي تابع و {x١, x٢, . . . , xN} نقاط از استفاده با f : Rd → R تابع يک براي شعاعي پايه اي توابع از استفاده با درونيابي
Φ(x) = ϕ(∥x∥) از استفاده با u(x) تابع تقريب است. Rd روي اقليدسي نرم ∥.∥ و Φ(x) = ϕ(∥x∥), که Φ : Rd → R

بود: زيرخواهد خطي ترکيب به صورت

PNu(x) =
N∑
k=١

λkϕ(∥x− xk∥), (٢. ٣)

که
PN : C(Ω) → CN(Ω),

همچنين و است {x١, x٢, . . . , xN} نقاط روي هم محلي عملگر يک

CN(Ω) = span{ϕ(∥x− x١∥), ϕ(∥x− x٢∥), . . . , ϕ(∥x− xN∥)},



۵۵ معادلات... عددي حل براي شبکه بدون روش يک

کند: صدق زير رابطه در PNu(x) که به طوري است λi, i = ١, ٢, ..., N مقادير کردن پيدا درونيابي مساله است. متناهي بعد داراي

PNu(xi) = u(xi), i = ١, ٢, ..., N. (۴ .٢)

شد: خواهد زير دستگاه به منجر شرط اين

AΛ = U, (۵ .٢)

داريم: و است N ×N ماتريس يک A آن در که

Ai,j = ϕ(∥xi − xj∥), i, j = ١, ٢, ..., N,

دستگاه اين ضرائب ماتريس وارون پذيري [١] در باشد. مي u(xi), i = ١, ٢, ..., N, هاي داده U و PNu(x) ضرائب بردار Λ ،
است. شده داده نشان

روش پياده سازي ٣
{x٠, x١, ..., xN} و [٠, T ] روي پراکنده هاي داده ٠ = t٠ < t١ < ... < tM = T مي کنيم فرض روش پياده سازي براي
مستطيلي غير ناحيه يک Ω که مي کنيم فرض همچنين باشد. تصادفي يا منظم به صورت مي تواند نقاط توزيع باشند. Ω روي پراکنده هاي داده

داشت: خواهيم زير خطي ترکيب با را u(x, t) متغيره دو تابع تقريب باشد.

PM,Nu(x, t) =
M∑
j=٠

N∑
k=٠

ck,jϕk(x)ηj(t), (x, t) ∈ Ω× [٠, T ], (٣. ١)

که
ϕk(x) = (∥x− xk∥٢ + c٢)

−β
, c, β > ٠

ηj(t) = ((t− tj)
٢ + c٢)−β, j = ٠, ...,M.

مي نويسيم زير به صورت را (٣. ١) معادله راحتي براي

PM,Nu(x, t) =

Q∑
µ=١

dµψµ(x, t), (x, t) ∈ Ω× [٠, T ], (٣. ٢)

.Q = (M + ١)(N + ١) و dµ = ck,j, ψµ(x, t) = ϕk(x)ηj(t) آن در که
.CM,N = span{ψ١, ψ٢, . . . , ψQ} آن در که است CM,N به C(Ω) از هم محلي عملگر PM,N که داشت نظر در بايد

داشت: خواهيم (١. ١) در (٣. ٢) رابطه دادن قرار با مي آيد. به دست µ = (N + ١)j + k + ١ رابطه از نيز µ انديس
Q∑

µ=١

dµψµ(x, t)−
∫ t

٠

∫
Ω

K(x, t, ξ, s,

Q∑
µ=١

dµψµ(ξ, s))dξds = f(x, t),

(x, t) ∈ Ω× [٠, T ].

(٣. ٣)

تبديل با را [٠, t] يعني انتگرال بازه (٣. ٣) رابطه ي در هاي انتگرال تقريب براي

s(t, θ) =
t

٢
θ +

t

٢
مي شود: تبديل زير به صورت (٣. ٣) صورت اين در مي کنيم. تبديل [−١, ١] بازه به

Q∑
µ=١

dµψµ(x, t)−
∫ ١

−١

∫
Ω

t

٢
K(x, t, ξ, s(t, θ),

Q∑
µ=١

dµψµ(ξ, s(t, θ)))dξdθ = f(x, t),

(x, t) ∈ Ω× [٠, T ].

(۴ .٣)
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باشد: زير غيرمستطيلي صورت به ناحيه اي Ω مي کنيم فرض اکنون

Ω = {ξ = (σ, τ) ∈ R٢ : −١ ≤ τ ≤ ١, v١(τ) ≤ σ ≤ v٢(τ)}, (۵ .٣)

نوشت: زير به صورت مي توان را (۴ .٣) معادله صورت اين در
(۶ .٣)

Q∑
µ=١

dµψµ(x, t)−
∫ ١

−١

∫ ١

−١

∫ v٢(τ)

v١(τ)

t

٢
K(x, t, σ, τ, s(t, θ),

Q∑
µ=١

dµψµ(σ, τ, s(t, θ)))dσdτdθ = f(x, t).

تبديل از استفاده با [−١, ١] بازه به [v١(τ), v٢(τ)] بازه تبديل با همچنين

σ(τ, z) =
v٢(τ)− v١(τ)

٢
z +

v٢(τ) + v١(τ)

٢
,

مي نويسيم: زير به صورت را (۶ .٣) معادله

Q∑
µ=١

dµψµ(x, t)−∫ ١

−١

∫ ١

−١

∫ ١

−١
K١(x, t, σ(τ, z), τ, s(t, θ),

Q∑
µ=١

dµψµ(σ(τ, z), τ, s(t, θ)))dzdτdθ = f(x, t),

(٣. ٧)

آن در که

K١(•) = t (v٢(τ)−v١(τ))
۴ K(•). (٣. ٨)

داشت: خواهيم (٣. ٧) رابطه در (xi, tr), i = ٠, ..., N, r = ٠, ...,M, هم محلي نقاط جاي گذاري با
(٣. ٩)

Q∑
µ=١

dµψµ(xi, tr)−∫ ١

−١

∫ ١

−١

∫ ١

−١
K١(xi, tr, σ(τ, z), τ, s(tr, θ),

Q∑
µ=١

dµψµ(σ(τ, z), τ, s(tr, θ)))dzdτdθ = f(xi, tr).

وزنهاي و {θl}, {τp}, {zq} نقاط با نقطه اي m گوسي انتگرال گيري عددي روش يک (٣. ٩)از در انتگرالها تقريب براي اکنون
نوشت: مي توان و مي کنيم استفاده {wl}, {wp}, {wq}

Q∑
µ=١

d̂µψµ(xi, tr)−

m∑
l=١

m∑
p=١

m∑
q=١

wpwqwlK١(xi, tr, σ(τp, zq), τp, s(tr, θl),

Q∑
µ=١

d̂µψµ(σ(τp, zq), τp, s(tr, θl)))

= f(xi, tr).

(٣. ١٠)

را d̂µ ضرائب و نمود حل تقريبي به طور نيوتن روش از استفاده با را آن مي توان که است غير خطي معادلات دستگاه يک (٣. ١٠) معادله
است: زير به صورت Ω× [٠, T ] نقطه هر در u(x, t) تابع تقريب براين بنا آورد. به دست

ûM,N(x, t) =

Q∑
µ=١

d̂µψµ(x, t), (x, t) ∈ Ω× [٠, T ].
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مي گيريم: نظر در زير به صورت را ناحيه کلي تر حالت

Ω = Ω١ ∪ Ω٢ ∪ ... ∪ Ωd,

باشد. تهي بايد Ωi هاي مجموعه درون اشتراک و هستند (۵ .٣) فرم به نواحي Ωi, ١ ≤ i ≤ d آن در که
داريم: را زير به صورت معادلات دستگاه صورت دراين

(٣. ١١)
Q∑

µ=١

d̂µψµ(xi, tr)−

d∑
e=١

m∑
l=١

m∑
p=١

m∑
q=١

wpwqwlK١(xi, tr, σe(τp, zq), τp, s(tr, θl),

Q∑
µ=١

d̂µψµ(σe(τp, zq), τp, s(tr, θl)))

= f(xi, tr).

آن در که

σe(τ, z) =
v٢,e(τ)− v١,e(τ)

٢
z +

v٢,e(τ) + v١,e(τ)

٢
. (٣. ١٢)

هستند. Ωe روي اي پيوسته توابع v٢,e ، v١,e و
مي شود: تعريف زير به صورت آمده به دست هم محلي روش از که ûn(x, t) تقريب اساس بر محلي هم تکراري روش

ũn(x, t) =
mn∑
l=١

mn∑
p=١

wlwp
t

٢
K(x, t, ξp, s(t, θl), ûn(ξp, s(t, θl))) + f(x, t), n ≥ ١.

شده داده نشان اين شده ارائه مثال در و باشيم داشته هم محلي به نسبت بهتري تقريب که است اين هم محلي تکراري روش تعريف دليل
قرارگيرد. بررسي مورد مناسب موضوع يک به عنوان مي تواند که است موضوعي آن خطاي تحليل البته است.

روش خطاي تحليل ۴
مي کنيم: تعريف زير به صورت C(Ω) روي را Tn تقريب عملگر مي دهيم. قرار بررسي مورد را روش خطاي قسمت اين در

Tnu(x, t) =
mn∑
l=١

mn∑
p=١

wlwp
t

٢
K(x, t, ξp, s(t, θl), u(ξp, s(t, θl))) + f(x, t), n ≥ ١.

مي گيريم[١۴]: نظر در {Tn | n ≥ ١} براي را زير هاي فرض

C(Ω)هستند. به C(Ω) روي تام پيوسته خطي غير عملگرهاي Tn و T .١

∪∞
n=١Tn(B) بستار B ⊂ C(Ω) کراندار مجموعه هر براي يعني هستند C(Ω) عملگرهاروي از فشرده خانواده يک Tn .٢

. است C(Ω)فشرده روي

همگراست. C(D) روي T به اي نقطه طور به Tn .٣

است. يکنواخت پيوسته خانواده يک Tn ،C(D) از نقطه هر در .۴

. ∥ T ′′
n ∥≤ α <∞ و ,B(u٠هستند r) = {u :∥ u−u٠ ∥≤ r, r > روي{٠ فرشه پذير مشتق دوبار Tn و T .۵

داريم[١]. معکوس چند مربعي شعاعي تابع از استفاده با u ∈ Nϕ(Ω) هر براي را زير قضيه
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در و کراندار و باز مجموعه يک Ω ⊂ R٢ مي کنيم فرض همچنين باشد. معکوس مربعي چند شعاعي تابع ϕ(x) کنيد فرض .١ .۴ قضيه
داريم: ها c بعضي براي صورت اين در دهيم، نشان PM,Nu با را u ∈ Nϕ(Ω) درونياب اگر کند. صدق داخلي مخروط شرط

∥u− PM,Nu∥L∞(Ω) ≤ e
−c

hX ,D ∥u∥Nϕ(Ω). (١ .۴)

داد: نمايش زير عملگري به صورت مي توان را (٣. ١٠) معادله

ûn = PnTnûn, (٢ .۴)

هم محلي تکراري روش عملگري فرم که مي کنيم تعريف را زير رابطه شد اشاره بالا در که همان طور آوريم، به دست بهتري دقت که اين براي
:٣ مي شود ناميده

ũn = Tnûn, (٣ .۴)

نوشت: مي توان اين بنابر که

Pnũn = ûn. (۴ .۴)

داريم: درنتيجه

ũn = TnPnũn. (۵ .۴)

مي دهيم[١۵]. ارائه را مي شود استفاده روش همگرايي براي که زير قضيه

T ′(u٠) عملگر ويژه مقدار ١ عدد کنيم مي فرض همچنين باشد. (١) جواب u٠ همچنين باشد. برقرار ۵ -١ شرايط کنيد فرض .٢ .۴ قضيه
ايزوله جواب يک u٠ صورت اين در باشد، برقرار B(u٠, r) ⊆ C(Ω) روي ۵ شرط اگر باشد. مي u٠ در T فرشه مشتق که نباشد
دارد. B(u٠, ε) در ũn يکتاي جواب يک TnPn ،n ≥ Λ هر به ازاي که به طوري دارند وجود ε,Λ اعداد به علاوه است. معادله(١) از

که طوري به دارد وجود λ١ ثابت عدد همچنين

∥ũn − u٠∥L∞(Ω) ≤ λ١∥T u٠ − TnPnu٠∥, n ≥ Λ. (۶ .۴)

مي دهد. نشان u دقيق جواب به را ûn همگرايي زير قضيه

صورت اين در باشد. (١٫٢) از يکتا جواب يک u٠ ∈ Nϕ(Ω) و باشد برقرار و(۴. ٢) (١ .۴) قضيه هاي شرايط کنيد فرض .٣ .۴ قضيه
و دارد ûn ∈ B(u٠, ϵ) يکتاي جواب يک روش اين n > M هر براي که طوري به دارد وجود M, ϵ > اعداد٠

∥ûn − u٠∥L∞(Ω) ≤ e
−c

hX ,Ω ∥u٠∥Nϕ(Ω)(١ + λ١λ٢λ٣) + λ١λ٣∥T u٠ − Tnu٠∥L∞(Ω). (٧ .۴)

داريم (٢ .۴) قضيه از استفاده با اثبات.

∥ũn − u٠∥L∞(Ω) ≤ λ١∥T u٠ − TnPnu٠∥L∞(Ω)

≤ λ١{∥T u٠ − Tnu٠∥L∞(Ω) + ∥Tn(u٠ − Pnu٠)∥L∞(Ω)}.
(٨ .۴)

نوشت: مي توان بنابراين است. يکنواخت کراندار بزرگ هاي n ازاي به C(Ω) روي Tn عملگر ١ از استفاده با همچنين

∥ũn − u٠∥L∞(Ω) ≤ λ١{∥T u٠ − Tnu٠∥L∞(Ω) + λ٢∥u٠ − Pnu٠∥L∞(Ω)}. (٩ .۴)

داريم: ديگر طرفي از

∥ûn − u٠∥L∞(Ω) ≤ ∥u٠ − Pnu٠∥L∞(Ω) + ∥Pn∥∥ũn − u٠∥L∞(Ω). (١٠ .۴)
3Iterated collocation method
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داشت: خواهيم (١٠ .۴) و (٨ .۴) ترکيب با
(١١ .۴)

∥ûn−u٠∥L∞(Ω) ≤ ∥u٠−Pnu٠∥L∞(Ω)+∥Pn∥L∞(Ω){λ١{∥T u٠−Tnu٠∥L∞(Ω)+λ٢∥u٠−Pnu٠∥L∞(Ω)},

مي کنيم: فرض و است کراندار بنابراين است درونيابي عملگر يک Pn عملگر که چون

∥Pn∥ ≤ λ٣ <∞.

داريم (۴٫١) قضيه از استفاده با بنابراين

∥ûn − u٠∥L∞(Ω) ≤ e
−c

hX ,Ω ∥u٠∥Nϕ(Ω)(١ + λ١λ٢λ٣) + λ١λ٣∥T u٠ − Tnu٠∥L∞(Ω). (١٢ .۴)

است. تمام اثبات و

عددي نتايج ۵
β = ١

٢ , β = ٣
٢ مقادير تابع اين براي مي کنيم. استفاده مربعي گانه چند معکوس تابع از مي پردازيم. عددي مثال يک ارائه به قسمت اين در

از روش خطاي بررسي براي مي کنيم. انتخاب گوسي اي نقطه ۵ را گيري انتگرال عددي روش همچنين مي کنيم. انتخاب را c = ۴ و
يعني مطلق خطاي ماکسيمم

∥e∥∞ = max |u(x, t)− û(x, t)|, (x, t) ∈ Ω× [٠, T ],

مي کنيم. استفاده

فردهلم ولترا ترکيبي معادله .١ .۵ مثال

u(x, y, t)−
∫ t

٠

∫
Ω

k(x, y, t, σ, τ, s, u(σ, τ, s))dσdτds = f(x, y, t),

و Ω =
{
(σ, τ) ∈ R٢ : ٠ ≤ σ ≤ π

۴ , sin(σ) ≤ τ ≤ cos(σ)
}

آن در که بگيريد نظر در را

k(x, y, t, σ, τ, s, u) = sin(x)u٢.

متفاوت مقادير ازاي به عددي نتايج آيد. مي بدست مساله اساس بر f(x, y, t) تابع و است u(x, y, t) = x مساله اين دقيق جواب
ازاي به خطا ماکسيمم مقدار ٢ شکل در همچنين است. شده ارائه ١ شکل در نقاط توزيع است. شده داده نشان ٢ جدول در β و M,N

است. شده ارائه β = ٠٫۵, ١٫۵ و M = ٢, N = ٢٧

و هم محلي، روش مثال اين براي دهد، مي بهتري جواب هم محلي روش به نسبت (٣ .۴) تکراري هم محلي روش دهيم نشان که اين براي
هم محلي روش شود مي مشاهده ٣ شکل در که همانطور بريم. مي کار به M = ٢, N = ۵, β = ١٫۵ ازاي به را تکراري هم محلي

دهد. مي ارائه را کمتري خطاي هم محلي به نسبت تکراري

نتيجه گيري ۶
نواحي روي فردهلم ولترا ترکيبي انتگرال معادله حل براي تکراري هم محلي و هم محلي بر متني آزاد مش يا شبکه بدون روش از مقاله اين در
و است شبکه بندي بدون روش است،يک شعاعي پايه اي توابع بر مبتني که روش، اين شد. ارائه روش خطاي کرديم. استفاده غير مستطيلي
مناسب پايه هاي ساختن و چند متغيره توابع تقريب براي استاندارد روش هاي است. ساده بسيار آن پياده سازي و نيست مثلثي سازي به نيازي
هم محلي روش که مي شود مشاهده شده ارائه مثال به توجه با است. دو از بيشتر بعد براي سختي روش معمولاً که دارد مثلث سازي به نياز
اين گرفت. نظر در مي توان را غير مستطيلي ناحيه هر و نيست مهم روش اين براي ناحيه نوع دارد. هم محلي به نسبت کمتري خطاي تکراري

برد.  به کار نيز ديفرانسيل اينتگرو انتگرال معادله براي مي توان را روش
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.( d: N = ٢٧ ، c: N = ٢١ ، b: N = ١٢، a: N = ٧) ١ مثال براي نقاط توزيع :١ شکل

.(M = ٢, N = ٢٧, β = ١٫۵ راست: ،M = ٢, N = ٢٧, β = ٠٫۵ چپ: ) ١ مثال براي خطا مطلق قدر :٢ شکل
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.١ مثال براي t = ٠٫۵ با β و M,N مختلف مقادير ازاي به مطلق خطاي ماکسيمم :٢ جدول

β = ١٫۵ β = ٠٫۵ N,M

۵٫٠ × ٣−١٠ ٢٫۵ × ٣−١٠ ٣ ،٢

١٫۵ × ٣−١٠ ٨٫٠ × ١٠−۴ ٧ ،٣

١٫٠ × ١٠−۵ ۴٫٠ × ١٠−۶ ١٢ ،٣

۴٫٠ × ١٠−۶ ٢٫٠ × ١٠−۶ ٢١ ،٢

۶٫٠ × ٨−١٠ ١٫۵ × ٨−١٠ ٢٧ ،٢

.( هم محلي راست: تکراري، هم محلي چپ: ) M = ٢, N = ۵, β = ١٫۵ ازاي به ١ مثال براي خطا مطلق قدر :٣ شکل
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Collocation and iterated collocation method for the numerical
solution of mixed two-dimensional Volterra-Fordhelm integral

integral equations on non rectangular region with its error analysis
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Abstract: In this paper, using the meshless method based on collocation and iterated collocation method,
we investigate the numerical solution of the two-dimensional Volterra-Fordhelm integral integral equations
on non-rectangular regions. This method is ameshfreemethod and scattered points are used to approximate
the solution of the equation. The implementation of this method is simple and its calculations are done
easily. The convergence of the method is checked and the numerical results show that this method is
consistent with its analysis.
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