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فاز نماهاي و مي پردازيم مدل اين از بعدي دو خانواده يک پوآنکاره ديسک روي بر سراسري فاز نماي مطالعه به نوروني،
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مقدمه ۱
وظيفه که هستند عصبي دستگاه بنيادي واحد نورون ها مي رود. شمار به نورون شناسي علم اهداف از يکي عصبي دستگاه در داده ها انتقال نحوه
رياضي نمايش براي رياضي مدل هاي از يکي فيتزو-ناگاياما سيستم است. شميايي و الکتريکي سيگنال هاي طريق از اطلاعات انتقال آن ها

است. نورون ها عملکرد
بعدي دو فيتزو-ناگاياما سيستم
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۶۵ فيتزو-ناگاياما سيستم از خانواده اي زير سراسري فاز نماي

.[۱۰ ،۵] بگيريد نظر در را (a, b, c) ∈ R آن در که
واقع، در است. بازيابي متغير y و مي دهد نشان را نورون الکتريکي فعاليت که است نورون غشايي پتانسيل معرف x متغير مدل، اين در
به ترتيب c و b, a متغيرهاي همچنين، مي کند. کنترل را خاص) يوني کانال هاي شدن فعال (مانند نورون در کندتر فرايندهاي رفتار متغير اين
مقياس و غشايي پتانسيل روي بر بازيابي متغير تأثير کنترل کننده مي شود)، تحريک سخت يا آسان چقدر (نورون تحريک آستانه نشان دهنده ي

مي باشند. فرايندها) سرعت (تعيين نورون ديناميک سرعت و زماني
مدل کند. کمک طبيعي نوسانات يا بيماري شرايط بهتر شناخت به مي تواند انشعابات درک قلب، يا مغز مانند زيستي سيستم هاي در
بين گذار سيستم، اين دارد. زيادي اهميت نورون ها آستانه اي و نوساني رفتارهاي توصيف در آن توانايي دليل به نورون شناسي در فيتزو-ناگاياما
بنابراين کند. پيش بيني را آن ها بروز براي لازم شرايط و حدي نوسانات مي تواند و مي کند مدل به خوبي را نورون ها تحريک و استراحت حالت

مي کند. مدل خوبي به را نورون ها کليدي رفتارهاي پارامتر، سه و پويا متغير دو داشتن با فيتزو-ناگاياما مدل
سيستم اين از مختلفي تعميم هاي کنون تا شد. معرفي [۱۰] ناگاما توسط ۱۹۶۲ سال در و [۵] فيتزو توسط ۱۹۶۱ سال در ابتدا در مدل اين
تحقيقاتي مقالات و گرفته صورت سيستم ها از خانواده اين روي بر گسترده اي مطالعات همچنين .[۱۱ ،۳] شده اند، معرفي مختلف ابعاد با و

است. شده رسيده چاپ به زيادي
بودن ثابت فرض با و a 6= 0 غير تباهيده حالت در (۱ .۱) سيستم انشعابات بررسي و مطالعه به ۲۰۰۳ سال در همکارانش و جورجسکو
نشان مقاله اين در ما .[۴] است شده اشاره هموکلينيک و هاپف گره زيني، انشعاب همچون مواردي به آن ها، پژوهش در پرداختند. c > 1
حالت در را هاپف انشعاب منحني تنها نه اين بر افزون شد. خواهد گره زيني انشعاب جايگزين چنگال، انشعاب ناتباهيده حالت در که داد خواهيم
منشعب حدي سيکل پايداري بررسي جهت به را لياپانوف اول ضريب و اثبات هاپف انشعاب قضيه طبق را آن وقوع بلکه مي کنيم ارائه تباهيده
جورجسکو کار اساسي تفاوت هاي ديگر از است. نشده محاسبه [۴] مقاله در لياپانوف اول ضريب که است حالي در اين مي کنيم، محاسبه شده،
اين است. غيرتباهيده حالت در محاسبات پيچيدگي دليل به نقاط پايداري بررسي و تعادل نقاط دقيق ارائه عدم پژوهش، اين با همکارانش و

مي کنيم. مطالعه کامل به طور a = 0 حالت در را آن ها پايداري و تعادل نقاط ما که است حالي در
a 6= 0 غير تباهيده حالت در و سيستم اين براي را تعميم يافته هاپف انشعاب وقوع شرايط همکارانش و روکسورنيو ،۲۰۰۰ سال در
ضريب کمک به که کرد اشاره تعميم يافته هاپف انشعاب وقوع عدم به مي توان حاضر مقاله نتايج با مقاله اين تمايز موارد از .[۱۱] کردند مطالعه

مي شود. اثبات شده، محاسبه لياپانوف اول
گسسته و تصادفي تأخيري، ورژن که دارد وجود آن با مرتبط يا سيستم اين مورد در شده منتشر مقاله ۷۰۰ از بيشتر ،MathSciNet در
گرفته قرار بررسي مورد آن تعميم يافته مدل هاي و سيستم اين همگام سازي يا و بهينه کنترل و است شده گرفته قرار بررسي مورد سيستم اين

بنگريد. را [۱] شده، انجام تحقيقات و نتايج از برخي و سيستم اين با بيشتر آشنايي براي است. شده
به را محققين از بسياري توجه که است تحقيقاتي به روز و جذاب موضوعات جمله از ديناميکي سيستم هاي سراسري فاز نماي مطالعه
نماي والز ،۲۰۱۹ سال در .[۶] شد، مطالعه ايبره و ليما توسط ۲۰۱۱ سال در راسلر آشوبي سيستم سراسري فاز نماي است. کرده جلب خود
مي شود استفاده همرفتي جريان هاي در ناپايدار تغييرات توصيف براي سيالات ديناميک و فيزيک در که نيوئل-وايت هد سيستم سراسري فاز
زيستي فرايند بيانگر که سلکوف سيستم سراسري فاز نماي مطالعه به ۲۰۲۲ سال در نبوي و ايبره .[۱۲] است کرده مطالعه کامل به طور را
کردند ارائه پوآنکاره ديسک روي بر را واندرپل تعميم يافته مدار سراسري فاز نماي والز و ايبره ،۲۰۲۳ سال در .[۹] پرداختند، است گليکوليز

.[۸]
حائز و مفيد مختلف، جهات از آشوب نظريه ي و ديناميکي سيستم هاي در پوآنکاره ديسک روي سراسري فاز نماي و انشعابات مطالعه ي

کرد: اشاره زير به صورت مي توان آن ها از برخي به خلاصه به طور که است اهميت
نمايش محدود و فشرده ناحيه ي يک در را ديناميکي سيستم هاي تحولات مي دهد اجازه که است هندسي مدل يک پوآنکاره ديسک (۱
نقاط که آنجا از (۲ کنيم. بررسي نامحدود فاز فضاي نمايش به نياز بدون را سيستم کلي رفتار بتوان تا مي کند کمک ويژگي اين دهيم.
رفتار تغييرات مشاهده ي براي روش اين مي شوند، مشخص پوآنکاره ديسک در سيستم کلي ساختارهاي و ناپايدار و پايدار مسيرهاي ثابت،
مي کند، توصيف را نورون ها عملکرد و گذرا رفتارهاي که فيتزو-ناگاياما مدل مثال، به عنوان است. مفيد بسيار پارامترها تأثير تحت ديناميکي
را حدي سيکل هاي و پايداري دقيق بررسي امکان پوآنکاره ديسک روي آن ها تحليل که است تعادل نقاط و حدي مدارهاي جاذب ها، داراي
تغييرات به منجر مي توانند تحريک ميزان و بازيابي ضريب ورودي، جريان هاي مانند پارامترهايي زيستي، سيستم هاي در (۳ مي کند. فراهم
بحراني نقاط و کرد مطالعه فشرده و محدود فضاي يک در مي توان را تغييرات اين پوآنکاره، ديسک از استفاده با شوند. نوروني رفتار در ناگهاني
ناهنجار الگوهاي بهتر فهم به مي تواند پوآنکاره ديسک روي سراسري فاز تحليل نورولوژيک، بيماري هاي مدل سازي در (۴ کرد. شناسايي را
است. اهميت حائز سيستم پايداري پيش بيني و سيستم بلندمدت رفتار درک براي سراسري مرکز بررسي (۵ شود. منجر آن ها کنترل راه هاي و
مي کند. تغيير آريتمي به منظم ريتم از قلب ضربان چگونه که دهد نشان مي تواند سراسري مرکز عروقي، و قلبي سيستم هاي در مثال به عنوان

.[۷] است، پوآنکاره ديسک روي بر سراسري فاز نماي و موضعي انشعابات بررسي سراسري، مرکز مطالعه لازمه ي
روي بر آن سراسري فاز نماي تحليل همچنين و تباهيده حالت در (۱ .۱) سيستم موضعي انشعابات بررسي به مطالعه اي هيچ کنون تا
عميق تري درک به مي تواند که است مهم و جديد تحقيقاتي کار يک انجام براي انگيزه اي پژوهشي خلأ اين است. نشده انجام پوآنکاره ديسک

شود. منجر سيستم  اين ديناميکي رفتار از
اشاره پوآنکاره فشرده سازي و بزرگ نمايي مورد در اوليه مفاهيم و تعاريف به دوم بخش در است: شده بخش بندي زير به صورت مقاله اين
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هاپف چنگال، انشعاب جمله از موجود انشعاب منحني هاي و محاسبه a = 0 ازاي به سيستم متناهي تعادل نقاط سوم، بخش در است. شده
بالعکس) يا (و کانون به گره از تعادل نقطه نوع تغيير و شده) منشعب حدي سيکل پايداري بررسي منظور به لياپانوف ضربب محاسبه همراه (به
پوآنکاره ديسک در سيستم سراسري فاز نماهاي رسم و بررسي به چهارم بخش در است. شده بررسي نوروني واکنش هاي نظر نقطه از و ارائه

است: شده ارائه زير، قضيه قالب در مقاله اصلي نتيايج از يکي بخش، اين در است. شده پرداخته

مقادير ازاي به (۱ .۱) سيستم سراسري فاز نماي .۱ .۱ قضيه

{(a, b, c)
∣∣a = 0, b > 0, c < 0}, (۲ .۱)

پارامترهاي مختلف مقادير ازاي به و (۲) شکل با معادل توپولوژکي به طور

{(a, b, c)
∣∣a = 0, b < 0, c > 0}, (۳ .۱)

است. (۳) شکل در فاز نماهاي از يکي با معادل توپولوژيکي به طور

است. شده انجام عددي متعدد شبيه سازي هاي مقاله، در شده ارائه تحليلي نتايج آزمايي راستي منظور به پنجم بخش در و پايان در

مقدماتي مفاهيم و تعاريف ۲

بزرگ نمايي ۱ .۲
هرگاه مي ناميم صفر) خطي به طور (و پوچ توان را p تعادل نقطه باشد. X = (R,S) برداري ميدان از تعادل نقطه يک p کنيد فرض

.(DX(p) = 0) و باشد صفر با برابر DX(p) ويژه مقدار دو هر و DX(p) 6= 0 به ترتيب
پوچ توان تعادل نقاط همسايگي در حقيقي ديناميکي سيستم يک جواب هاي توپولوژيکي رفتار مطالعه در مهم روش هاي از بزرگ نمايي
بررسي دايره يا خط روي جديد تعادل نقاط و مي شود گسترده دايره يا خط يک به p تعادل نقطه روش اين در است. صفر خطي به طور و

کرد. خواهيم استفاده x جهت در بزرگ نمايي از مقاله اين در ما دارد. وجود بزرگ نمايي انجام براي متنوعي روش هاي مي شوند.
ديفرانسيل معادلات دستگاه

ẋ = R(x, y) = Rm(x, y) + · · · , (۱ .۲)
ẏ = S(x, y) = Qm(x, y) + · · · ,

(x, y) 7→ متغير تغيير اعمال با اکنون مي باشند. m ≥ 1 درجه از اي هاي جمله چند Qm و Rm آن در که بگيريد نظر در را
به صورت قطبي مختصات در (۱ .۲) سيستم (r cos(θ), r sin(θ))

ṙ =R(θ)r + · · · , (۲ .۲)
θ̇ =T (θ) + · · · ,

مختصات در T چندجمله اي مي نامند. مشخصه مسير را θ⋆ و (۱ .۲) سيستم مشخصه چندجمله اي را T چندجمله اي شد. خواهد بازنويسي
به صورت دکارتي

T (x, y) = xSm(x, y)− yRm(x, y) (۳ .۲)

شود. مي نوشته
x = 0 خط به را مبدأ تعادل نقطه نگاشت اين مي شود. تعريف (x, z) 7→ (x, zx) نگاشت به صورت x جهت در بزرگ نمايي

به x جهت در بزرگ نمايي با (۱ .۲) سيستم مي کند. تصوير

ẋ = R(x, xz), (۴ .۲)

ż =
Q(x, xz)− zS(x, xz)

x

مي شود. تبديل
بررسي x = 0 خط روي را (۴ .۲) سيستم تعادل نقاط رفتار است لازم تعادل، نقاط اطراف (۱ .۲) دستگاه جواب هاي رفتار بررسي براي

داد. خواهيم ادامه را بزرگ نمايي عمليات آنگاه باشند ناتباهيده نقاط، اين از تعدادي صورتي که در نمود.
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پوآنکاره سازي فشرده ۲ .۲
فاز نماي رسم براي است. غيرممکن عمل در که گيرد قرار بررسي مورد R2 صفحه ي کل مي بايست برداري، ميدان يک فاز نماهاي رسم در
به متناهي صفحه ي يک در فاز نماي رسم امکان روش، اين در کرد. استفاده پوآنکاره فشرده سازي از مي توان چندجمله اي، برداري ميدان هاي

مي شود. فراهم R2 صفحه ي کل در رسم جاي
همچنين باشد. x = P ∂

∂x1
+Q ∂

∂x2
به صورت برداري ميدان Qو = Q(x1, x2) و P = P (x1, x2) که مي کنيم فرض

.d = max(degree(P,Q))
پوآنکاره  کره ي ابتدا

S2 = {y = (y1, y2, y3) ∈ R3 : y21 + y22 + y23 = 1},

مي گيريم. نظر در (0, 0, 1) نقطه  در S2 بر مماس  R2 از صفحه اي به عنوان را  R2 صفحه ي و
نقطه دو اين کند. تصوير S2 از نقطه دو به را  (x1, x2) ∈ R2 نقطه ي هر f : R2 → S2 مرکزي تصوير کنيد فرض
استواي مدار که است واضح مي کند. وصل (x1, x2, 1) نقطه ي به را مختصات مبدأ که مي آيند پديد خطي با S2 کره ي برخورد از
القا S2 − S1 بر را x برداري ميدان R2 در x برداري ميدان است. R2 بي نهايت با تناظر در کره  از S1 = {y ∈ S2 : y3 = 0}
در ديگري و R2 شمالي نيم کره در آنها از يکي مي شود، تشکيل x برداري ميدان مبدأ به نسبت متقارن نسخه دو از x جديد ميدان مي کند.

جنوبي. نيم کره
مي شود. داده توسيع S2 روي برداري ميدان يک به ،ρ(y) = yd−1

3 =
(

1
∆

)d−1
= ∆1−d عامل در x برداري ميدان ضرب با

بي نهايت، در x ديناميکي رفتار مطالعه براي مي ناميم. R2 روي x برداري ميدان پوآنکاره  فشرده سازي را (p(x)) يافته توسعه برداري ميدان
شود. بررسي بايد S1 روي p(x) برداري ميدان رفتار

شکل به موضعي چارت شش S2 کره ي براي مي شود. استفاده رويه ها، با کار محاسبات براي موضعي (چارت هاي) نقشه هاي از

Ui = {y ∈ S2 : yi > 0}, Vi = {y ∈ S2 : yi < 0},

تعريف ϕi(y) = ψi(−y) = (ym/yi, yn/yi) به صورت ψi : Vi −→ R2 و ϕi : Ui −→ R2 متناظر نگاشت هاي و
مي دهيم. نشان (u, v) با i = 1, 2, 3 هر ازاي به را  ψi(y) و ϕi(y) مقادير .m < n ،i = 1, 2, 3 به طوريکه مي شوند

نقشه ي در  p(x) برداري ميدان که ديد مي توان آنگاه باشد، Dϕ1(y)x(x) به صورت شده تعريف برداري ميدان نمايش  x|U1
اگر

به صورت (U1, ϕ1) موضعي

u̇ = vd
[
−uP

(
1

v
,
u

v

)
+Q

(
1

v
,
u

v

)]
, v̇ = −vd+1P

(
1

v
,
u

v

)
,

به صورت (U2, ϕ2) موضعي نقشه ي در

u̇ = vd
[
P

(
u

v
,
1

v

)
− uQ

(
u

v
,
1

v

)]
, v̇ = −vd+1Q

(
u

v
,
1

v

)
,

به صورت (U3, ϕ3) موضعي نقشه ي در و

u̇ = P (u, v), v̇ = Q(u, v),

.[۲] مي باشند
x از نامتناهي تعادل نقاط است. پايا p(x) برداري ميدان جريان تحت و v = 0 با متناظر موضعي نقشه ي هر در S1 استواي مدار
تعادل نقطه يک نيز آن  قرينه باشد، نامتناهي تعادل نقطه  يک y ∈ S1 اگر همچنين دارند. قرار S1 روي که مي باشند p(x) از تعادلي نقاط

دارند. (مشابه) مخالف پايداري برداري، ميدان درجه  بودن (فرد) زوج صورت در تعادل نقطه  دو اين و است نامتناهي
مي D پوآنکاره ديسک را π(y1, y2, y3) = (y1, y2) نگاشت تحت y3 = 0 صفحه ي روي بر S2 بالايي نيم کره ي تصوير
بسته نيم کره روي را p(x) برداري ميدان جريان است کافي تنها مختصات، مبدأ به نسبت S2 جواب منحني هاي تقارن به توجه با نامند.

کنيم. مطالعه H+ ∪ S1 بالايي
که باشيد داشته توجه داريم. نياز پوآنکاره، ديسک در فاز نماي رسم براي π نگاشت تحت بالايي نيم کره در p(x) فاز نماي تصوير به
تعادل نقاط مطالعه  براي همچنين مي باشند. i = 1, 2, 3 ازاي به Vi و  Ui موضعي نقشه هاي در نامتناهي تعادل نقاط (u, 0) تعادل نقاط
موضعي نقشه از تعادل نقطه يک مختصات مبدأ آيا که کنيم تحقيق سپس و کنيم بررسي  U1 موضعي نقشه در را آن ها است کافي نامتناهي

خير؟ يا است U2



۷۷-۶۴ صفحه ۱ شماره ۱۵ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / نبوي عارفه و صدري نسرين ۶۸

متناهي تعادل نقاط ۳
به صورت متناهي تعادل نقطه سه حداکثر داراي a = 0 ازاي به (۱ .۱) سيستم مي پردازيم. a = 0 حالت در تعادل نقاط بررسي به اينجا در

است: زير

E1 : (0, 0), (۱ .۳)

E2 :

(
−
√

3(b− 1)

b
,
1

b

√
3(b− 1)

b

)
,

E3 :

(√
3(b− 1)

b
,−1

b

√
3(b− 1)

b

)
.

تعادل نقطه اگر هستند. نورون غشاي پتانسيل پايدار حالت هاي نشان دهنده تعادل نقاط فيتز و-ناگاياما، مانند نوروني مدل هاي در .۱ .۳ تذکر
صورت در و ندارد. خودبه خودي اسپايکينگ فعاليت و مي گردد باز استراحت وضعيت به آرامي به اوليه، تحريک از پس نورون باشد، پايدار
عصبي، شبکه هاي زمينه در شود. منجر اسپايکينگ يا نوساني فعاليت هاي به مي تواند و مي شود خارج استراحت وضعيت از سرعت به ناپايداري،

مي کنند. ارسال را (اسپايک ها) الکتريکي سيگنال هاي نورون ها آن در که دارد اشاره پديده اي به اسپايکينگ

است زير به صورت فوق تعادل نقاط از يک هر در ژاکوبي ماتريس دترمينان و اثر

Tr(E1) = c− b

c
, Det(E1) = 1− b, (۲ .۳)

Tr(E2,3) = −2c2b− 3c2 + b2

cb
, Det(E2,3) = 2(b− 1).

به صورت تعادل نقاط از يک هر در را ژاکوبي ماتريس ويژه مقادير تعادل، نقاط از يک هر اطراف در موضعي فاز نماز تعيين منظور به همچنين
مي کنيم محاسبه زير

λ1± =
c2 − b±

√
(c2 + b)2 − 4c2

2c
, (۳ .۳)

λ2,3± =
3c2 − b2 − 2c2b±

√
4c4b2 − 12c4b− 4c2b3 + 9c4 + 2c2b2 + b4

2cb
.

علامت تعيين همچنين و 4c4b2 − 12c4b− 4c2b3 +9c4 +2c2b2 + b4 و (c2 + b)2 − 4c2 عبارت هاي علامت بررسي با
داشت. خواهيم را زير نتايج تعادل، نقاط از يک هر در J ژاکوبي ماتريس اثر و دترمينان

انشعاب منحني از عبور با ديگر سوي از دارد. وجود c و b پارامترهاي مقادير تمام ازاي به مبدأ تعادل نقطه .۲ .۳ لم

TP = {(b, c)|b(b− 1) = 0} (۴ .۳)

داد. خواهد رخ Ei تعادل نقطه سه بين چنگال انشعاب و مي شوند متولد E2,3 تعادل نقاط

لم و مي شود ثابت b(b − 1) < 0 مقادير براي E3 و E2 تعادل نقاط وجود عدم (۱ .۳) معادله در سيستم تعادل نقاط به توجه با اثبات.
شد. خواهد اثبات

بيانگر مي تواند انشعاب اين مي شود. محسوب نوروني فعاليت الگوي تغيير براي مکانيزمي چنگال انشعاب زيستي، سيستم هاي در .۳ .۳ تذکر
را چندگانه پايدار حالت هاي ايجاد امکان انشعاب، اين آنجايي که از ديگر سوي از باشد. نورون ها در چندحالتي رفتار به آستانه اي رفتار از گذار

دارد. يادگيري و حافظه توسعه در مهمي نقش عصبي، شبکه هاي مدل هاي برخي در مي کند، فراهم
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انشعاب منحني هاي :۱ شکل

عبور با همچنين، است. کانون يا گره نوع از b < 1 مقادير ازاي به و زين نوع از همواره b > 1 مقادير ازاي به مبدأ تعادل نقطه .۴ .۳ لم
منحني از پارامترها

T 1
F = {(b, c)|b = −c2 ± 2c}, (۵ .۳)

کرد. خواهد تغيير برعکس و کانون به گره از مبدأ تعادل نقطه نوع

تعادل نقطه مقادير، اين ازاي به بنابراين و است منفي همواره b < 1 مقادير ازاي به مبدأ تعادل نقطه در ژاکوبي ماتريس دترمينان اثبات.
مي شود. اثبات راحتي به لم، دوم قسمت در شده مطرح ادعاي λ1± ويژه ي مقادير به توجه با ديگر سوي از است. زين يک مبدأ

گذر با به علاوه هستند. کانون يا گره جنس از b > 1 مقادير ازاي به و زين نوع از همواره b منفي مقادير ازاي به E2,3 تعادل نقاط .۵ .۳ لم
منحني از پارامترها

T 2,3
F =

{
(b, c)|

(
b2 + 2cb− 2c2b+ 3c2

) (
b2 − 2cb− 2c2b+ 3c2

)
= 0
}
, (۶ .۳)

مي شود. تبديل برعکس و کانون به گره از نقاط اين جنس

ندارند، وجود 0 < b < 1 مقادير ازاي به E2,3 تعادل نقاط که واقعيت اين و Det(E2,3) = 2(b − 1) اينکه به توجه با اثبات.
مي شود. نتيجه لم، دوم قسمت در شده مطرح ادعاي λ2,3± ويژه ي مقادير به توجه با ديگر سوي از مي شود. اثبات لم اول قسمت

انشعاب منحني از پارامترها عبور با و است (۱ .۱) سيستم براي تعادل نقطه يک مبدأ صورت اين در .a = 0 کنيد فرض .۶ .۳ لم

TH =
{
(b, c)|b = c2, −1 < c < 1

}
, (۷ .۳)

انشعاب منحني از عبور با و مبدأ اطراف در

T 2,3
H =

{
(b, c)|b = c

(
−c±

√
c2 + 3

)}
, (۸ .۳)

داد. خواهد رخ هاپف انشعاب E2,3 تعادل نقاط اطراف در
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۳ ناحيه (ج) ۲ ناحيه (ب) ۱ ناحيه (آ)

۶ ناحيه (و) ۵ ناحيه (ه) ۴ ناحيه (د)

(۱ .۴) مقادير ازاي به سراسري فاز نماي :۲ شکل

مقدار جفت يک ژاکوبي ماتريس b = c2 منحني روي بر ،(۳ .۳) معادله مبدأ، در ژاکوبي ماتريس با متناظر ويژه ي مقادير به توجه با اثبات.
اين در .b = c2 + ν به طوريکه بگيريد نظر در انشعاب پارامتر به عنوان را ν اکنون دارد. i

√
1− c2 به صورت محض موهومي ويژه

و l = c
32(c2−1)

داريم لياپانوف اول ضريب محاسبه با ديگر سوي از بود. خواهد برقرا نيز dReλ(ν)
dν

= − 1
2c

6= 0 تقاطع شرط صورت
مي شود. اثبات مشابه به طور E2,3 تعادل نقاط از شده منشعب هاپف انشعاب وقوع مي شود. ثابت مبدأ تعادل نقطه در هاپف انشعاب وقوع

در تغيير اين است. نوساني رفتار به ايستا حالت از سيستم رفتار تغيير معرف زيستي و عصبي سيستم هاي در هاپف انشعاب وقوع .۷ .۳ تذکر
تنظيم در که است نورون ها در برستينگ و اسپايکينگ دوره اي، فعاليت نتيجه در و غشايي پتانسيل نوسانات شروع معني به معمولاً نورون ها
(فعاليت ملايم تناوبي فعاليت شروع مي تواند بحراني (زير) فوق هاپف انشعاب نورون ها، در دارند. مهمي نقش مغزي اطلاعات پردازش و
نورون ها از گروهي يا نورون يک که مي شود گفته زماني به برستينگ عصبي، شبکه هاي زمينه در دهد. توضيح را نوروني) جهشي و ناگهاني

مي دهند. رخ انفجار به صورت پالس ها اين که به طوري مي کنند، توليد سريعي و متوالي اسپايک هاي
دارد. وجود زير ديناميکي پديده دو نظر، مورد سيستم در [ ۷ و ۶ معادله ،۴] .۸ .۳ لم

مي گيرد: شکل زير منحني امتداد در تقريبي به طور که ،TDhmc، دوگانه هموکلينيک چرخه .۱

b = −5

7
c− c

7

√
25c2 + 119

مي افتد: اتفاق زير منحني از عبور با تقريبي به طور که ،TSC ، حدي چرخه هاي زيني گره انشعاب .۲

b = − 5

14
c− c

14

√
25c2 + 336

bc < 0 حالت در سراسري فاز نماي ۴
مقادير ازاي به (۱ .۱) سيستم سراسري فاز نماي .۱ .۴ قضيه

{(a, b, c)
∣∣a = 0, b > 0, c < 0}, (۱ .۴)
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۷ ناحيه (آ)

(۲ .۴) مقادير ازاي به سراسري فاز نماي :۳ شکل

پارامترهاي مختلف مقادير ازاي به و (۲) شکل با معادل توپولوژکي به طور

{(a, b, c)
∣∣a = 0, b < 0, c > 0}, (۲ .۴)

است. (۳) شکل در فاز نماهاي از يکي با معادل توپولوژيکي به طور

به صورت اول موضعي چارت در (۱ .۱) سيستم اثبات.

u̇ =− cu2v2 − b

c
uv2 − cuv2 +

a

c
v3 − 1

c
v2 +

c

3
u, (۳ .۴)

v̇ =− cuv3 − cv3 +
c

3
v,

يک c > 0 ازاي به بنابراين است.
(

c
3
c
3

)
برابر ژاکوبي ماتريس ويژه مقادير و است v = 0 روي فوق سيستم تعادل نقطه تنها مبدأ است.

است پايدار گره يک c < 0 ازاي به و ناپايدار گره
است: زير به صورت دوم موضعي چارت در (۱ .۱) سيستم

u̇ =
1

c
u2v2 − a

c
uv3 − c

3
u3 +

b

c
uv2 + cuv2 + cv2, (۴ .۴)

v̇ =
1

c
uv3 − a

c
v4 +

b

c
v3.

،w =
v1
u1

آن در که (u, v) → (u1, w) بزرگ نمايي اعمال با است. صفر خطي قسمت با تباهيده تعادل نقطه يک (0, 0) نقطه
داريم:

u̇1 = −a
c
u1

4v1
3 +

1

c
u1

4v1
2 + cu1

3v1
2 +

b

c
u1

3v1
2 + cu1

2v1
2 − c

3
u1

3, (۵ .۴)

v̇1 = −cu12v13 − cu1v1
3 +

c

3
u1

2v1.

داريم: u1 مشترک عامل حذف با

u̇1 = −a
c
u1

3v1
3 +

1

c
u1

3v1
2 + cu1

2v1
2 +

b

c
u1

2v1
2 + cu1v1

2 − c

3
u1

2, (۶ .۴)

v̇1 = −cu1v13 − cv1
3 +

c

3
u1v1.

به نياز مجدد تعادل، نقطه نوع تعيين براي بنابراين است. فوق سيستم براي صفر خطي قسمت با تباهيده تعادل نقطه يک مبدأ مجدداً
را جهت ابتدا موجود، ديناميک هاي برخي ندادن دست از منظور به است، مشخصه مسير يک u1 = 0 آنجايي که از داريم. بزرگ نمايي انجام
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داريم: صورت اين در برمي گردانيم. u1 = v1 به u1 = 0 از (u1, v1) = (u2 − v2, v2) متغير تغيير انجام با

u̇2 =
1

3c

(
3c2u2v2 − c2u22 − 2c2v22 + 3c2u2v22 + 3bu22v

2
2 + 3c2u22v

2
2 + 3u32v

2
2 (۷ .۴)

− 6c2v32 − 6bu2v
3
2 − 9c2u2v

3
2 − 9u22v

3
2 − 3au32v

3
2 + 3bv42 + 6c2v42

+ 9u2v
4
2 + 9au22v

4
2 − 3v52 − 9au2v

5
2 + 3av62

)
,

v̇2 =
c

3
v2
(
u2 − v2 − 3v22 − 3u2v

2
2 + 3v32

)
.

داريم: ،w =
v3
u3

آن در که (u2, v2) → (u3, w) بزرگ نمايي با اکنون

u̇3 =
1

3c
u23

(
3c2v3 − c2 − 2c2v23 + 3c2u3v

2
3 + 3bu23v

2
3 + 3c2u23v

2
3 + 3u33v

2
3 − 6c2u3v

3
3 (۸ .۴)

− 6bu23v
3
3 − 9c2u23v

3
3 − 9u33v

3
3 − 3au43v

3
3 + 3bu23v

4
3 + 6c2u23v

4
3 + 9u33v

4
3

+ 9au43v
4
3 − 3u33v

5
3 − 9au43v

5
3 + 3au43v

6
3

)
,

v̇3 =
1

3c
u3v3(1− v3)

(
2c2 − 2c2v3 − 6c2u3v

2
3 − 3bu23v

2
3 − 6c2u23v

2
3 − 3u33v

2
3 + 3bu23v

3
3

+ 6c2u23v
3
3 + 6u33v

3
3 + 3au43v

3
3 − 3u33v

4
3 − 6au43v

4
3 + 3au43v

5
3

)
.

داشت: خواهيم را زير سيستم u3 مشترک عامل حذف با

u̇3 =
1

3c
u3

(
3c2v3 − c2 − 2c2v23 + 3c2u3v

2
3 + 3bu23v

2
3 + 3c2u23v

2
3 + 3u33v

2
3 − 6c2u3v

3
3 (۹ .۴)

− 6bu23v
3
3 − 9c2u23v

3
3 − 9u33v

3
3 − 3au43v

3
3 + 3bu23v

4
3 + 6c2u23v

4
3 + 9u33v

4
3

+ 9au43v
4
3 − 3u33v

5
3 − 9au43v

5
3 + 3au43v

6
3

)
,

v̇3 =
1

3c
v3(1− v3)

(
2c2 − 2c2v3 − 6c2u3v

2
3 − 3bu23v

2
3 − 6c2u23v

2
3 − 3u33v

2
3 + 3bu23v

3
3

+ 6c2u23v
3
3 + 6u33v

3
3 + 3au43v

3
3 − 3u33v

4
3 − 6au43v

4
3 + 3au43v

5
3

)
.

از: عبارت اند دارند قرار u3 = 0 خط روي بر که (۹ .۴) سيستم تعادل نقاط

E1 : (u3, v3) = (0, 0), E2 : (u3, v3) = (0, 1).

تعادل نقطه يک E2 ديگر، طرف از است. زين تعادل نقطه يک بنابراين و
(−c

3
2c
3

)
برابر E1 نقطه در ژاکوبي ماتريس ويژه مقادير

استفاده با ابتدا کار، اين انجام از پيش داريم. ديگري بزرگ نمايي انجام به نياز آن، نوع تعيين براي بنابراين است. صفر خطي قسمت با تباهيده
به صورت يافته انتقال سيستم مي دهيم. انتقال مختصات، مبدأ به را آن (u3, v3) = (u4, 1 + v4) متغير تغيير از

u̇4 =
1

3c
u4

(
− 3c2u4 − c2v4 − 12c2u4v4 + 3c2u24v4 − 2c2v24 − 15c2u4v

2
4 + 3bu24v

2
4 (۱۰ .۴)

+ 12c2u24v
2
4 − 6c2u4v

3
4 + 6bu24v

3
4 + 15c2u24v

3
4 − 3u43v

3
4 + 3au44v

3
4

+ 3bu24v
4
4 + 6c2u24v

4
4 − 6u34v

4
4 + 9au44v

4
4 − 3u34v

5
4 + 9au44v

5
4 + 3au44v

6
4

)
,

u̇4 =− 1

3c
v4(1 + v4)

(
− 6c2u4 − 2c2v4 − 12c2u4v4 + 3bu24v4 + 6c2u24v4 − 6c2u4v

2
4

+ 6bu24v
2
4 + 12c2u24v

2
4 − 3u34v

2
4 + 3au44v

2
4 + 3bu24v

3
4 + 6c2u24v

3
4

− 6u34v
3
4 + 9au44v

3
4 − 3u34v

4
4 + 9au44v

4
4 + 3au44v

5
4

)
.
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است.
سيستم روي بر (u4, v4) = (u5−v5, v5) چرخش اعمال با به ترتيب داده ايم، انجام (۶ .۴) سيستم روي بر که عمليات هايي مشابه

داشت: خواهيم u6 مشترک عامل حذف و (u5, v5) = (u6, u6v6) بزرگ نمايي سپس و (۱۰ .۴)

u̇6 =− 1

3c
u6
(
3c2 − 11c2v6 +O(|u6, v6|2)

)
, (۱۱ .۴)

v̇6 =
1

3c
v6(v6 − 1)

(
−9c2 + 6c2v6 +O(|u6, v6|2)

)
.

ماتريس ويژه مقادير هستند. u6 = 0 خط روي بر (۱۱ .۴) سيستم تعادل E6نقاط =
(
0, 3

2

)
E5و = (0, 1) ،E4 = (0, 0) نقاط

ويژه مقادير ديگر، طرف از هستند. زين تعادل نقطه نوع از بنابراين است.
(

2c
3

−c

)
و
(
−c
3c

)
برابر به ترتيب E5 و E4 نقطه در ژاکوبي

که مي گيريم نتيجه [۲] از (۱۹ .۲) قضيه از استفاده با است. نيمه هذلولوي تعادل نقطه يک و است
(
0
3c
2

)
برابر E6 تعادل نقطه با متناظر

است. ناپايدار گره (۲ .۴) مقادير ازاي به و زين نوع از (۱ .۴) مقادير ازاي به E6 تعادل نقطه
پنج به دوم و اول چارت هاي مبدا در موضعي فاز نماهاي و آن ها پايداري و متناهي تعادل نقاط مورد در شده اشاره اطلاعات به توجه با

رسيد. خواهيم (۳)(ب) در شده مشخص نواحي براي متفاوت توپولوژيکي رفتار

عددي شبيه سازي ۵

متلب نرم افزار کمک به عددي شبيه سازي هاي انجام به مقاله، در آمده دست به تئوري نتايج اثبات و آزمايي راستي منظور به بخش اين در
مي پردازيم.

E1 : تعادل نقطه به زمان جهت خلاف در (x0, y0) = (0.5, 0.5) اوليه شرط ازاي به سيستم مدارهاي ۴(الف)، شکل در .۱
است. تعادل نقطه اين ناپايداري نشان دهنده ي که مي شوند همگرا (x, y) ' (1,−0.6)

E2 : (x, y) ' تعادل نقطه به زمان جهت خلاف در (x0, y0) = (−0.05, 0.05) اوليه شرط ازاي به سيستم مدارهاي .۲
۴(ب). شکل است، تعادل نقطه اين ناپايداري نشان دهنده ي که مي شوند همگرا (−1, 0, 6)

E1 : (x, y) ' پايدار تعادل نقطه به ۴ ناحيه از (c, b) = (−2, 1.1) ازاي به سيستم مدارهاي ۴(ج)، شکل در .۳
مي شوند. همگرا (0.52,−0.47)

پايدار تعادل نقطه به (x0, y0) = (1, 0.02) اوليه شرط با و ۴ ناحيه از (c, b) = (−2, 1.1) ازاي به سيستم مدارهاي .۴
۴(د). شکل مي شوند، همگرا E2 : (x, y) ' (−0.52,−0.47)

۴(ه). شکل ،۴ ناحيه از (c, b) = (−2, 1.1) مقادير ازاي به مبدأ از شده منشعب حدي سيکل وجود .۵

.۵ ناحيه از (c, b) = (−2, 0.5) مقادير ازاي به مبدأ تعادل نقطه به سيستم مدارهاي همگرايي نشان دهنده ي ۴(و) شکل .۶

۴(ز). شکل ،۵ ناحيه از (c, b) = (−2, 0.5) مقادير ازاي به مبدأ تعادل نقطه اطراف در حدي سيکل وجود .۷

مي دهد. نشان را ۶ ناحيه از (c, b) = (−0.5, 0.5) مقادير ازاي به مبدأ تعادل نقطه واگرايي ۴(ح) شکل .۸

۴(ط). شکل ،E3 و E2 تعادل نقاط اطراف در حدي سيکل دو شدن منشعب .۹

۴(ي). دوگانه، هموکلينيک انشعاب وقوع .۱۰
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نتيجه گيري و بحث ۶
در عصبي پالس هاي توصيف براي سيستم يک به عنوان که است شده ارائه فيتزو-ناگاياما بعدي دو مدل از دقيقي تحليل مقاله، اين در
و چنگال مانند انشعاباتي وقوع و شده اند بررسي کامل به طور a = 0 حالت در سيستم اين تعادل نقاط مي شود. شناخته زيستي سيستم هاي
پيچيده اي رفتارهاي خاصي، شرايط تحت مي تواند مطالعه مورد سيستم که دادند نشان بررسي ها اين است. شده گرفته قرار تحليل مورد هاپف

مي کند. ايفا نوروني فعاليت هاي مدل سازي و زيستي پديده هاي در مهمي نقشي که کند تجربه را حدي سيکل هاي مانند
منحني هاي رسم با است. انشعابات ساختار اساس بر پارامترها فضاي مختلف نواحي دسته بندي پژوهش، اين دستاوردهاي مهم ترين از يکي
استفاده با همچنين، دارند. مشخصي ديناميکي ويژگي هاي يک هر که است شده تقسيم متناهي همبند ناحيه هاي به پارامترها فضاي انشعاب،
پوآنکاره ديسک روي بر پارامترها مختلف مقادير براي سيستم سراسري فاز نماي کلي ساختار بزرگ نمايي، و پوآنکاره فشرده سازي ابزارهاي از
با معادل توپولوژيکي حالات از يکي به مي تواند سيستم فاز نماي c, b پارامترهاي علامت و مقدار به بسته که دادند نشان نتايج شدند. بررسي
زيستي پارامترهاي تغييرات تأثير تحت سيستم اين ديناميکي رفتار تغيير چگونگي بهتر درک به تحليل ها اين شود. تبديل ۳ و ۲ شکل هاي
و مصنوعي عصبي شبکه هاي طراحي و زيستي سيستم هاي در غيرخطي رفتارهاي مدل سازي در مي توانند نتايج اين پايان، در مي کند. کمک

باشند. مفيد بيولوژيکي
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Abstract: Studying the performance and data transmission in the nervous system is one of the main ob-
jectives of neuroscience, and the FitzHugh-Nagumo system is one of the mathematical models introduced
in this field. So far, several families of FitzHugh-Nagumo systems have been introduced. In this paper,
we investigate the global phase portraits of a family of two dimensional FitzHugh-Nagumo system and
categorise the phase portraits on the Poincaré disc.
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