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محسوب مطلوب گزينه اي هدف، تابع تقريب در اول مرتبه روش هاي به نسبت بالاتر دقت به دليل نيوتن روش چکيده:
محاسبه از بي نيازي به دليل شبه نيوتن روش هاي مقابل، در دارد. هسي ماتريس صريح محاسبه به نياز حال، اين با مي شود؛
بهطوريکه است شبهنيوتن روش يک ارائه اينجا در ما هدف بوده اند. پژوهشگران توجه مورد همواره هسي ماتريس صريح
هسي ماتريس به عملگري ديد از ما روش باشد. داشته هم بالايي سرعت مناسب، بهصورت هسي تقريب عين در بتواند
در بردار يک و دريافت ورودي بردار يک که است خطي عملگر يک مانند ماتريس عملگري، ديدگاه طبق مي کند. نگاه
مي دهد. بهدست خروجي در بردار يک و دريافت را گراديان بردار يک ديدگاه اين طبق نيز هسي مي دهد. بهدست خروجي
داده نمايش عدد و بردار سري يک به وسيله ي و پايين رتبه تقريب به صورت بلکه صريح، بهصورت نه هسي ما روش در
افزونبر دارد. بالايي اجراي سرعت دليل همين به و دارد را موازي بهصورت محاسبات انجام قابليت ما روش مي شود.
به نسبت شده، ارائه روش که مي دهد نشان نيز آمده بهدست نتايج دارد. را محدود حافظه با کار توانايي ما روش اين،
به نسبت ما روش دارند، متغير زيادي تعداد که مسائلي در همچنين دارد. بيشتري سرعت L-BFGS شبهنيوتن روش
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٧٩ موازي بهصورت اجرا قابليت و محدود حافظه ي با شبهنيوتن بهينهسازي روش يک ارائه

مقدمه ١
است: f(w) مانند تابع يک براي w∗ بهينه پارامتر يک يافتن هدف نامقيد بهينهسازي در

w∗ = argmin
w∈Rd

f(w). (١. ١)

فرمول از بهينه پارامتر آوردن بهدست براي خطي، جستجوي روشهاي در

wk+١ = wk + αkpk, (١. ٢)

بهصورت اغلب و ميدهد نشان را حرکت جهت pk و است گام طول αk فرمول اين در ميشود. استفاده

pk = −B−١
k ∇fk, (١. ٣)

.[١] است ناتکين و متقارن ماتريس يک Bk عبارت اين در که ميشود تعريف
گراديان روي Bk ماتريس معکوس است. بهينه سازي روش هاي چالش هاي از يکي آن ذخيره سازي نحوه و Bk ماتريس آوردن بهدست
روش هاي به منجر Bk انتخاب نحوه مي کند. تعيين را w پارامتر بهروزرساني نحوه و بهينه سازي جهت خروجي، و مي شود اعمال (∇fk) تابع
مشتق و هسي آوردن بهدست اما است. هسي٢ ماتريس همان که مي گيرد نظر ٢fk∇در را Bk نيوتن روش مي شود. متفاوتي بهينه سازي
نظر در I هماني٣ ماتريس يک را Bk ، کاهش تندترين روش است. پرهزينه بسيار بالا ابعاد در بهخصوص محاسباتي نظر از دوم مرتبه
هر در که است هسي از تقريبي Bk شبهنيوتن، روش هاي در نمي دهد. بهدست بهينه سازي منحني از دقيقي تخمين روش اين اما مي گيرد.
نظرگيري در با فقط و ندارند دوم مرتبه مشتق به نيازي مي زنند، تقريب را هسي که حال عين در روشها اين مي شود. بهروزرساني ۴ تکرار

مي آورند. بهدست هدف تابع از خوبي تقريب گراديان، تغييرات
شده ارائه نيز [٧ ،۶] L-BFGS نام با الگوريتم اين محدود حافظه نسخه است. [۵–٢] BFGS معروف، شبهنيوتن روش هاي از يکي
قبلي لحظات در گراديان تغييرات از (m) محدودي تعداد نگهداري با و مي کند عمل بهينه بسيار محاسباتي نظر از L-BFGS روش است.
حوزه هاي در زيادي کارهاي که است شده باعث بزرگ مزيت اين .Hk = B−١

k فرمول اين در که آورد بهدست را Hk∇fkمقدار مي تواند
شود. انجام الگوريتم اين روي بر [٩ ،٨] تصادفي گراديان و ماشين يادگيري بهخصوص مختلف

محاسبه است. سريالي محاسبات شامل L-BFGS روش از بخشي کنيم. کار الگوريتم اين روي ما تا شد باعث L-BFGS اهميت
داد. انجام موازي بهصورت را محاسبات نتوان تا مي شود باعث امر اين و است وابسته قبل مرحله خروجي به مرحله هر ورودي يعني سريالي
حلقه دو در m به محاسبات اين وابستگي و سريالي محاسبات نحوه دارد. بستگي m حافظه طول به سريالي محاسبات اين ، L-BFGS در

است. مشاهده قابل ١ الگوريتم در for
ماتريس ما باشند. داشته موازي سازي امکان که است محاسباتي با آن ها جايگزيني و L-BFGS از سريالي محاسبات حذف ما هدف
برمي گرداند. ما به خروجي گراديان يک و دريافت را ورودي گراديان لحظه هر در که عملگري مي کنيم. بررسي عملگر يک ديد از را Hk

آن از پايين رتبه تقريب يک کنيم، استفاده Hk ماتريس از مستقيما اينکه بهجاي ما دارد. زيادي هزينه آن با کردن کار و Hk ماتريس ذخيره
کار محدود حافظه با L-BFGS مانند نيز ما روش مي دهيم. انجام تقريب اين اساس بر را مقادير ذخيرهسازي و محاسبات و مي آوريم بهدست
زير فرمول مانند نمايش يک آوردن بهدست ما هدف کلي بهطور دارد. نگه جاري لحظه تا ابتدايي گام از را مقادير تمام نيست نياز و مي کند

است: Hk ماتريس براي

Hk =
r∑

i=١

σiuiv
T
i . (۴ .١)

در است. Hk پايين رتبه تقريب جهت لازم مقادير و بردارها تعداد هم r است. اسکالر يک σi و بعدي d بردارهايي vi و ui معادله اين در
است. O(rd) مرتبه از ما موردنياز حافظه شود. حفظ همواره Hk ماتريس تقارن که مي شوند انتخاب گونه اي به vi و ui بردارهاي ما روش

دارد. خطي رشد d به نسبت ما الگوريتم مصرفي حافظه ميزان که گفت مي توان نتيجه در
Hessian Matrix٢

Identity Matrix٣

Iteration۴
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محاسبه fkHk∇را مقدار ماتريس در ماتريس و بردار در ماتريس ضرب با فقط بتوانيم تا مي شود باعث پايين رتبه بهصورت Hk تقريب
L-BFGS از که مي کنيم ارائه محدود حافظه مدل يک ما واقع در ندارد. سريالي محاسبات ، L-BFGS خلاف بر ما الگوريتم نتيجه در و کنيم
تا ما روش دو، درجه مساله نظير مسائل برخي در که مي دهد نشان آزمايش ها است. L-BFGS با مرتبه هم موردنياز، حافظه نظر از و سريعتر

ميکند. عمل سريعتر بالا، ابعاد با مسائل در BFGS با مقايسه در ما روش همچنين مي کند. عمل L-BFGS از سريعتر برابر ١٠ حدود
روش بخش ٣ در آن از پس مي پردازيم. پيشين کارهاي و L-BFGS و BFGS معرفي به بخش ٢ در است. زير شرح به مقاله ساختار
به بخش ۵ در سرانجام مي کنيم. بررسي را آمده بهدست نتايج و شده انجام آزمايش هاي بخش ۴ در سپس مي دهيم. توضيح را شده ارائه

مي پردازيم. آتي کارهاي و موضوع جمع بندي

پيشين کارهاي و L-BFGS ، BFGS ٢
گراديان ها اختلاف کمک با اغلب تقريب ها اين هستند. آن از تقريبي بهدنبال هسي، ماتريس دقيق محاسبه بهجاي شبهنيوتن روش هاي
روش هاي معروفترين از يکي ميشود. بهروز پايين رتبه فرمول يک بهوسيله ي تکرار هر در که است هسي از تقريب يک B مي آيد. بهدست

مي شود: به روز زير فرمول با تکرار هر در که مي کند استفاده آن تقريب از هسي، دقيق محاسبه به جاي BFGS است. BFGS شبهنيوتن،

Bk = Bk−١ −
Bk−١sk−١s

T
k−١Bk−١

sTk−١Bk−١sk−١
+

yk−١y
T
k−١

yTk−١sk−١
(٢. ١)

هستند: زير عبارات معادل yk−١ و sk−١ فرمول اين در

sk−١ = wk − wk−١, (٢. ٢)

yk−١ = ∇fk −∇fk−١. (٢. ٣)

مي دهد. نشان را متوالي لحظه دو گراديان هاي اختلاف (٢. ٣) معادله است. متوالي لحظه دو در پارامترها اختلاف نشاندهندهي (٢. ٢) معادله
پيوست ،[١] کتاب به مثال، (براي شرمن-موريسون-وودبري فرمول کمک با ميتوانيم آنگاه کنيم، تعريف Bk−١ معکوس را Hk−١ اگر

بهصورت را (٢. ١) فرمول بنگريد.)، ۶١٣ و ۶١٢ صفحات A،

Hk = ΛT
k−١Hk−١Λk−١ + ρk−١sk−١s

T
k−١. (۴ .٢)

هستند: زير عبارات برابر Λk−١ و ρk−١ فرمول اين در که کنيم بازنويسي

ρk−١ =
١

yTk−١sk−١
, (۵ .٢)

Λk−١ = I − ρk−١yk−١s
T
k−١. (۶ .٢)

است. زياد تقريب اين ذخيره و محاسبه هزينه هم باز اما مي آورد، بهدست را آن از تقريبي ، ∇٢fk محاسبه به جاي BFGS اينکه با
L-BFGS در شد. ارائه L-BFGS نام با الگوريتم اين محدود حافظه نسخه مشکل، اين حل براي باشد. زياد متغيرها تعداد وقتي بهخصوص
در کليدي نقشي بردارها جفت اين هستند. {yi, si} بردارهاي جفت همان که مي کنيم نگهداري بردار تعدادي ،Hk صريح ذخيره به جاي
طول نشان دهنده ي که مي شود مشخص m نام به پارامتر يک توسط ذخيرهشده، بردارهاي تعداد دارند. تقريبي هسي ماتريس بهروزرساني
را Hk∇fk مقدار سپس مي شوند. استفاده Hk ضمني تقريب و ساخت براي L-BFGS توسط ذخيرهشده بردارهاي است. الگوريتم حافظه
مي شود محاسبه Hk∇fk مقدار L-BFGS در که کنيد دقت آورد. بهدست برداري جمعهاي و داخلي ضربهاي سري يک انجام با مي توان
آن در که آورد بهدست را (٢. ٧) فرمول مي توان (۴ .٢) فرمول کمک با و L-BFGS بودن تکراري ماهيت بهتر درک براي .Hk مقدار نه و

مي آيد: بهدست تکرار هر در تکراري و مشابه عمليات سري يک با Hk

Hk =(ΛT
k−١ · · ·ΛT

k−m)H
٠
k(Λk−m · · ·Λk−١)

+ ρk−m(Λ
T
k−١ · · ·ΛT

k−m+١)sk−ms
T
k−m(Λk−m+١ · · ·Λk−١)

+ ρk−m+١(Λ
T
k−١ · · ·ΛT

k−m+٢)sk−m+١s
T
k−m+١(Λk−m+٢ · · ·Λk−١)

+ · · ·+ ρk−١sk−١s
T
k−١,

(٢. ٧)
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L-BFGS بازگشتي حلقه دو الگوريتم ١ الگوريتم
q ← ∇fk :١

i = k −m تا i = k − ١ ازاي به ۴ و ٣ خطوط تکرار :٢
αi ← ρis

T
i q :٣

q ← q − αiyi :۴
r ← H٠

kq :۵
i = k − ١ تا i = k −m ازاي به ٨ و ٧ خطوط تکرار :۶

β ← ρiy
T
i r :٧

r ← r + si(αi − β) :٨
Hk∇fk = r :٩

L-BFGS ٢ الگوريتم
w٠ انتخاب :١

m > ٠ انتخاب :٢
k ← ٠ :٣

توقف شرط برقراري زمان تا ١١ تا ۵ خطوط تکرار :۴
H٠

k انتخاب :۵
١ الگوريتم از pk ← −Hk∇fk :۶

باشد) وُلف۵برقرار شرايط که ميشود انتخاب طوري αk) wk+١ ← wk + αkpk :٧
شود حذف sk−m, yk−m است k > m اگر :٨

sk ← wk+١ − wk :٩
yk ← ∇fk+١ −∇fk :١٠

k ← k + ١ :١١

مي توان را H٠
k اوليه مقدار معادله اين در

H٠
k = γkI, (٢. ٨)

عبارت اين در که گرفت. نظر در

γk =
sTk−١yk−١

yTk−١yk−١
. (٢. ٩)

حلقه هر دارد. وجود حلقه دو الگوريتم اين در .(١ (الگوريتم ميآيد بهدست L-BFGS حلقه دو تکرار الگوريتم ،(٢. ٧) فرمول کمک با
نياز خود، محاسبات براي تکرار هر يعني مي شود. انجام سريالي بهصورت محاسباتشان حلقه دو هر مي شود. تکرار (m) حافظه طول اندازه به
Hk∇fk آوردن بهدست از بعد است. موازيسازي قابليت عدم و آنها بودن زمان بر سريالي الگوريتم هاي مشکل دارد. قبلي تکرار خروجي به
تا روند اين تکرار با و مي شود محاسبه yk و sk جديد مقادير آن طبق و مي آيد بهدست wk+١ جديد مقدار (αk) گام طول تعيين همچنين و
و k گام در f تابع گراديان نرم براساس ميتواند توقف شرط .(٢ (الگوريتم مي آيد بهدست L-BFGS الگوريتم توقف، شرط برقراري زمان
مي تواند توقف شرط ماشين يادگيري حوزه در شده انجام کارهاي در همچنين شود. تعيين متوالي گام دو در f(w) يا و w تغييرات ميزان يا
مي توانيم مي شود،  تعريف زيان تابع بر مبتني اغلب هدف تابع چون ماشين يادگيري درکارهاي باشد. هدف تابع براي مشخص مقدار به رسيدن
يک براساس مي تواند توقف شرط موارد، برخي در همچنين شود. متوقف اجرا شد، ٠/٠٠٠١ از کمتر هدف تابع مقدار اگر مثال براي بگوييم

شود. تعيين تکرارها تعداد در محدوديت يا و زماني محدوديت
و L-BFGS .[١٠ ،٨] شده اند ارائه الگوريتم ها اين تحليل همچنين و BFGS و L-BFGS بهبود و تعميم جهت در زيادي روش هاي
گونه اي به را BFGS الگوريتم دارند سعي [١١] برخط BFGS نظير شده ارائه روش هاي برخي مي کنند. استفاده گراديان از دو هر BFGS
نام با که [١٢] شده منظم تصادفي BFGS نظير برخط BFGS از ديگري نسخه هاي کند. کار به خوبي نيز تصادفي گراديان با تا دهند تغيير

دارد. اوليه برخط نسخه به نسبت بيشتري پايداري که شده ارائه نيز مي شود شناخته هم RES
اين البته که [١۴ ،١٣] برسند خطي فوق همگرايي نرخ به توانستند و کرده اند کار BFGS همگرايي نرخ بهبود روي مقالات برخي
است شده ارائه نيز L-BFGS براي برخطي نسخه هاي .[١۵] است شده آزمايش محدب قوياً توابع روي يا و است محلي نوع از يا همگرايي

.٣۶ تا ٣٣ صفحات ،٣ فصل ،[١] کتاب به بنگريد مثال، ۵براي
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نرخ به تا استفاده مي کنند دارند وجود [١٧–١٩] اول مرتبه روش هاي در که واريانسي کاهش تکنيک هاي از روش ها اين از برخي .[١۶]
گراديان نويز کمشدن به منجر [١٨] در شده ارائه واريانس کاهش روش هاي از استفاده [٩] در مثال براي يابند. دست بهتري همگرايي
در سعي نوعي به کدام هر که شدند ارائه راستا همين در نيز ديگري روش هاي است. خطي همگرايي نرخ دستاوردش که است شده تخميني
کرده اند پيدا دست نيز محلي خطي فوق همگرايي نرخ به برخي بين اين در .[٢٠–٢٢] دارند همگرايي نرخ بهبود و گراديان نويز کاهش

نيستند. کاربردي بالا، ابعاد با داده هاي در روش ها اين اغلب هرچند .[٢۵–٢٣]
ناهموار توابع حوزه در نيز مقالاتي .[٢٧ ،٢۶] کرده اند کار هسي ماتريس فشرده نمايش روي مقالات برخي نويز، کاهش مبحث علاوهبر
برخي حوزه، اين در الگوريتم ها دسته اي آموزش و [٣٠ ،٢٩] ماشين يادگيري حوزه اهميت به توجه با .[٢٨] مي کنند کار محدب البته و
با آنها بهينه سازي و غيرمحدب هزينه توابع روي کار همچنين .[٣١] کرده اند تمرکز دسته ها پردازش توزيع و کردن موازي روي مقالات
مختلفي روش هاي .[٣۴–٣٢ ،٢٢ ،٢١] است شده انجام آن روي زيادي کارهاي که است مهمي حوزه هاي ديگر از شبهنيوتن روش هاي
BFGS الگوريتم دو روي زيادي بهبودهاي و تعميمها کلي بهطور .[٣۵] است شده ارائه L-BFGS در حافظه مناسب اندازه تعيين براي هم

برخوردارند. زيادي اهميت از الگوريتم ها اين مي دهد نشان که است شده ارائه L-BFGS و

شده ارائه روش ٣
موازي بهصورت محاسبات انجام توانايي عدم و اجرا سرعت کاهش به منجر که است سريالي محاسبات نيازمند L-BFGS حلقه دو الگوريتم
ما منظور بدين کرد. اجرا نيز موازي بهصورت را آنها بتوان که است محاسباتي با آنها جايگزيني و سريالي محاسبات اين حذف ما هدف مي شود.
بهدست خروجي يک و دريافت را ورودي گراديان که است عملگر يک H ماتريس ديدگاه اين در مي کنيم. نگاه مساله به عملگري ديدگاه از
اين محاسبه و ذخيرهسازي براي بنابراين دارد. دو مرتبه از زيادي مصرفي حافظه و محاسباتي هزينه صريح بهصورت H ذخيره مي دهد.
نيست. هسي ماتريس تقريب در سريالي محاسبات به نيازي رويکرد اين طبق آوريم. بهدست H از پايين رتبه تقريب يک تکرار، هر در عملگر
خطي مرتبه از d به نسبت نيز مصرفي حافظه ميزان رشد و دارد را m محدود حافظه با کار توانايي L-BFGS مانند ما الگوريتم همچنين
L-BFGS به نسبت برابر ده تا را اجرا سرعت دو درجه مساله نظير مسائل برخي در مي تواند رويکرد اين اعمال ما آزمايش هاي طبق است.
رتبه تقريب اين اساس بر را Hk∇fk مقدار سپس مي کنيم. معرفي Hk ماتريس براي پايين رتبه تقريب يک ابتدا ادامه در دهد. افزايش

مي آوريم. بهدست پايين
k + ١ لحظه در عملگر با متفاوت k لحظه در عملگر يعني دارد. بهروزرساني به نياز تکرار هر در عملگر، يک عنوان به H ماتريس
تجزيه را Hk−١ مي توانيم (۴ .١) معادله طبق کنيد فرض آوريم. بهدست Hk براي پايين رتبه تقريب يک بايد تکرار هر در بنابراين است.

کنيم:

Hk−١ =
r∑

i=١

σiuiv
T
i . (٣. ١)

است. Hk−١ پايين رتبه تقريب جهت لازم مقادير و بردارها تعداد هم r است. اسکالر يک σi و بعدي d بردارهايي vi و ui معادله اين در
با است. ٣ برابر عدد اين ما روش در ولي دارد بستگي پياده سازي نوع به b مقدار است. عددي ثابت يک b که است m× b برابر r مقدار

کرد: بازنويسي زير شکل به را (٣. ١) معادله مي توان r مقدار کردن باز

Hk−١ =
k−١∑

i=k−m

b∑
j=١

σi,jui,jv
T
i,j. (٣. ٢)

عناصر قديميترين آنگاه باشد، رسيده m به حافظه در ذخيرهشده عناصر تعداد اگر است، محدود حافظه روش يک ما روش اينکه به توجه با
Hk−١ از مستقيما Hk آوردن بهدست براي ما توضيح اين به توجه با ميشوند. ذخيره حافظه در جديد عناصر و ميشوند حذف حافظه از

ميشود: تعريف زير بهصورت که ميکنيم استفاده Ĥk−١ از بلکه نميکنيم، استفاده

Ĥk−١ =
k−١∑

i=k−m+١

b∑
j=١

σi,jui,jv
T
i,j. (٣. ٣)

ميآوريم: بهدست Ĥk−١ اساس بر را Hk مقدار زير، فرمول کمک با اکنون شدهاند. حذف i = k −m لحظه مقادير (٣. ٣) در

Hk = ΛT
k−١Ĥk−١Λk−١ + ρk−١sk−١s

T
k−١. (۴ .٣)
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مي رسيم. (۶ .٣) معادله به فاکتورگيري ها و ضربها انجام با و (۵ .٣) معادله به (۴ .٣) در (٣. ٣) معادله از Ĥk−١ مقدار جايگذاري با سپس

Hk =ρk−١sk−١s
T
k−١ + (I − ρk−١sk−١y

T
k−١)

(
k−١∑

i=k−m+١

b∑
j=١

σi,jui,jv
T
i,j)(I − ρk−١yk−١s

T
k−١),

(۵ .٣)

Hk =
k−١∑

i=k−m

b∑
j=١

σi,jui,jv
T
i,j

− ρk−١sk−١

k−١∑
i=k−m+١

b∑
j=١

σi,jy
T
k−١ui,jv

T
i,j

− ρk−١

k−١∑
i=k−m+١

b∑
j=١

σi,jv
T
i,jyk−١ui,js

T
k−١

+ ρk−١)١+ ρk−١

k−١∑
i=k−m+١

b∑
j=١

σi,jy
T
k−١ui,jv

T
i,jyk−١)sk−١s

T
k−١.

(۶ .٣)

اين کنيم. ذخيره و دهيم نشان اسکالر و بردار سري يک براساس را آن ،Hk صريح محاسبه بهجاي مي توانيم (۶ .٣) معادله براساس
وجود آن در sk−١ يا yk−١ نظير جديدي متغير هيچ و است قبل لحظات از جملات جمع حاصل اول جمله است. جمله ۴ جمع حاصل عبارت
σk,١, σk,٢, σk,٣ اسکالر ٣ و (uk,١, vk,١), (uk,٢, vk,٢), (uk,٣, vk,٣) بردار جفت ٣ قالب در ميتوان را ديگر جمله سه ندارد.
را σi,j مقادير و vi,j و ui,j بردارهاي اوليه مقدار k = ٠ ابتدايي گام در همچنين .b = ٣ حالت اين در کرد. ذخيره ١ جدول بهصورت

ميکنيم: تعريف زير بهصورت

σi,j = ٠ and vi,j = ui,j = ٠ if i ≤ ٠ (٣. ٧)

به vi,j و ui,j بردارهاي تعيين و اوليه مقدار تعيين نحوه مي دهيم. قرار (sT٠ y٠/yT٠ y٠) × I برابر هم را H ماتريس براي اوليه مقدار
محاسبه زير بهصورت را Hk∇fk مقدار ميتوانيم پايين، رتبه بهصورت Hk ذخيرهسازي با باشد. متقارن Hk ماتريس که است گونهاي

کنيم:

Hk∇fk =
k∑

i=k−m+١

b∑
j=١

σi,jui,jv
T
i,j∇fk (٣. ٨)

در پايين رتبه تقريب اسکالرهاي و بردارها ضرب با فقط k تکرار هر در و ندارد سريالي محاسبات به نياز ما توسط شده ارائه الگوريتم
است. O(mbd) مرتبه از ما الگوريتم براي موردنياز حافظه ميزان مي آورد. بهدست را Hk∇fk مقدار گراديان،

.j = ١, ٢, ٣ ازاي به vk,j و uk,j ،σk,j مقادير :١ جدول
σk,١ −ρk−١
uk,١ sk−١

vk,١
∑k−١

i=k−m+١
∑b

j=١ σi,jy
T
k−١ui,jvi,j

σk,٢ −ρk−١

uk,٢
∑k−١

i=k−m+١
∑b

j=١ σi,jv
T
i,jyk−١ui,j

vk,٢ sk−١

σk,٣ ρk−١)١+ ρk−١
∑k−١

i=k−m+١
∑b

j=١ σi,jy
T
k−١ui,jv

T
i,jyk−١)

uk,٣ sk−١
vk,٣ sk−١
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است. خطي جستجوي بدون چپ شکل و خطي جستجوي با راست شکل بعدي. ۵٠٠ دو درجه مساله روي نتايج :١ شکل

است. خطي جستجوي بدون چپ شکل و خطي جستجوي با راست شکل بعدي. ٢٠٠٠ دو درجه مساله روي نتايج :٢ شکل

نتايج و آزمايشها ۴
BFGS و است آمده [٣۶] PyTorch در L-BFGS پيادهسازي ميکنيم. مقايسه BFGS و L-BFGS با را خود روش ما بخش، اين در
پايتون برنامهنويسي زبان براساس که است باز منبع ماشين يادگيري کتابخانه يک PyTorch ميکنيم. پيادهسازي اساس همين بر هم را
گيگاهرتز ۴/٢ فرکانس با پردازنده يک و رم گيگابايت ١۶ با سختافزاري روي آزمايش ها تمام است. شده داده توسعه Torch کتابخانه و

است. حافظه مگابايت ٨١٩٢ با GTX١٠٨٠ هم استفاده مورد گرافيکي پردازنده و است شده اجرا

دو درجه مساله ١ .۴
است: زير بهصورت آزمايش اين در هدف تابع

f(w) = ∥Aw − b∥٢. (١ .۴)

و تصادفي صورت به را بردار و ماتريس اين است. ١ در n بردار يک b همچنين .d < n که است d در n ماتريس يک A بالا عبارت در
استفاده برداري نمونه براي ١ معيار انحراف و ٠ ميانگين با نرمال توزيع يک از تابع اين ميکنيم. ايجاد Pytorch در randn تابع کمک با
آزمايش بعدي ٢٠٠٠ و ۵٠٠ مساله دو روي اينجا در است. مساله اين براي مناسب wd×١ پارامتر مجموعه اوردن دست به هدف ميکند.
را گام طول است. n = ٢٢٠٠ و d = ٢٠٠٠ بعدي ٢٠٠٠ مساله در و n = ٧٠٠ و d = ۵٠٠ بعدي ۵٠٠ مساله در مي کنيم.
٢٠٠٠ براي و ١٠٠ برابر را شده ارائه روش و L-BFGS حافظه طول بعدي ۵٠٠ مساله براي مي گيريم. نظر در ١ بهينهسازها تمام براي

مي دهيم. انجام خطي جستجوي بدون و با حالت دو در را آزمايشها همچنين مي گيريم. نظر در ۴٠٠ برابر بعدي
تقريب با بهينه نقطه به روش سه هر آزمايش ها تمام در است. آمده ٢ شکل در بعدي ٢٠٠٠ نتايج و ١ شکل در بعدي ۵٠٠ نتايج
٢٠٠٠ مساله در اما است. داشته ديگر روش دو به نسبت بهتري عملکرد زماني نظر از BFGS بعدي ۵٠٠ مساله در رسيده اند. خوبي بسيار
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تکرار هر اجراي زمان :٣ شکل

بعدي. ١٠ نمونه اي ٢٠٠٠ داده مجموعه ازاي به لولا زيان تابع آزمايش نتيجه :۴ شکل

داده اختصاص خود به را اجرا زمان بيشترين زيادي اختلاف با L-BFGS آزمايشها تمام در همچنين است. کرده عمل بهتر ما روش بعدي
است.

حافظه اندازه آن در که ميکنيم طراحي بعدي ٢٠٠٠ داده روي آزمايشي L-BFGS با خود روش اجراي سرعتِ دقيقترِ مقايسه براي
روش ، ١۵٠٠ تکرار در مثال براي است. آمده تکرار هر در اجرا زمان شکل اين در است. آمده ٣ شکل در نتايج ميگيريم. نظر در ٢۵٠٠ را

است. سريعتر L-BFGS از برابر ١٠ حالت اين در ما روش يعني مي برد. زمان ثانيه ٠/٢٧ حدود L-BFGS در و ثانيه ٠/٠٢٧ حدود ما

(Hinge loss) لولا زيان تابع ٢ .۴
مي کنيم: استفاده لولا زيان تابع از L-BFGS و BFGS با شده ارائه روش مقايسه و ارزيابي براي بخش اين در

lhinge(z) = max(٠, ١− z). (٢ .۴)

داده n = ٢٠٠٠ شامل مجموعه اين است. داده آن برچسب ti و i شماره داده ويژگي xi که مي کنيم طراحي داده مجموعه يک اينجا در
و بالا توضيحات براساس هستند. تفکيک قابل خطي صورت به که است داده دسته دو داراي مجموعه اين همچنين است. بعدي d = ١٠

ميکنيم: تعريف زير صورت به را هدف تابع لولا، زيان تابع همچنين
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California housing داده مجموعه روي خطي رگرسيون :۵ شکل

f(w, b) =
n∑

i=١

lhinge(ti(w
Txi − b)). (٣ .۴)

حافظه طول آزمايش اين در است. xi ورودي ازاي به مدل خروجي wTxi − b درنتيجه و هستند مدل پارامترهاي b و w بالا عبارت در
قابل ۴ شکل در نتايج مي گيريم. نظر در ١ روش، سه هز براي را گام طول همچنين ميگيريم. نظر در ٣٠٠ را خودمان روش و L-BFGS

است. کرده عمل کندتر کمي BFGS به نسب اما است رسيده پاسخ به کمتري زمان در L-BFGS به نسبت ما روش است. مشاهده

خطي رگرسيون ٣ .۴
ميانگين خطاي از همچنين است. بعدي ٨ داده ٢٠۶۴٠ شامل که مي کنيم استفاده California housing داده مجموعه از بخش اين در
نظر در ٢٠٠ برابر L-BFGS و شده ارائه روش دو هر براي را حافظه طول ميکنيم. استفاده ارزيابي معيار عنوان به (MSE۶) مربعات
۵ شکل در رگرسيون نتيجه مي دهيم. قرار ٠/٠١ برابر L-BFGS و BFGS شده، ارائه روش سه هر براي را گام طول همچنين ميگيريم.
ما روش آن از پس است. رسيده کمينه زيان به ثانيه ٠/٨۵ زمان در و است کرده عمل بهتر زماني نظر از BFGS آزمايش اين در است. آمده

رسيدهاند. کمينه زيان به ٣/٧ با L-BFGS و ١/٧ زمان با

مصنوعي عصبي شبکه هاي با داده ها طبقه بندي ۴ .۴
BFGS و L-BFGS شده، ارائه روش از بهينه سازي براي و کنيم طبقه بندي مصنوعي عصبي شبکه هاي با را داده ها مي خواهيم بخش اين در
مي شود انجام داده مجموعه دو روي آزمايش ها است. تصادفي گراديان حالت در شده ارائه روش ارزيابي اينجا در ما هدف مي کنيم. استفاده
منفي آزمايش دو هر در شبکه آموزش معيار همچنين و ارزيابي معيار مي دهيم. قرار بررسي مورد جداگانه بخشي در ادامه در را کدام هر که

است. (NLL٧) درستنمايي لگاريتم

مصنوعي داده مجموعه ١ .۴ .۴

و دارد متصل کاملاً دولايه گرفتيم نظر در داده ها اين طبقه بندي براي که شبکه اي دارد. کلاس ۴ و بعدي ٢٠ داده ٢٠٠٠ مجموعه اين
در ١٠٠ را حافظه طول L-BFGS براي و ٢۵٠ را حافظه طول شده ارائه روش در است. پارامتر d = ٣٧٩ شامل مجموع در شبکه

Mean Squared Error۶

Negative Log-Likelihood٧
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مصنوعي داده مجموعه روي طبقه بندي :۶ شکل

UCI دست نويس اعداد روي طبقه بندي :٧ شکل

بهدليل L-BFGS و شده ارائه روش است. آمده ۶ شکل در نتايج است. شده گرفته نظر در ١ روش دو هر براي گام طول ميگيريم. نظر
مرتبه از محاسباتي شامل که دارد هسي ماتريس تشکيل به نياز اينکه بهدليل BFGS روش اما داده اند. کاهش را زيان بهخوبي مساله، سادگي

عملکند. ديگر الگوريتم دو خوبي به زماني نظر از نتواسته و است کرده عمل کند بسيار است، O(d٢)
روش است. کرده عمل L-BFGS از بهتر سرعت نظر از هم باز دارد، L-BFGS به نسبت بيشتري حافظه طول اينکه با شده ارائه روش

برسد. مقدار اين به تا دارد نياز زمان ثانيه ١/۵ حدود L-BFGS درحاليکه است، رسانده ٨−١٠ به را زيان ثانيه ١/۴ حدود از پس ما

UCI دست نويس اعداد داده مجموعه ٢ .۴ .۴

نشان گر که است تا ١٠ کلاسها تعداد است. دستنويس رقم يک از ٨ در ٨ تصوير يک داده هر و است داده ١٧٩٧ شامل داده مجموعه اين
پارامترها تعداد بار اين اما دارد. متصل کاملاً لايه دو قبل مساله مانند مساله اين براي شده گرفته نظر در عصبي شبکه هستند. ٩ تا ٠ اعداد
L-BFGS و BFGS شده، ارائه روش سه هر در همچنين و دارند ١٠٠ حافظه طول L-BFGS و شده ارائه روش است. d = ١۵١٠ برابر
نشان خود از سرعت در بهتري عملکرد ما روش است، مشاهده قابل ٧ شکل در آن نتيجه که آزمايش اين در گرفتيم. نظر در ١ را گام طول
بزرگ و پارامترها زياد تعداد دليل به BFGS روش همچنين است. رسيده ٨−١٠ زيان به L-BFGS به نسبت کمتري زمان در و است داده
هزينه ابعاد، افزايش با که دارد هسي ماتريس صريح نگهداري و تقريب به نياز روش اين که چرا است؛ داشته کندي عملکرد مسأله، ابعاد بودن
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مي رود. بالا شدت به آن محاسباتي

نتايج کلي تحليل ۵ .۴
(٣ (شکل دوم درجه مسئله در همچنين، داد. نشان خود از L-BFGS به نسبت سريع تري عملکرد آزمايش ها تمامي در شده ارائه روش
روش در زمان افزايش نرخ حال، اين با مي يابد؛ افزايش خطي به صورت روش دو هر اجراي زمان حافظه، طول افزايش با که مي شود مشاهده
عمل کندتر برخي در و سريعتر آزمايشها برخي در BFGS با مقايسه در شده ارائه روش است. L-BFGS از کمتر برابر ١٠ تقريباً پيشنهادي
از تکرار هر در آن محاسباتي هزينه است، صريح به صورت هسين ماتريس ذخيره سازي و تقريب مستلزم BFGS اينکه به توجه با است. کرده
d که آزمايشهايي در بنابراين است. O(d) مرتبه از تکرار هر در ما روش محاسبات اما است. (d) پارامترها تعداد به نسبت O(d٢) مرتبه

.۴ .۴ بخش در طبقهبندي آزمايشهاي و بعدي ٢٠٠٠ دو درجه مساله نظير است. کرده عمل بهتر ما روش است، بزرگي مقدار

آتي کارهاي و جمع بندي ۵

پارامترها بهروزرساني جهت جديدي خروجي و دريافت را گراديان که عملگري بود. ماتريس عملگريِ ديدگاه از جديد بهينه ساز يک ارائه ما هدف
مي شود محاسبات موازيسازي قابليت به منجر سريالي محاسبات وجود عدم ندارد. وجود سريالي محاسبه هيچ شده ارائه روش در برمي گرداند.
حافظه رشد متغيرها، تعداد به نسبت ما روش پايين، رتبه نمايش يک از استفاده بهدليل اين افزونبر برديم. بهره آن از خود روش در ما که
حالت در بهتر عملکرد و گراديان نويز کاهش روي بايد تصادفي گراديان حوزه در ندارد. خوبي عملکرد موارد از بعضي در ما روش دارد. خطي

دارد. بهبود به نياز هم حوزه اين در و ندارد خوبي عملکرد باشد کم حافظه طول که حالتي در ما روش اين افزونبر کنيم. کار دسته اي
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Abstract: Newton’s method is considered preferable due to its higher accuracy compared to first-order
methods in approximating the target function; however, it requires the explicit computation of the Hes-
sian matrix. On the other hand, quasi-Newton methods are popular among researchers because they don’t
require directly calculating the Hessian matrix. Here, we propose a quasi-Newton method designed to
achieve high computational speed while accurately approximating the Hessian. Our approach views the
Hessian matrix from an operational perspective. From the operational perspective, a matrix acts as an
operator that transforms an input vector into an output vector. Following this approach, the Hessian ma-
trix takes a gradient vector as input and generates an output vector accordingly. Our method is designed
to perform calculations in parallel, enabling high execution speed. Moreover, our method is specifically
designed to operate efficiently with limited memory, making it well-suited for large-scale problems. Our
experimental results indicate that the proposed method is faster than the quasi-Newton L-BFGS method.
For instance, in applications such as quadratic optimization problems, our method demonstrates a signif-
icant performance improvement, executing approximately ten times faster than L-BFGS. Furthermore, in
problems involving a large number of variables, our method is more computationally efficient than BFGS.
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