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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
٩٢–٩٩ ص ،١ شماره ،١۵ دوره ،1404 سال

ريشه مترهاي مربعي تبديلات تصويري مسطح و مسطح دوگان موضعاً ساختار
m-ام

(٢) لطيفي داريوش و ١ (١) لکي زينالي ميلاد

ايران اردبيل، اردبيلي، محقق دانشگاه علوم، دانشکده کاربردها، و رياضيات گروه (١)

ايران اردبيل، اردبيلي، محقق دانشگاه علوم، دانشکده کاربردها، و رياضيات گروه (٢)

خواه نجفي مهدي مسئول: دبير

١۴٠۴/٠٣/٠٧ پذيرش: تاريخ ١۴٠٣/٠٩/٢٣ دريافت: تاريخ

مربعي متريک هاي تبديل مطالعه ي به و گرفته نظر در را F = (α + β)٢/α مربعي متريک مقاله، اين در چکيده:
متريک هاي از نوع اين اينکه براي را کافي و لازم شرط همچنين مي پردازيم. m-ام ريشه ي فينسلري متريک هاي از

مي دهيم. قرار مطالعه و بررسي مورد باشند موضعي دوگان مسطح و موضعي تصويري مسطح بتوانند فينسلري

موضعي، تصويري مسطح متريک مربعي، متريک m-ام، ريشه ي فينسلري متريک ,α)-متريک، β) کليدي: واژه هاي
موضعي. دوگان مسطح متريک

53C25; 53C30, 53C60 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
ساختار يک از منظور اين صورت در باشد. M مماسي کلاف TM := ∪x∈MTxM و بوده n-بعدي هموار خمينه يک M کنيد فرض

مي باشد: زير خواص داراي که است F : TM → [٠,∞) مقدار حقيقي نامنفي تابع فينلسري،

باشد. هموار TM\{٠} مماسي کلاف روي F .١

.F (x, λy) = λF (x, y) ،λ > ٠ و y ∈ TxM ،x ∈ M هر ازاي به .٢

باشد. مثبت معين TM\{٠} از نقطه هر ازاي به هسيان ماتريس به معروف (gij) ماتريس .٣

(gij) :=

([F ٢

٢

]
yiyj

)
.
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٩٣ m-ام ريشه مترهاي مربعي تبديلات تصويري مسطح و مسطح دوگان موضعاً ساختار

اشاره ۵ مربعي متريک و ۴ نمائي متريک ،٣ بينهايت سري متريک ،٢ راندرز متريک به مي توان فينسلري متريک هاي مهم ترين به عنوان
و گرفته نظر در را F = (α+β)٢

α
تابع با مربعي متريک مقاله، اين در .[٣] مي باشند ,α)-متريک ها β) نوع از متريک ها اين همه ي که کرد

توجه نگريست. را [٢ ،١] مراجع مي توان ,α)-متريک ها β) زمينه ي در بيشتر مطالعه براي داد. خواهيم قرار مطالعه مورد را آن از تبديلاتي
مي شوند: تعريف زير به صورت آن با متناظر اسپري ضرايب F فينسلري متريک هر براي که شود

Gi =
gik

۴

[
٢
∂gpk
∂xq

− ∂gpq
∂xk

]
ypyq.

فرض همچنين باشد. فينسلري فضاي يک (M,F ) و بوده TM روي موضعي کارت يک در مختصاتي (xi, yi) کنيد فرض اکنون
داريم: آن در که باشد F = m

√
A تعريف با اسکالر تابعي F کنيد

A := ai١...im(x)y
i١yi٢ . . . yim . (١. ١)

فينسلري متريک m-ام ريشه ي را F اين صورت در است. متقارن انديس هايش تمامي در ai١...im (١. ١) رابطه ي در که شود نشان خاطر
 C و B آن در که ،A = BC هرگاه گويند ۶ تقليل پذير را m درجه ي با A := ai١...im(x)y

i١yi٢ . . . yim چندجمله اي مي نامند.
٧ تقليل ناپذير را آن غير اين صورت در .degree(B) + degree(C) = m و هستند m از کمتر اکيداً درجه ي با چندجمله اي هايي

گويند.
متريک ها نوع اين اهميت موضوع اين که شده انجام فينسلري m-ام ريشه ي متريک هاي با رابطه در زيادي مطالعات اخير سال هاي طي
مراجع مي توان مطالعات اين از کرد. اشاره آنها نظير و فضا-زمان ساختارهاي فيزيک، در آن کاربردهاي به مي توان جمله آن از مي رساند. را
U ⊂ Rn باز زيرمجوعه ي روي تعريف شده m-ام ريشه ي فينسلري متريک هر که دادند نشان نويسندگان ،[۵] در نگريست. را [٨ ،٧ ،۵]
مسطح شرايط آنها همچنين هستند. بروالد ضعيفاً متريک هاي واقع در است ايزوتروپيک بروالد ميانگين انحناي داراي که n ≥ ٢ بعد با
نتايج از برخي ،[۶] در کرده اند. بررسي نيز را متريک ها اين بودن ٩ آنتونلي متريک شرايط همچنين و متريک ها اين بودن ٨ موضعي دوگان
شده آورده به دست متريک ها اين بودن موضعي دوگان مسطح شرايط و شده بررسي تعميم يافته فينسلري m-ام ريشه ي متريک هاي روي

است.
تبديل يک اين صورت در باشد. M روي ١-فرمي يک β(x, y) = bi(x)y

i و بوده فينسلري خمينه ي يک (M,F ) کنيد فرض
فينسلري تابع از مثبت همگن تابع يک f(F, β) آن در به طوري که دارد Fوجود (x, y) → F̄ (x, y) = f(F, β)تعريف با فينسلري
آنگاه supF (x,y)=١ |β| < ١ هرگاه که شود توجه مي نامند. F متريک از β-تبديل يک را  F فينسلري متريک از تبديل اين است.  F

داد: خواهيم قرار بررسي مورد را است ١٠ مربعي تبديل به معروف که زير β-تبديل مقاله اين در است. فينسلري متريک يک F̄

F̄ (x, y) =
(F + β)٢

F
, (١. ٢)

تبديل مربعي متريک به (١. ٢) متريک باشد، ريماني متريک يک F هرگاه که شود توجه است. M روي ١-فرمي يک β ̸= ٠ آن در که
شد. خواهد

در اسپري ضرايب اگر تنها و اگر گويند ١١ موضعي تصويري مسطح را U ⊂ Rn باز زيرمجموعه ي روي F فينسلري متريک
رابطه ي در η > ٠ هر ازاي به و بوده TM\{٠} روي اسکالر تابعي P = P (x, y) آن در که کنند صدق Gi = Pyi شرط
تنها و اگر گويند موضعي دوگان مسطح را M خمينه ي روي F فينسلري متريک همچنين مي کند. صدق P (x, ηy) = ηP (x, y)

کنند: صدق زير شرط در اسپري ضرايب که باشد موجود چنان (xi) مختصات دستگاه نقطه، هر در اگر

Gi = −
gijHyj

٢
,

2Randers
3Infinite Series
4Exponential
5Square
6Reducible
7Irreducible
8Locally dually flat
9Antonelli
10Square change
11Locally projectively flat
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مسطح را F فينسلري متريک که شود نشان خاطر است. TM\{٠} روي C∞ و همگن اسکالر تابع يک H = H(x, y) آن در که
کند: صدق زير رابطه ي در هرگاه گويند دوگان

∂٢F ٢

∂xk∂yl
yk = ٢

∂F ٢

∂xl
. (١. ٣)

هرگاه: است تصويري U باز زيرمجموعه ي روي F فينسلري متريک که شد داده نشان ،[۴] در

Fxkyly
k = Fxl , (۴ .١)

است. P =
F
xk

yk

٢F برابر تصويري فاکتور آن در که
قرار کار راحتي براي است. U ⊂ Rn باز زيرمجموعه ي روي شده تعريف m-ام ريشه ي فينسلري متريک يک F کنيد فرض اکنون

مي دهيم:

Ai :=
∂A

∂yi
, Aij :=

∂٢A

∂yi∂yj
.

نوشت: مي توان نتيجه در باشد. آن معکوس (Aij) و کند تعريف مثبت معين تانسور يک (Aij) ماتريس که بگيريد نظر در اکنون

yiAi = mA, yiAij = (m− ١)Aj, yi =
A

٢
m
−١Ai

m
, AijAjk = δik,

AijAi =
yj

m− ١
, AiAjA

ij =
mA

m− ١
, A٠ := Axmym, A٠l := Axmyly

m.

مي دهيم: قرار همچنين

βxl :=
∂β

∂xl
=

∂bi
∂xl

yi, β٠ :=
∂β

∂xl
yi = βxlyi, β٠l := βxkyly

k, βl :=
∂β

∂yl
.

مربعي تبديل اينکه براي را کافي و لازم شرط و گرفته نظر در را m-ام ريشه ي فينسلري متريک يک از مربعي تبديل مقاله، اين در
ثابت را زير نتايج واقع در کرده ايم. بررسي باشد موضعي دوگان مسطح و موضعي تصويري مسطح m-ام ريشه ي فينسلري متريک يک از

مي کنيم.

کنيد فرض همچنين باشد. Rn از U باز زيرمجموعه ي روي m-ام ريشه ي فينسلري متريک يک F = m
√
A کنيد فرض .١. ١ قضيه

موضعي تصويري مسطح F̄ اين صورت در است. M روي صفر مخالف ١-فرمي يک β آن در که باشد  F از مربعي تبديل F̄ = (F+β)٢

F

باشد: برقرار زير حالت هاي از يکي و بوده ثابت biها اگر تنها و اگر است

.F = m
√

yi١ . . . yim يعني باشد ١٢ بروالد-موور نوع از متريکي F .١

.Aββl =
(
١− ٢

m
β٢
)
Al .٢

کنيد فرض همچنين باشد. Rn از U باز زيرمجموعه ي روي m-ام ريشه ي فينسلري متريک يک F = m
√
A کنيد فرض .١. ٢ قضيه

موضعي دوگان مسطح F̄ اين صورت در است. M روي صفر مخالف ١-فرمي يک β آن در که باشد  F از مربعي تبديل F̄ = (F+β)٢

F

اگر تنها و اگر است

Axl =
Aθl
٣

+
٢θAl

٣m
, (۵ .١)

AA٠βl + AAlβ٠ −
١
m
A٠Alβ − A٢mβ٠βl

β
= ٠. (۶ .١)

12Berwald-Moór



٩۵ m-ام ريشه مترهاي مربعي تبديلات تصويري مسطح و مسطح دوگان موضعاً ساختار

١. ١ قضيه ي اثبات ٢
داريم: نياز زير لم به قضيه اين اثبات براي مي پردازيم. ١. ١ قضيه ي اثبات به بخش اين در

رابطه ي به طوري که است Rn از U باز زيرمجموعه ي روي m-ام ريشه ي فينسلري متريک يک F = m
√
A کنيد فرض .٢. ١ لم

ΥA
١
m
−٢ + ΞA

−١
m + ΣA

−١
m

−٢ +Π = ٠,

داشت: خواهيم اين صورت در هستند. y در چندجمله هايي Π و Σ,Ξ,Υ آن در که باشد برقرار

Υ = Ξ = Σ = Π = ٠.

در باشد.  F متريک از مربعي تبديل F̄ = (F+β)٢

F
و بوده m-ام ريشه ي فينسلري متريک يک F کنيد فرض :١. ١ قضيه ي اثبات

داريم: را زير روابط اين صورت

F̄ = (A
١
m + β)٢A

−١
m , (٢. ١)

F̄xk = ٢
(
١+ A

−١
m β
)( ١

m
A

١
m
−١Axk + βxk

)
− ١

m
A

−١
m

−١Axk

(
A

١
m + β

)٢
=

١
m
A

١
m
−٢AAxk + ٢ββxkA

−١
m − β٢

m
A

−١
m

−٢AAxk + ٢βxk .

(٢. ٢)

F̄xkyly
k = A

−١
m

−٢

[
−٢
m

AAlββ٠ +
١
m
(
١
m

+ ١)AlA٠β
٢ − ١

m
AA٠lβ

٢ − ٢
m
AlA٠ −

٢
m
AA٠ββl

]
+ A

−١
m

[
٢βlβ٠ + ٢ββ٠l

]
+ A

١
m
−٢
[ ١
m
AA٠l +

١
m
(
٣
m

− ١)AlA٠

]
+ ٢β٠l.

(٢. ٣)

داريم: (۴ .١) بنابر اين رو از است، تصويري مسطح F̄ چون

F̄xkyly
k = F̄xl . (۴ .٢)

مي آيد: به دست زير رابطه ي (۴ .٢) و (٢. ٣) ،(٢. ٢) بنابر نتيجه در

A
−١
m

−٢

[
−٢
m

AAlββ٠ +
١
m
(
١
m

+ ١)AlA٠β
٢ − ١

m
AA٠lβ

٢ − ٢
m
AlA٠ −

٢
m
AA٠ββl +

١
m
AAxlβ٢

]
+ A

−١
m

[
٢βlβ٠ + ٢ββ٠l − ٢ββxl

]
+ A

١
m
−٢
[ ١
m
AA٠l +

١
m
(
٣
m

− ١)AlA٠ −
١
m
AAxl

]
+ ٢β٠l − ٢βxl = ٠.

(۵ .٢)

مي شود: تبديل زير معادلات به (۵ .٢) رابطه ي ،٢. ١ لم بنابر اکنون

−٢
m

AAlββ٠+
١
m
(
١
m

+١)AlA٠β
٢− ١

m
AA٠lβ

٢− ٢
m
AlA٠−

٢
m
AA٠ββl+

١
m
AAxlβ٢ = ٠, (۶ .٢)

٢βlβ٠ + ٢ββ٠l − ٢ββxl = ٠, (٢. ٧)

١
m
AA٠l +

١
m
(
٣
m

− ١)AlA٠ −
١
m
AAxl = ٠, (٢. ٨)
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٢β٠l − ٢βxl = ٠. (٢. ٩)

داشت: خواهيم (٢. ٩) معادله ي به توجه با

β٠l = βxl . (٢. ١٠)

که: مي شود نتيجه (٢. ١٠) و (٢. ٧) روابط از اکنون

β٠βl = ٠, (٢. ١١)

بنابراين و

β٠ = ٠ يا βl = ٠. (٢. ١٢)

اين رو از و β٠ = ٠ پس است. فرض با متناقض که رسيد خواهيم β = ٠ نتيجه ي به ،βl = ٠ که حالتي در

∂bi
∂xl

ylyi = ٠,

مي آيد: به دست زير رابطه ي biها بودن ثابت و (٢. ٨) و (۶ .٢) روابط از استفاده با اکنون هستند. ثابت biها مي دهد نتيجه که

A٠

[( ٢
m
β٢ − ١

)
Al + Aββl

]
= ٠. (٢. ١٣)

داريم: را زير حالت دو (٢. ١٣) معادله ي بنابر نتيجه در
داشت: خواهيم معادل به طور که A٠ = ٠ داريم حالت اين در :١ حالت

∂

∂xl

[
ai١i٢...im(x)

]
= ٠, (١۴ .٢)

نتيجه: در و بوده ثابت ها ai١i٢...im بنابراين و
F = m

√
yi١ . . . yim ,

است. بروالد-موور نوع از متريکي F متريک که است اين نشان دهنده که
:٢ )حالت ٢

m
β٢ − ١

)
Al + Aββl = ٠.

داشت: خواهيم نتيجه در
Aββl =

(
١− ٢

m
β٢
)
Al.

است. تمام کار و است راست سر قضيه عکس دادن نشان براي محاسبات

١. ٢ قضيه ي اثبات ٣
داريم: نياز زير لم به ١. ٢ قضيه ي اثبات براي پرداخت. خواهيم ١. ٢ قضيه ي اثبات به بخش اين در

رابطه ي به طوري که است Rn از U باز زيرمجموعه ي روي m-ام ريشه ي فينسلري متريک يک F = A
١
m کنيد فرض .٣. ١ لم

ΥA
٢
m
−٢ + ΞA

١
m
−٢ + ΣA

−١
m

−٢ +ΠA
−٢
m

−٢ +Ψ = ٠,

داشت: خواهيم اين صورت در هستند. y در چندجمله هايي Ψ و Π,Σ,Ξ,Υ آن در که باشد برقرار

Υ = Ξ = Σ = Π = Ψ = ٠.
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در باشد.  F متريک از مربعي تبديل F̄ = (F+β)٢

F
و بوده m-ام ريشه ي فينسلري متريک يک F کنيد فرض :١. ٢ قضيه ي اثبات

داريم: را زير روابط اين صورت

F̄ =
[
A

١
m + β

]٢
A

−١
m =⇒ F̄ ٢ =

[
A

١
m + β

]۴
A

−٢
m . (٣. ١)

(F̄ ٢)xk =
٢
m
A

٢
m
−٢AAxk + A

١
m
−٢
[ ۴
m
AxkAβ + ۴A٢βxk

]
+ A

−١
m

−٢
[−۴
m

AAxkβ٣ + ١٢A٢β٢βxk

]
+ A

−٢
m

−٢
[−٢
m

AAxkβ۴ + ۴A٢β٣βxk

]
+ ١٢ββxk .

(٣. ٢)

(F̄ ٢)xkyly
k =A

٢
m
−٢
[ ٢
m
(
٢
m

− ١)A٠Al +
٢
m
AA٠l

]
+ A

١
m
−٢
[ ۴
m
(
١
m

− ١)A٠Alβ +
۴
m
AA٠lβ +

۴
m
AA٠βl +

۴
m
AAlβ٠ + ۴A٢β٠l

]
+ A

−١
m

−٢
[ ۴
m
(
١
m

+ ١)A٠Alβ
٣ − ۴

m
AA٠lβ

٣ − ١٢
m

AA٠β
٢βl −

١٢
m

AAlβ
٢β٠

+ ٢۴A٢ββlβ٠ + ١٢A٢β٢β٠l

]
+ A

−٢
m

−٢
[ ٢
m
(
٢
m

+ ١)A٠Alβ
۴ − ٢

m
AA٠lβ

۴ − ٨
m
AA٠β

٣βl −
٨
m
AAlβ

٣β٠

+ ١٢A٢β٢β٠βl + ۴A٢β٣β٠l

]
+ ١٢β٠βl + ١٢ββ٠l.

(٣. ٣)

نتيجه در است. موضعي دوگان مسطح متريک يک F̄ فرض بنابر

(F̄ ٢)xkyly
k = ٢(F̄ ٢)xl , (۴ .٣)

داشت: خواهيم (۴ .٣) و (٣. ٣) ،(٣. ٢) روابط طبق اين رو از و

+
٢
m
A

٢
m
−٢
[
(
٢
m

− ١)A٠Al + A(A٠l − ٢Axl)
]

+
۴
m
A

١
m
−٢
[
(
١
m

− ١)A٠Alβ + AA٠lβ + AA٠βl + AAlβ٠ − ٢AAxlβ + A٢m(β٠l − ٢βxl)
]

+ A
−١
m

−٢
[
β٢ ۴

m

(
(
١
m

+ ١)A٠Alβ − AA٠lβ − ٣AA٠βl − ٣AAlβ٠ + ٢AAxlβ
)

+ ١٢A٢β(٢βlβ٠ + ββ٠l − ٢ββxl)
]

+ A
−٢
m

−٢
[ ٢
m
β٣
(
(
٢
m

+ ١)A٠Alβ − AA٠lβ − ۴AA٠βl − ۴AAlβ٠ + ٢AAxlβ
)

+ ۴A٢β٣)٢β٠βl + ββ٠l − ٢ββxl)
]

+ ١٢(β٠βl + ββ٠l − ٢ββxl) = ٠.
(۵ .٣)

داريم: (۵ .٣) رابطه ي و ٣. ١ لم بنابر اکنون

(
٢
m

− ١)A٠Al + A(A٠l − ٢Axl) = ٠, (۶ .٣)
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(
١
m

− ١)A٠Alβ + AA٠lβ + AA٠βl + AAlβ٠ − ٢AAxlβ + A٢m(β٠l − ٢βxl) = ٠, (٣. ٧)

(٣. ٨)
۴β٢

m

(
(
١
m
+١)A٠Alβ−AA٠lβ−٣AA٠βl−٣AAlβ٢+٠AAxlβ

)
+١٢A٢β(٢βlβ٠+ββ٠l−٢ββxl) = ٠,

(٣. ٩)
٢β٣

m

(
(
٢
m
+١)A٠Alβ−AA٠lβ−۴AA٠βl−۴AAlβ٢+٠AAxlβ

)
+۴A٢β٢(٣β٠βl+ββ٠l−٢ββxl) = ٠,

β٠βl + ββ٠l − ٢ββxl = ٠. (٣. ١٠)

چنان U روي θ = θly
l ١-فرمي که مي شود نتيجه (۶ .٣) رابطه ي از ،deg(Al) = m− ١ و بوده تقليل ناپذير A اينکه به توجه با

که است موجود

A٠ = θA. (٣. ١١)

داشت: خواهيم yl به نسبت (٣. ١١) رابطه ي از ١٣ عمودي مشتق گيري با

A٠l = Aθl + θAl − Axl . (٣. ١٢)

در (٣. ١٠) و (۶ .٣) روابط جايگذاري با طرفي از مي آيد. به دست  (۵ .١) رابطه ي (۶ .٣) رابطه ي در (٣. ١٢) و (٣. ١١) روابط جايگذاري با
است. تمام کار و است راست سر قضيه عکس دادن نشان براي محاسبات مي رسيم. (۶ .١) رابطه ي به (٣. ٩) و (٣. ٨) ،(٣. ٧) روابط
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Abstract: In this paper, we consider the square metric of the form F = (α + β)2/α and study the
change of square metrics of them-th root Finsler metrics. We also investigate and study the necessary and
sufficient conditions for this type of Finsler metrics to be locally projectively flat and locally dually flat.
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