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کووید- ١٩ گسترش پیش بینی در هوپف انشعاب و پایداری تحلیل
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بررسی زمانی تأخیر لحاظ با و کاپوتو کسری مشتق با SCIRS اپیدمی مدل یک مقاله، این در چکیده:
بهبودیافته افراد به طوری که است، شده آورده مدل در صریح به صورت موقت ایمنی نقش است. شده
هدف می گردند. باز مستعد جمعیت به و داده دست از را خود مصونیت معینی زمان گذشت از پس
درمان روند در تأخیر و سیستم حافظه لحاظ با کووید- ١٩ بیماری انتقال پویایی تحلیل مدل، این از
می شود. تلقی مفروض مدل جواب یکتایی و وجود موجود، نتایج اساس بر است. ایمنی بازگشت و
پایداری برای شرایطی و شده بررسی زمانی تأخیر غیاب در تعادل نقاط موضعی پایداری آن از پس
و شده تحلیل سیستم دینامیکی پایداری بر زمانی تأخیر اثر سپس، می شود. ارائه بومی تعادل مجانبی
الگوریتم بر مبتنی روش یک مدل، عددی حل برای می گردد. استخراج هوپف انشعاب وقوع شرایط
با عددی شبیه سازی های نهایت، در است. شده داده توسعه آدامز-بشفورث-مولتون پیش بینی-تصحیح
(٢٠٢٢ گوست آ ۴ و ژوئن ١۵ بین زمانی بازه (در جهان به مربوط کووید- ١٩ واقعی داده های از استفاده
است. شده انجام شده، استخراج جهانی بهداشت وزارت سایت توسط منتشرشده رسمی منابع از که
بلکه دارد، واقعی داده های با بهتری تطابق نه تنها کسری مرتبه مدل که می دهند نشان شبیه سازی نتایج
نسبت ناپایدار ایمنی تأثیر و مبتلا، جمعیت نوسانات حافظه دار، رفتارهای بازنمایی در بیشتری توانایی
در تأخیر کاهش که می دهد نشان پایداری تحلیل می دهد. نشان خود از عادی مشتق با مدل های به
از می تواند اجتماعی فاصله گذاری مانند پیشگیرانه اقدامات حفظ و بلندمدت ایمنی تقویت ایمن سازی،
کند. هدایت بیماری بدون تعادل سمت به را سیستم حرکت مسیر و کرده جلوگیری اپیدمی نوسانات بروز

شبیه سازی هوپف، انشعاب تعادل، نقطه کووید- ١٩، اپیدمیولوژیک، مدل سازی کليدي: واژه هاي
عددی.
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مقدمه ١
همه گیری یک به به سرعت و شد شناسایی چین ووهان شهر در ٢٠١٩ سال اواخر در نخستین بار (کووید- ١٩) کرونا ویروس
را گسترده ای نگرانی های آن، از ناشی ناتوانی و مرگ ومیر بالای نرخ ویروس، این سریع شیوع .([١]) گشت تبدیل جهانی
تنفسی قطرات مستقیم، تماس شامل کووید- ١٩ انتقال مسیرهای .([٣ ،٢]) برانگیخت علمی و پزشکی جوامع میان در
و واکسیناسیون اجتماعی، فاصله گذاری نظیر پیشگیرانه ای اقدامات حالی که در .([۴]) شده اند شناسایی سطوح آلودگی و

.([٨–۵]) شده اند معرفی بیماری این با مقابله راهکارهای به عنوان فردی ایمنی ارتقای
حال، این با است. ویروس با مقابله به قادر اکتسابی و ذاتی مکانیسم های طریق از انسان بدن ایمنی، منظر از
باشد کوتاه مدت است ممکن موارد از بسیاری در ایمنی حافظه و بوده متفاوت افراد ایمنی پاسخ که داده اند نشان مطالعات
این .([١٠–١٢]) دارد وجود مجدد عفونت بروز احتمال قبلی، ابتلای یا واکسیناسیون از پس حتی به طوری که ،([٩])
مدل سازی در ایمنی سیستم پویایی که زمانی به ویژه می کند، ایفا ویروس انتقال الگوی درک در تعیین کننده ای نقش واقعیت
پیش زمینه شرایط ایمنی، سیستم حافظه نظیر عواملی که داده اند نشان تحقیقات همچنین، .([١۴ ،١٣]) شود لحاظ ریاضی

.([١–١٧۵]) تأثیرگذارند مجدد عفونت به فرد حساسیت بر همگی اکتسابی، ایمنی و سلامت
استفاده مورد اپیدمی ها رفتار پیش بینی و تحلیل برای قدرتمند ابزاری به عنوان ریاضی مدل سازی اخیر، سال های در
نقش ،SCIRS مدل جمله از آن ها، توسعه یافته ی نسخه های و SEIR ،SIR مانند کلاسیکی مدل های است. گرفته قرار
مدل های در کسری مشتقات از استفاده حال، این با .([٢۵–١٨]) کرده اند ایفا واگیردار بیماری های پویایی بررسی در مهمی
اثرات بهتر بازنمایی در آن ها توانایی دلیل به ناپایدار، ایمنی با بیماری هایی مانند پیچیده تری زمینه های در به ویژه اپیدمی
که داده اند نشان مختلف مطالعات است. گرفته قرار توجه مورد فزاینده ای به طور ایمنی، طولانی مدت اثرات و حافظه
در .([٢٧–٢٩]) شود اپیدمی ها رفتارهای پیش بینی و مدل سازی دقت افزایش باعث می تواند کسری مشتقات از استفاده
در که است شده داده توسعه کووید- ١٩ پویایی تحلیل برای کاپوتو کسری مشتق از استفاده با SCIRS مدل مطالعه، این
فقط که سنتی مدل های با مقایسه در مدل این است. شده مدل سازی دقیق تر به طور زمانی تأخیرهای و حافظه اثرات آن
پیشرفت نشان دهنده و می آورد فراهم را سیستم پیچیده تر رفتارهای بازنمایی قابلیت می کنند، استفاده صحیح مشتق های از

است. اپیدمی ها دینامیکی مدل سازی در جدید نظری
است. کووید- ١٩ گسترش در ایمنی تأثیر بررسی برای SCIRS ریاضی مدل تحلیل و توسعه هدف با حاضر مطالعه
شامل مطالعه این خاص هدف است. شده مدل سازی صریح به طور افراد برون زاد و درون زاد ایمنی تأثیرات مدل، این در
غیرخطی انشعاب های وقوع و پایداری تحلیل و بیماری انتقال روند در زمانی تأخیرهای و ایمنی حافظه تأثیر کردن کمی
فاصله گذاری و واکسیناسیون مانند اجتماعی مداخلات اثر که شده طراحی به گونه ای مدل این، بر افزون است. سیستم در
نظری، پیشرفت بر علاوه تحقیق این نماید. مقایسه واقعی داده های با را آن نتایج و کند بررسی کمی به طور را اجتماعی
کمک اپیدمی ها انتقال پیش بینی و بهتر درک به می تواند که می دهد ارائه را SCIRS کلاسیک مفاهیم از جدید کاربرد یک
مداخلات و ایمنی مختلف تأثیرات و کووید- ١٩ دینامیکی رفتار بهتر درک به مطالعه این در صورت گرفته تحلیل های کند.

کرد. خواهد کمک بیماری گسترش کاهش در

مقدماتی مفاهیم ١. ١

هستند. نیاز مورد مدل تحلیل برای که می کنیم مرور را کسری حساب اساسی ویژگی های و تعاریف برخی بخش، این در
انتگرال های و مشتقات از استفاده هستند، غیرمحلی اثرات و سیستم حافظه شامل که واگیردار بیماری های مدل سازی در

می کند. ایفا کلیدی نقش کسری
است: زیر به صورت آن تعریف که است کسری مشتقات نوع پرکاربردترین از یکی کاپوتو مشتق

می شود: تعریف زیر به صورت f(t) تابع برای کاپوتو α > ٠ مرتبه کسری مشتق ([٢٧]) .١. ١ تعریف

CDα
t f(t) =

١
Γ(n− α)

∫ t

٠

f (n)(ξ)

(t− ξ)α−n+١dξ, (١. ١)

است. گاما تابع Γ(·) و n = ⌈α⌉ آن در که



١١٧ SCIRS اپیدمی مدل در کووید- ١٩ گسترش پیش بینی

مشتق های قالب در عادی دیفرانسیل معادلات مانند را سیستم اولیه مقدار که است این کاپوتو مشتق مهم ویژگی
در به ویژه زیستی، و فیزیکی سامانه های مدل سازی در آن از استفاده تا شده باعث ویژگی این می کند. بیان صحیح مرتبه
مدل سازی برای کاپوتو مشتق مقاله، این در باشد. مناسب بسیار اپیدمیولوژیک، سیستم های در ایمنی حافظه مدل سازی

است. رفته به کار بلندمدت حافظه با جمعیت ها زمانی پویایی
می شود: تعریف زیر به صورت α > ٠ مرتبه از ریمان-لیوویل کسری انتگرال اپراتور مفهوم همچنین،

Iαt f(t) =
١

Γ(α)

∫ t

٠
(t− ξ)α−١f(ξ)dξ. (١. ٢)

تاریخی حافظه مدل سازی و جمعیت ها تجمعی رفتار تحلیل در و می کند ایفا را کسری مشتقات مکمل نقش اپراتور این
است. مفید بیماری

می شود: تعریف زیر به صورت α > ٠ پارامتر یک با میتاک-لفلر تابع ([٢٧]) .١. ٢ تعریف

Eα(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + ١)
,

داریم α = ١ برای به طوری که می کند، عمل کلاسیک نمایی تابع تعمیم به عنوان تابع این است. گاما تابع Γ(·) آن در که
.E١(z) = ez

نوع از معادلاتی به ویژه کسری، دیفرانسیل معادلات حل در

CDα
t y(t) + λy(t) = ٠, y(٠) = y٠,

می شود: داده زیر به صورت پاسخ
y(t) = y٠Eα(−λtα),

است. معمولی نمایی حالت به نسبت سیستم حافظه دارتر و کندتر رفتار نشان دهنده که

استفاده کسری SCIRS اپیدمی مدل تحلیل و فرموله سازی برای پایه ابزارهای به عنوان فوق مفاهیم مجموع، در
میتاک- تابع و زمانی، تأخیر تحلیل برای انتگرال اپراتور حافظه، اثرات بازنمایی برای کاپوتو مشتق به طوری که می شوند،

شده اند. گرفته به کار مدل تحلیلی حل در زمانی پاسخ های توصیف برای لفلر
و بودن کراندار مانند آن بنیادی ویژگی های و شده معرفی ریاضی مدل ،٢ بخش در است: زیر شرح به مقاله ساختار
در دارد. اختصاص انشعاب ها مطالعه و تعادل نقاط پایداری تحلیل به ٣ بخش می شود. بررسی R٠ پایه بازتولید عدد
شبیه سازی به ۵ بخش نهایت، در است. شده ارائه آدامز-بشفورث-مولتون روش از استفاده با مدل عددی حل ،۴ بخش

دارد. اختصاص نتایج تفسیر و واقعی داده های بر مبتنی عددی

اولیه نتایج و مدل فرمول بندی ٢

کنترلی راهبردهای طراحی و بیماری رفتار پیش بینی برای مؤثری ابزار ریاضی مدل های ویروسی، اپیدمی های با مواجهه در
در ایمنی نقش بررسی برای کاپوتو نوع کسری مشتقات با SCIRS اپیدمی مدل یک مطالعه، این در می شوند. محسوب
با و شده طراحی [٢۶] مرجع در کسری مدل های ساختار پایه بر ارائه شده مدل است. شده داده توسعه کووید- ١٩ شیوع
است. شده ارائه ایمنی، پاسخ های تفاوت گرفتن نظر در با به ویژه پژوهش، این هدف با متناسب توسعه هایی و اصلاحات

زیرند: شرح به مدل اصلی مفروضات

قوی ایمنی با بیماران ،(C) علامت بدون ناقلان ،(S) مستعد افراد است: شده تقسیم زیرگروه پنج به جمعیت •
.(R) بهبودیافتگان و (I٢) ضعیف ایمنی با بیماران ،(I١)
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نرخ های در ضعیف) ایمنی با زمینه ای بیماری دارای و قوی ایمنی با (سالم آلوده افراد در ایمنی پاسخ تفاوت •
است. شده لحاظ مجدد عفونت احتمال و مرگ ومیر بهبودی،

شده اند. مدل سازی τ٢ و τ١ زمانی تأخیر و کسری مشتقات توسط بهبودی در تأخیر و ایمنی حافظه •

بازگشت برای ρ (نرخ یابد کاهش زمان گذشت با است ممکن واکسن یا بیماری از ناشی ایمنی که می شود فرض •
.(S به R از

است. شده مدل سازی علامت دار بیماران به نسبت q کاهش یافته ضریب یک با بی علامت ناقلان با مؤثر تماس نرخ •

مطالعات و بالینی داده های اساس بر و علمی به طور مطالعه این تحلیل های برای اولیه مقادیر به مربوط مفروضات
دینامیکی رفتار آن در که می کنند فراهم مدل برای را اولیه ای شرایط مفروضات این شده اند. انتخاب معتبر اپیدمیولوژیکی
برای دقیق تر به طور اولیه مقادیر که است ضروری مدل، این کاربردپذیری گسترش برای می شود. بازنمایی به درستی بیماری
داشته کمتری دقت اپیدمی ها خاص شرایط در است ممکن پیش بینی ها این صورت، غیر در شوند. کالیبره خاص اپیدمی هر

باشند.
می شود: مدل سازی زیر کسری معادلات سامانه طریق از زیرگروه ها این پویایی

ϑα−١CDα
t S(t) = Λ− βS(I١ + qC)− βS(I٢ + qC)− µS + ρR,

ϑα−١CDα
t C(t) = βS(I١ + qC) + βS(I٢ + qC)− (η + γ + µ)C,

ϑα−١CDα
t I١(t) = pηC − σ١I١(t− τ١)− µI١(t),

ϑα−١CDα
t I٢(t) = (١ − p)ηC − σ٢I٢(t− τ٢)− µI٢(t),

ϑα−١CDα
t R(t) = σ١I١(t− τ١) + σ٢I٢(t− τ٢) + γC − (µ+ ρ)R. (٢. ١)

آورده ١ جدول در مدل عددی پارامترهای و می شوند گرفته نظر در متناهی و مثبت زیرگروه ها همه برای اولیه شرایط
است. آلوده افراد بهبودی زمان مدت بیانگر که هستند زمانی تاخیر معرف τ٢ و τ١ متغیرهای همچنین شده اند.

مدل پارامترهای شرح :١ جدول
پارامتر فیزیکی تفسیر

Λ ولد و زاد نرخ
µ افراد میر و مرگ نرخ
β عفونت انتقال نرخ
γ علائم بدون افراد بهبودی نرخ
σ١ قوی ایمنی سیستم با مبتلا افراد بهبودی نرخ
σ٢ ضعیف ایمنی سیستم با مبتلا افراد بهبودی نرخ
η شدن عفونی سرانه نرخ
p قوی ایمنی سیستم با آلوده محفظه به انتقال امکان

(١ − p) ضعیف ایمنی سیستم با آلوده محفظه به انتقال امکان

امکان پذیر اولیه شرایط تحت (٢. ١) مدل هستند. مثبت سیستم جواب های که می کنیم ثابت اینجا در

S(φ) = ψ١(φ), C(φ) = ψ٢(φ), I١(φ) = ψ٣(φ), I٢(φ) = ψ۴(φ),R(φ) = ψ۵(φ)(−τ١,٢ ≤ φ ≤ ٠),

آن در که گرفت خواهد قرار بررسی مورد

ψ = (ψ١, ψ٢, ψ٣, ψ۴, ψ۵)
T ∈ B,

که گونه ای به
ψi(φ) ≥ ٠ (i = ١, ٢, ٣, ۴, ۵).
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توجه با است. R۵ به [τ١,٢, ٠] بازه از پیوسته نگاشت های شامل که است باناخ فضای نشان دهنده B نماد فوق رابطه در
است. صفر از بزرگتر i = ١, ..., ۵ برای ψi(φ) که می کنیم فرض آن، بیولوژیکی اهمیت به

یعنی: باشند، مثبت (٢. ١) مدل برای اولیه شرایط کنید فرض جواب ها). بودن (مثبت ٢. ١ قضیه

S(٠) > ٠, C(٠) > ٠, I(٠)١ > ٠, I(٠)٢ > ٠, R(٠) > ٠.

می مانند. باقی مثبت نیز S(t), C(t), I١(t), I٢(t),R(t) جواب های ،t > ٠ هر برای این صورت، در

کاپوتو مشتق برای مقایسه خاصیت از است، مثبت ابتدا در تابع و کاپوتو نوع از کسری مشتق اینکه به توجه با اثبات.
اگر: که گرفت نتیجه می توان بنگرید) را [٣٠] (مرجع

CDα
t y(t) ≥ −a(t)y(t), y(٠) > ٠,

.t > ٠ تمام برای y(t) > ٠ آنگاه
داریم: (٢. ١) رابطه از S(t) متغیر برای اکنون

CDα
t S(t) ≥ − [β(I١ + qC) + β(I٢ + qC) + µ]S(t).

.t > ٠ برای S(t) > ٠ که می شود نتیجه فوق، مقایسه خاصیت از استفاده با پس
داریم: متغیرها سایر برای مشابه، به طور

CDα
t C(t) ≥ −(η + γ + µ)C(t),

CDα
t I١(t) ≥ −(σ١ + µ)I١(t),

CDα
t I٢(t) ≥ −(σ٢ + µ)I٢(t),

CDα
t R(t) ≥ −(µ+ ρ)R(t).

می مانند. باقی مثبت t > ٠ برای مدل متغیرهای همه که می شود نتیجه مشابه، مقایسه قضیه اعمال با

باشند [٠, T ] روی مشتق پذیر تکه وار و پیوسته تابع دو u(t) و y(t) کنید فرض کاپوتو). مشتق برای مقایسه (لم ٢. ٢ لم
باشیم: داشته α ∈ (٠, ١) برای و

CDα
t y(t) ≤ f(t, y(t)), CDα

t u(t) = f(t, u(t)), y(٠) ≤ u(٠),

داریم: t ∈ [٠, T ] تمام برای این صورت در باشد. غیرنزولی y به نسبت دوم متغیر در f آن در که

y(t) ≤ u(t).

ناحیه در (٢. ١) مدل جواب های جواب ها). بودن (کراندار .٢. ٣ قضیه

Ω =

{
(S, C, I١, I٢,R) ∈ R۵

+ : ٠ ≤ N (t) ≤ Λ

µ

}
می مانند. باقی کراندار

جمع با می گیریم. نظر در N (t) = S(t) + C(t) + I١(t) + I٢(t) +R(t) به صورت را جمعیت مجموع اثبات.
داشت: خواهیم کاپوتو، کسری مشتق عملگر خطی بودن از استفاده و (٢. ١) سیستم معادلات همه کردن

ϑα−١CDα
t N (t) = Λ− µN (t)− ρR(t). (٢. ٢)
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نوشت: می توان ،ρR(t) ≥ ٠ که آنجا از

CDα
t N (t) ≤ Λ− µN (t). (٢. ٣)

،N (٠) ≤ Λ
µ

اگر که می شود نتیجه ،٢. ٢ لم از استفاده با است. کسری دیفرانسیل نامساوی نوعی بالا، نامساوی
می شود: کنترل زیر کسری دیفرانسیل معادله جواب توسط بالا از t > ٠ همه برای N (t) جواب آنگاه

CDα
t y(t) = Λ− µy(t), y(٠) = N (٠).

که می دهد نشان میتاک-لفلر تابع از استفاده با معادله این تحلیلی حل

y(t) ≤ Λ

µ
, ∀t > ٠.

داریم: نتیجه، در

N (t) ≤ y(t) ≤ Λ

µ
, ∀t > ٠.

می مانند. باقی کراندار Ω ناحیه در مدل متغیرهای کلیه بنابراین،

پایه بازتولید عدد ٢. ١
معیاری عدد این می شود. محاسبه ([٢٨]) بعدی نسل ماتریس روش از استفاده با  R٠ پایه بازتولید عدد بخش، این در
کاملا جمعیت یک در را دیگر نفر چند متوسط طور به آلوده فرد یک که می دهد نشان و است اپیدمیولوژیک تحلیل در مهم
که حالی در دارد، را جمعیت در گسترش توانایی بیماری ،R٠ > ١ اگر می کند. آلوده خود عفونت دوران طول در مستعد

می شود. ارائه  R٠ محاسبه فرایند ادامه، در رفت. خواهد بین از بلندمدت در بیماری ،R٠ < ١ اگر

CDαΨ(t) = F(Ψ(t))−V(Ψ(t)),

و Ψ(t) = (C(t), I١(t), I٢(t))
T آن در که

F(Ψ(t)) = ϑ١−α

βS(I١ + qC) + βS(I٢ + qC)
pηC

(١ − p)ηC

 , V(Ψ(t)) = ϑ١−α

(η + γ + µ)C(t)
(σ١ + µ)I١(t)
(σ٢ + µ)I٢(t).


برای ژاکوبی ماتریس های است. E٠ = (Λ

µ
, ٠, ٠, ٠, ٠) بیماری از عاری تعادل نقطه دارای (٢. ١) در ارائه شده مدل

می آیند: به دست زیر به صورت E٠ در V و F

F(E٠) = ϑ١−α

 ٢βSq βS βS
pη ٠ ٠

(١ − p)η ٠ ٠

 , V(E٠) = ϑ١−α

(η + γ + µ) ٠ ٠
٠ (σ١ + µ) ٠
٠ ٠ (σ٢ + µ)


می آید. به دست زیر به صورت R٠ ،(٢. ١) سیستم برای FV−١ بعدی نسل ماتریس محاسبه با

R٠ =
٢βS∗q

(η + γ + µ)
+

pηβS∗

(σ١ + µ)(η + γ + µ)
+

(١ − p)ηβS∗

(σ٢ + µ)(η + γ + µ)
. (۴ .٢)

می شود. استفاده بودن واگیر توصیف برای که است اپیدمیولوژیک معیار یک R٠ اینجا در
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R٠ پایه بازتولید عدد حساسیت تحلیل ٢. ٢

ارزشمند بینشی R٠ آستانه ای عدد حساسیت تحلیل می شود. بررسی مدل R٠ پایه بازتولید عدد حساسیت بخش، این در
گردآوری و آزمایش ها طراحی برای تنها نه اطلاعات این می دهد. ارائه بیماری گسترش در مختلف پارامترهای اهمیت دربارۀ

.[٣٢] دارد کاربرد نیز مؤثر کنترل راهبردهای تدوین و پیچیده مدل های ساده سازی در بلکه است، ضروری داده ها

خطاهای از ناشی پارامترها، مقادیر تغییرات برابر در مدل پیش بینی های پایداری ارزیابی برای معمولا حساسیت تحلیل
تأثیر بیشترین که پارامترهایی تا می کند کمک تحلیل این می رود. به کار مفروض مقدارهای در قطعیت عدم یا اندازه گیری

گیرند. قرار بهداشتی مداخلات در توجه مورد و شده شناسایی دارند، بازتولید عدد روی بر را

زیرند: شرح به مدل پارامترهای به نسبت R٠ جزئی مشتقات (۴ .٢) رابطه از استفاده با

∂R٠

∂β
=

٢S∗q

η + γ + µ
+

pηS∗

(σ١ + µ)(η + γ + µ)
+

(١ − p)ηS∗

(σ٢ + µ)(η + γ + µ)
,

∂R٠

∂q
=

٢βS∗

η + γ + µ
,

∂R٠

∂p
=

ηβS∗

(σ١ + µ)(η + γ + µ)
− ηβS∗

(σ٢ + µ)(η + γ + µ)
,

∂R٠

∂η
=

−٢βS∗q

(η + γ + µ)٢ +
pβS∗

(σ١ + µ)(η + γ + µ)
− pηβS∗

(σ١ + µ)(η + γ + µ)٢

+
(١ − p)βS∗

(σ٢ + µ)(η + γ + µ)
− (١ − p)ηβS∗

(σ٢ + µ)(η + γ + µ)٢ ,

∂R٠

∂γ
=

−٢βS∗q

(η + γ + µ)٢ − pηβS∗

(σ١ + µ)(η + γ + µ)٢ − (١ − p)ηβS∗

(σ٢ + µ)(η + γ + µ)٢ ,

∂R٠

∂µ
=

−βS∗q

(η + γ + µ)٢ − ηβS∗

(η + γ + µ)٢(σ + µ+ δ)
− ηβS∗

(η + γ + µ)(σ + µ+ δ)٢ .

∂R٠

∂σ١
=

−pηβS∗

(σ١ + µ)٢(η + γ + µ)
,

∂R٠

∂σ٢
=

−(١ − p)ηβS∗

(σ٢ + µ)٢(η + γ + µ)
.

تعریف زیر به صورت θ پارامتر هر برای نرمال شده حساسیت شاخص ،R٠ بر پارامترها نسبی تأثیر مقایسۀ برای
می شود:

Γθ =
∂R٠

∂θ
· θ

R٠
.

حساسیت شاخص های می توان محاسبه شده، بازتولید عدد و (۵ (بخش ٣ جدول پارامترهای پایه مقادیر از استفاده با
داد. ارائه ٢ جدول به صورت را
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مدل پارامترهای برای Γθ نرمال شده حساسیت شاخص :٢ جدول
Γθ نرمال شده حساسیت شاخص پارامتر

قوی) و مستقیم (تأثیر مقدار بزرگترین و مثبت β

بزرگ نسبتاً و مثبت q
σ٢ و σ١ نسبت به وابسته p

عددی تحلیل نیازمند غیردقیق، η
می شود R٠ افزایش باعث γ در کاهش منفی، γ

R٠ بر کاهنده اثر منفی، µ
است مؤثر علامت دار افراد کنترل منفی، σ١

است مؤثر نیز علامت بدون افراد کنترل منفی، σ٢

با و دارد R٠ بازتولید عدد بر را تاثیر بیشترین β پارامتر که کنیم مشاهده می توانیم حساسیت، تحلیل از استفاده با
R٠ بر منفی به شکل η و µ ،σ٢ ،σ١ ،γ پارامترهای دیگر، سوی از می یابد. افزایش چشمگیری به طور R٠ آن، افزایش
استراتژی های طراحی در به ویژه تحلیل این می یابد. کاهش R٠ مقادیر، این افزایش با که معنا این به می گذارند، تاثیر

است. مفید اپیدمی روند از بهتر درک و مداخله ای

هوپف انشعاب و تعادل نقاط پایداری ٣

رفتار می دهد امکان ما به که است تعادل نقاط پایداری تحلیل اپیدمیولوژیک، مدل های بررسی در اساسی گام های از یکی
(٢. ١) مدل بومی تعادل نقطه ابتدا بخش، این در کنیم. پیش بینی را بیماری گسترش یا کنترل شرایط و سیستم بلندمدت
مورد تعادل نقاط پایداری آن از پس و است) شده محاسبه قبل بخش در بیماری از عاری تعادل (نقطه می شود محاسبه

می گیرد. قرار بررسی
تضمین آن پایداری باشد، یک از کمتر R٠ پایه بازتولید عدد که زمانی و دارد وجود بیماری از عاری تعادل نقطه
این در است. جمعیت در شیوع پایداری بیانگر که داشت خواهد وجود مثبت بومی تعادل باشد، R٠ > ١ اگر می شود.
زیرند: به صورت آن مقادیر که است E١ = (S∗, C∗, I∗

١ , I∗
٢ ,R∗) بومی تعادل نقطه یک دارای (٢. ١) سیستم حالت،

S∗ =
(η + γ + µ)(σ١ + µ)(σ٢ + µ)

β[pη(σ٢ + µ) + (١ − p)η(σ١ + µ) + ٢q(σ١ + µ)(σ٢ + µ)]
,

C∗ =
(σ٢ + µ)

(١ − p)η
I∗

٢ ,

I∗
١ =

p(σ٢ + µ)

(١ − p)(σ١ + µ)
I∗

٢ ,

R∗ = [
pησ١(σ٢ + µ) + (١ − p)ησ٢(σ١ + µ) + γ(σ١ + µ)(σ٢ + µ)

(١ − p)η(σ١ + µ)(µ+ ρ)
]I∗

٢ ,

I∗
٢ =

A
BD

[R٠ − ١],

آن در که

A = (١ − p)ηµ(σ١ + µ)٢(σ٢ + µ)(η + γ + µ)(µ+ ρ),

B = β[pη(σ٢ + µ) + (١ − p)η(σ١ + µ) + ٢q(σ١ + µ)(σ٢ + µ)],

D = [(η + γ + µ)(σ١ + µ)(σ٢ + µ)(µ+ ρ)]− ρ[pησ١(σ٢ + µ)

+ (١ − p)ησ٢(σ١ + µ) + γ(σ١ + µ)(σ٢ + µ)].
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به صورت E٠ در (٢. ١) سیستم ژاکوبی ماتریس شد. خواهد بررسی تعادل نقاط پایداری ادامه در

J(E٠) = ϑ١−α


−µ −٢βS∗q −βS∗ −βS∗ ρ
٠ ٢βS∗q − (η + γ + µ) βS∗ βS∗ ٠
٠ pη −(σ١ + µ) ٠ ٠
٠ (١ − p)η ٠ −(σ٢ + µ) ٠
٠ γ σ١ σ٢ −(µ+ ρ)


.S∗ = Λ

µ
آن در که است

R٠ > ١ حالت در و است پایدار موضعی به صورت R٠ < ١ حالت در (٢. ١) سیستم E٠ تعادل نقطه .٣. ١ قضیه
است. ناپایدار

می آیند. به دست سادگی به λ٢ = −(µ + ρ) و λ١ = −µ ویژه مقدار دو ،|J − λI| = ٠ گرفتن نظر در با اثبات.
زیرند. ماتریس ویژه های مقدار ویژه، مقادیر سایر

J١ = ϑ١−α

٢βS∗q − (η + γ + µ) βS∗ βS∗

pη −(σ١ + µ) ٠
(١ − p)η ٠ −(σ٢ + µ)

 .
می خواهیم به ویژه، می کنیم. بررسی را دارند منفی حقیقی بخش J١ ویژه مقادیر می کند تضمین که معمولی شرایط اکنون،

نابرابری این صورت در باشد. DetJ١ > ٠ و TrJ١ < ٠

[٢βS∗q − (η + γ + µ)][(σ١ + µ)(α٢ + µ)] + ηpβS∗(σ٢ + µ) + η(١ − p)βS∗(σ١ + µ) > ٠

اگر بنابراین، می شود. منجر DetJ١ > ٠ و TrJ١ < ٠ به هم زمان R٠ < ١ شرط که می شویم متوجه می دهد. را R٠

عاری تعادل باشد، R٠ > ١ اگر است. پایدار مجانبی به صورت موضعی به طور بیماری از عاری تعادل باشد، R٠ < ١
است. ناپایدار بیماری از

می گیرد. قرار بررسی مورد بیماری از عاری تعادل سراسری پایداری ادامه در

است. پایدار سراسری به صورت بیماری از عاری تعادل این صورت، در .R٠ < ١ کنید فرض .٣. ٢ قضیه

جواب های امتداد در آن مشتق می دهیم نشان و می سازیم لیاپانوف تابع یک لیاپانوف، دوم روش از استفاده جهت اثبات.
این صورت در باشد، سراسری پایدار اول معادله چهار برای بیماری از عاری تعادل اگر که است آشکار است. منفی مدل
است. مجانبی پایدار سراسری به طور مدل برای بیماری از عاری تعادل نتیجه، در می کند. میل صفر سمت به پایه بازتولید عدد

می کنیم: تعریف زیر به صورت را لیاپانوف تابع

V = k١(S − S∗ − S∗ ln
S
S∗ ) + k٢(C − C∗ − C∗ ln

C
C∗ ) +

١
(σ١ + µ)

I١ +
١

(σ٢ + µ)
I٢,

به صورت (٢. ١) مثبت جواب های امتداد در تابع این مشتق .S∗ = Λ
µ

و شد خواهند تعیین بعداً k١, k٢ > ٠ آن در که
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است: زیر

CDαV(t) ≤ k١)١ − S∗

S
)CDαS(t) + k١)٢ − C∗

C
)CDαC(t) + ١

(σ١ + µ)
CDαI١(t)

+
١

(σ٢ + µ)
CDαI٢(t)

= k١)١ − S∗

S
)[Λ− βS(I١ + qC)− βS(I٢ + qC)− µS]

+ k١)٢ − C∗

C
)[βS(I١ + qC) + βS(I٢ + qC)− (η + γ + µ)C]

+
١

(α١ + µ)
[pηC − (σ١ + µ)I١] +

١
(σ٢ + µ)

[(١ − p)ηC − (σ٢ + µ)I٢]

= ٢k١Λ− k١βS(I١ + qC)− k١βS(I٢ + qC)− k١µS − k١
Λ٢

µS

+ k١
Λ

µ
β(I١ + qC) + k١

Λ

µ
β(I٢ + qC) + k٢βS(I١ + qC) + k٢βS(I٢ + qC)

− k٢(η + γ + µ)C +
pηC

(σ١ + µ)
− I١ − I٢ +

(١ − p)ηC
(σ٢ + µ)

.

داریم: ،k١ = k٢ فرض با

CDαV(t) ≤ −k١Λ(
Λ

µS
+
µS
Λ

− ٢)− k١(η + γ + µ)C + k١
Λ

µ
β(I١ + qC) + k١

Λ

µ
β(I٢ + qC)

+
pηC

(σ١ + µ)
− I١ − I٢ +

(١ − p)ηC
(σ٢ + µ)

.

می آوریم: به دست .k١ =
µ
Λβ

دهید قرار

CDαV(t) ≤ −k١Λ(
Λ

µS
+
µS
Λ

− ٢)− µ

Λβ
(η + γ + µ)C +

pηC
(σ١ + µ)

+
(١ − p)ηC
(σ٢ + µ)

+ ٢qC

= −k١Λ(
Λ

µS
+
µS
Λ

− ٢) +
(η + γ + µ)

βS∗ (R٠ − ١)C.

عبارت که می کنیم ادعا .n = Λ
µS می کنیم تعریف اکنون می شود. غیرمثبت آخر جمله ،R٠ < ١ که آنجا از

است. مثبت باشد، n ̸= ١ که ،n > ٠ هر برای
(

Λ
µS + µS

Λ
− ٢

)
n+

١
n
− ٢ =

(n− ٢(١

n
> ٠.

تعادل لیاپانوف، قضیه طبق بنابراین، .(S, C, I١, I٢) ̸= (S∗, ٠, ٠, ٠) تمام برای CDαV(t) < ٠ این صورت در
است. مجانبی پایدار سراسری بطور بیماری از عاری

مقادیر سپس، می شود. محاسبه E١ در سیستم ژاکوبین ماتریس بالا روش مشابه ،E١ بومی تعادل پایداری بررسی برای
باشیم: داشته λi ویژه مقادیر تمام برای اگر می شود. گرفته نظر در کسری پایداری شرط و شده بررسی ماتریس این ویژه

| arg(λi)| >
απ

٢
,

مشتقات با سیستم هایی برای به ویژه تحلیل نوع این بود. خواهد پایدار کسری موضعی به صورت E١ تعادل آن صورت در
در می شود. کلاسیک معادلات از متفاوت دینامیک هایی ایجاد باعث مدل، حافظه دار رفتارهای زیرا دارد، اهمیت کسری

پرداخت. خواهیم معیار این از استفاده با تعادل نقطه این موضعی پایداری تحلیل به ادامه
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با است برابر بومی تعادل نقطه در (٢. ١) ژاکوبین ماتریس

J = θ١−α


−βA١ − βA٢ − µ −٢βS∗q −βS∗ −βS∗ ρ

βA١ + βA٢ ٢βS∗q − (η + γ + µ) βS∗ βS∗ ٠
٠ pη −(σ١ + µ) ٠ ٠
٠ (١ − p)η ٠ −(σ٢ + µ) ٠
٠ γ σ١ σ٢ −(µ+ ρ)


دادن بسط طریق از بگیرید. نظر در را |J − λI| = ٠ اکنون .A٢ = I∗

٢ + qC∗ و A١ = I∗
١ + qC∗ آن در که

به فرم مشخصه چندجمله ای دترمینان،

P(λ) := λ٣ + ≀١λ٢ + ≀٢λ+ ≀٣ = ٠

شده اند. تعریف (٣. ١) رابطه های طبق ≀١, ≀٢, ≀٣ ضرایب که می شود نوشته

≀١ = (σ١ + σ٢ + ρ+ ٣µ)− ١
β(η + γ + µ)A

[ρβγA+ µβS∗η],

≀٢ = [(σ١ + σ٢)(٢µ+ ρ) + σ١σ٢ + ٢µ٢ + ٢µρ]− ١
β(η + γ + µ)A

[µβS∗η[p(σ٢ + ٢µ+ ρ)

+ (١ − p)(σ١ + ٢µ+ ρ)]− ١
β(η + γ + µ)A

[ρβA(η(pσ١ + (١ − p)σ٢)) + γ(σ١ + σ٢ + ٢µ)],

≀٣ = [σ١σ٢(ρ+ µ)µ٢(σ١ + σ٢ + ρ) + ρµ(σ١ + σ٢) + µ٣]− ١
β(η + γ + µ)A

[ρβηA(pσ١(σ٢ + µ)

+ (١ − p)σ٢(σ١ + µ)) + ρβA(σ١σ٢γ + (σ١ + σ٢ + ١)µγ))

− µS∗η

(η + γ + µ)A
[p(σ٢µ+ σ٢ρ+ µ٢ + µρ)

+ (١ − p)(σ١µ+ σ١ρ+ µ٢ + µρ)], (٣. ١)

.A = (I∗
١ + I∗

٢ + ٢qC∗) آن در که

شرطهای اینکه فرض با

≀١ > ٠, ≀٢ > ٠, ≀٣ > ٠, و ≀٢≀١ > ≀٣,

حقیقی قسمت دارای چندجمله ای ریشه های تمام که گرفت نتیجه می توان روث-هورویتس شرایط اساس بر باشند، برقرار
است. پایدار یک) مرتبه مشتق (با کلاسیک حالت در سیستم یعنی هستند. منفی

پایداری بررسی برای می باشد، α ∈ (٠, ١) مرتبه با کاپوتو به فرم کسری مشتق شامل مدل اینکه به توجه با اکنون
کرد: استفاده زیر شرط از باید کسری، سیستم های چارچوب در بومی تعادل نقطه

| arg(λi)| >
απ

٢
, ∀i.

کسری، پایداری معنای در E١ تعادل باشد، برقرار ژاکوبین ماتریس λi ویژه مقادیر تمام برای شرط این صورتی که در
.( [٣١]) می شود شناخته کسری مشتق با دینامیکی سیستم های پایداری معیار به عنوان شرط این بود. خواهد پایدار

زمانیکه (٢. ١) سیستم E١ بومی تعادل .٣. ٣ قضیه

τ١ ∈ [٠, τ ∗١ ], τ٢ ∈ [٠, τ ∗٢ ], τ ∗ = min{τ١, τ٢}, τ ∗ =
١
m١٠

sin−١(
ad+ bc

a٢ + b٢ ),

انشعاب یک تحت است، τ = τ ∗ زمانیکه E١ در (٢. ١) سیستم این صورت در است. مجانبی پایدار موضعی به صورت
می گیرد. قرار هوپف
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که می شود داده نمایش (G +He−λτ∗ − λI۵) = ٠ دترمینان به صورت E١ در (٢. ١) سیستم مشخصه معادله اثبات.
به فرم

λ۵ +m۴λ
۴ +m٣λ

٣ +m٢λ
٢ +m١λ+m٠ + (n۴λ

۴ + n٣λ
٣ + n٢λ

٢ + n١λ+ n٠)e
−λτ∗ = ٠

(٣. ٢)

آن در که است

m۴ = −(G١١ + G٢٢ + G٣٣ + G۴۴ + G۵۵),

m٣ = (−G١١G٢٢ + G٢٣G٣٢ + G١١G٣٣ + G٢٢G٣٣ + G١١G۴۴ + G٢٢G۴۴ + G٣٣G۴۴ + G١١G۵۵

+ G٢٢G۵۵ + G٣٣G۵۵),

m٢ = [−G١٣G٢١G٣٢ + G١١G٢٣G٣٢ − G١١G٢٢G٣٣ − G١١G٢٢G۴۴ + G٢٣G٣٢G۴۴

− G١١G٣٣G۴۴ − G٢٢G٣٣G۴۴ − G١١G٢٢G۵۵ + G٢٣G٣٢G۵۵

− G١١G٣٣G۵۵ − G٢٢G٣٣G۵۵ + G۴۴G۵۵ − G١١G۴۴G۵۵ − G٢٢G۴۴G۵۵ − G٣٣G۴۴G۵۵],

m١ = [G١٣G٢١G٣٢G۴۴ −G١١G٢٣G٣٢G۴۴ + G١١G٢٢G٣٣G۴۴ + G١٣G٢١G٣٢G۵۵ − G١١G٢٣G٣٢G۵۵

+ G١١G٢٢G٣٣G۵۵ + G١١G٢٢G۴۴G۵۵ − G٢٣G٣٢G۴۴G۵۵ + G١١G٣٣G۴۴G۵۵ + G٢٢G٣٣G۴۴G۵۵],

m٠ = −G١٣G٢١G٣٢G۴۴G۵۵ + G١١G٢٣G٣٢G۴۴G۵۵ − G١١G٢٢G٣٣G۴۴G۵۵,

n۴ = −H٣٣,

n٣ = G١١H٣٣ + G٢٢H٣٣ + G۴۴H٣٣ + G۵۵H٣٣,

n٢ = −G١١G٢٢H٣٣ − G١١G۴۴H٣٣ − G٢٢G۴۴H٣٣ −G١١G۵۵۵H٣٣ − G٢٢G۵۵H٣٣ − G۴۴G۵۵H٣٣,

n١ = G١١G٢٢G۴۴H٣٣ + G١١G٢٢G۵۵H٣٣ + G١١G۴۴G۵۵H٣٣ + G٢٢G۴۴G۵۵H٣٣,

n٠ = G١١G٢٢G۴۴G۵۵H٣٣,

با

G =


G١١ G١٢ G١٣ G١۴ G١۵
G٢١ G٢٢ G٢٣ G٢۴ ٠
٠ G٣٢ G٣٣ ٠ ٠
٠ G۴٢ ٠ G۴۴ ٠
٠ G۵٢ ٠ ٠ G۵۵

 ,H =


٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ H٣٣ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ H۴۴ ٠
٠ ٠ H۵٣ H۵۴ ٠

 ,

آن در که

G١١ = −(βI∗
١ + βI∗

٢ + ٢βqC∗ + µ),G١٢ = −٢βS∗q,G١٣ = −βS∗,G١۴ = −βS∗,G١۵ = ρ,

G٢١ = (βI∗
١ + βI∗

٢ + ٢βqC∗),G٢٢ = ٢βqS∗ − (η + µ+ γ),G٢٣ = βS∗,G٢۴ = βS∗,

G٣٢ = pη,G٣٣ = −µ,G۴٢ = (١ − p)η,G۴۴ = −µ,
G۵٢ = γ,G۵۵ = −(µ+ ρ),H٣٣ = −σ١,H۴۴ = −σ٢,H۵٣ = σ١,H۵۴ = σ٢.

داشت خواهیم این صورت در است، (٣. ٢) معادله ریشه λ = im١ که کنیم فرض اگر

a cos(m١τ
∗) + b sin(m١τ

∗) = c,

a sin(m١τ
∗)− b cos(m١τ

∗) = d, (٣. ٣)

آن در که

a = n٢m
٢
١ − n۴m

۴
١ − n٠, b = n٣m

٣
١ − n١m١,

c = m۴m
۴
١ −m٢m

٢
١ +m٠, d = m۵

١ +m٣m
٣
١ −m١m١.
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داریم حال

a٢ + b٢ = c٢ + d٢

m١٠
١ + L۴m

٨
١ + L٣m

۶
١ + L٢m

۴
١ + L١m

٢
١ + L٠ = ٠, (۴ .٣)

آن در که

L۴ = ٢m٣ +m٢
۴ − n٢

۴,

L٣ = m٢
٣ − ٢m١ − ٢m۴m٢ − n٢

٣ + ٢n٢n۴,

L٢ = −٢m١m٣ +m٢
٢ + ٢m٠m۴ + ٢n١n٣ − n٢

٢ + ٢n٠n۴,

L١ = m٢
١ − ٢m٠m٢ − n٢

١ − ٢n٠n٢,

L٠ = m٢
٠ − n٢

٠.

که می شود نتیجه ،(۴ .٣) در m٢
١ = j کردن جایگزین با

j۵ + L۴j
۴ + L٣j

٣ + L٢j
٢ + L١j + L٠ = ٠. (۵ .٣)

حذف با است. (۴ .٣) معادله مثبت ریشه یک m١٠ =
√
j٠ آنگاه باشد، (۵ .٣) معادله در مثبت ریشه یک j٠ اگر

نتیجه است، (۴ .٣) معادله از مثبت ریشه یک که ،m١ = m١٠ جایگزینی و (٣. ٣) معادله از cos(m١η١)

τ ∗ =
١
m١٠

sin−١(
ad+ bc

a٢ + b٢ )

نتیجه ،λ = im١٠ با ساده سازی و τ به نسبت ( ٣. ٢) معادله از مشتق گیری با می آید. به دست

Re[
dλ

dτ
]−١
λ=im١٠

=
w′

١(j٠)

a٢ + b٢ (۶ .٣)

باشد، برقرار w١(j) = j۵+L۴j
۴+L٣j

٣+L٢j
٢+L١j+L٠ با w′

١(j٠) ̸= ٠ شرط اگر بنابراین می آید. به دست
هوپف انشعاب وجود بیان کننده که می آوریم به دست را ([٢٩]) مرجع ۵ .٣ قضیه نتیجه هوپف، تقسیم بندی طبق آنگاه

است.

می گیرد. قرار بررسی مورد بومی تعادل سراسری پایداری ادامه در

است. مجانبی پایدار سراسری به طور بومی تعادل این صورت در .R٠ > ١ کنید فرض .۴ .٣ قضیه

بگیرید: نظر در را زیر لیاپانوف تابع بومی، تعادل سراسری پایداری بررسی برای اثبات.

V = (S − S∗ − S∗ ln
S
S∗ ) + Θ١(C − C∗ − C∗ ln

C
C∗ ) + Θ٢(I١ − I∗

١ − I∗
١ ln

I١

I∗
١
)

+ Θ٣(I٢ − I∗
٢ − I∗

٢ ln
I٢

I∗
٢
) + Θ۴(R−R∗ −R∗ ln

R
R∗ ).

داریم: سیستم جواب های امتداد در فوق تابع از مشتق گیری با

CDαV(t) ≤ (١ − S∗

S
)CDαS(t) + Θ١)١ − C∗

C
)CDαC(t) + Θ١)٢ −

I∗
١

I١
)CDαI١(t)

+ Θ١)٣ −
I∗

٢

I٢
)CDαI٢(t) + Θ۴(١ − R∗

R
)CDαR(t). (٣. ٧)



xxx-xxx صفحه x شماره xx دوره / ریاضی پیشرفته مدلسازی مجله / همکاران و جنت  المکان فاطمه ١٢٨

داریم: آن ساده سازی و (٣. ٧) در (٢. ١) جایگزینی با

CDαV(t) ≤ −µ(١ − ١
x
)٢S + βI∗

١S∗(١ − xz − ١
x
+ z) + βI∗٢S∗(١ − xu− ١

x
+ u)

+ ٢βqS∗C∗(١ − xy − ١
x
+ y) + ρR∗(١ − ١

x
− w

x
+ w)

+ Θ١βI∗
١S∗(xz − y − xz

y
+ ١) + Θ١βI∗

٢S∗(xu− y − xu

y
+ ١)

+ ٢Θ١βqS∗C∗(xy − y − x+ ١) + Θ٢pηC∗(y − z − y

z
+ ١)

+ Θ١)٣ − p)ηC∗(y − u− y

u
+ ١) + Θ۴σ١I∗

١ (z − w − z

w
+ ١)

+ Θ۴σ٢I∗
٢ (u− w − u

w
+ ١) + Θ۴γC∗(y − w − y

w
+ ١)

.w = R
R∗ و x = S

S∗ , y = C
C∗ , z =

I١
I∗

١
, u = I٢

I∗
٢

آن در که

کنید فرض
CDαV(t) ≤ −µ(١ − ١

x
)٢S + L(x, y, z, u, w),

آن در که

L(x, y, z, u, w) = βI∗
١S∗ + βI∗

٢S∗ + ٢βqS∗C∗ + ρR∗ +Θ١βI∗
١S∗ +Θ١βI∗

٢S∗ + ٢Θ١βqS∗C∗

+Θ٢pηC∗ +Θ١)٣ − p)ηC∗ +Θ۴σ١I∗
١ +Θ۴σ٢I∗

٢ +Θ۴γC∗

+
١
x
(−βI∗

١S∗ − βI∗
٢S∗ − ٢βqS∗C∗ − ρR∗) + xy(٢Θ١βqS∗C∗ − ٢βqS∗C∗)

+ xz(Θ١βI∗
١S∗ − βI∗

١S∗) + xu(Θ١βI∗
٢S∗ − βI∗

٢S∗)

+ y(٢βqS∗C∗ −Θ١βI∗
١S∗ −Θ١βI∗

٢S∗ − ٢Θ١βqS∗C∗

+Θ٢pηC∗ +Θ١)٣ − p)ηC∗ +Θ۴γC∗) + z(βI∗
١S∗ −Θ٢pηC∗ +Θ۴σ١I∗

١ )

+ u(βI∗
٢S∗ −Θ١)٣ − p)ηC∗ +Θ۴σ٢I∗

٢ )

+ w(ρR∗ −Θ۴σ١I∗
١ −Θ۴σ٢I∗

٢ −Θ۴γC∗) + x(−٢Θ١βqS∗C∗)

+
xz

y
(−Θ١βI∗

١S∗) +
xu

y
(−Θ١βI∗

٢S
∗) +

y

w
(−Θ۴γC∗) +

u

w
(−Θ۴σ٢I∗

٢ )

+
z

w
(−Θ۴σ١I∗

١ ) +
y

z
(−Θ٢pηC∗) +

y

u
(−Θ١)٣ − p)ηC∗) +

w

x
(−ρR∗).

دادن قرار صفر مساوی با می آید. به دست Θ١ = ١ به صورت ٢Θ١βqS∗C∗ − ٢βqS∗C∗ = ٠ عبارت از Θ١ ضریب
روابط ، y, z, u, w

Θ۴ =
ρR∗

σ١I∗
١ + σ٢I∗

٢ + γC∗ ,

Θ٣ =
βI∗

٢S∗

(١ − p)ηC∗ +
σ٢I∗

٢ρR∗

(١ − p)ηC∗(σ١I∗
١ + σ٢I∗

٢ + γC∗)
,

Θ٢ =
βI∗

١S∗

pηC∗ +
σ١I∗

١ρR∗

pηC∗(σ١I∗
١ + σ٢I∗

٢ + γC∗)
,

L(x, y, z, u, w) بنابراین می شوند. صفر با برابر w و xy, xz, ux, y, z, u ضرایب این صورت در می آیند. به دست
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به صورت می تواند

L(x, y, z, u, w) = βI∗
١S∗(٢ − ١

x
− xz

y
) + βI∗

٢S∗(٢ − ١
x
− xu

y
) + ٢βqS∗C∗(٢ − ١

x
− x)

+ ρR∗(٢ − ١
x
− w

x
) + Θ٢pηC

∗(١ − y

z
) + Θ١)٣ − p)ηC∗(١ − y

w
)

+ Θ۴σ١I∗
١ (١ − z

w
) + Θ۴σ٢I∗

٢ (١ − u

w
) + Θ۴γC∗(١ − y

w
),

(٢ − ١
x
− x) ≤ ٠ و (٢ − ١

x
− xz

y
) ≤ ٠, (٢ − ١

x
− xu

y
) ≤ ٠, (٢ − ١

x
− w

x
) ≤ ٠ بنابراین شود. بازنویسی

قضیه در V این صورت در ،V ′ ≤ ٠ که است معنی بدین این می شود. نتیجه حسابی-هندسی میانگین نابرابری وسیله به
لاسال اصل در باشد، x = ١, y = u = z = w صورتی که در تنها V همچنین می کند. صدق لیاپانوف مجانبی پایداری

می کند. صدق

پایداری، تحلیل در شد. انجام کاپوتو کسری مشتقات از استفاده با SCIRS مدل تعادل نقاط ریاضی تحلیل تاکنون
τ = τ ∗ = min τ١, τ٢ = و R٠ > ١ صورتی که در E١ = (S∗, C∗, I∗

١ , I∗
٢ ,R∗) بومی تعادل نقطه که شد داده نشان

است. مجانبی پایدار موضعی به صورت باشد، ٠
جامعه در بیماری شیوع باشد، ١ از بیشتر R٠ مقدار صورتی که در که می دهد نشان نتیجه این بیولوژیکی، منظر از
می یابد. گسترش جمعیت سطح در بیماری و می شوند آلوده بیماری به بیشتر افراد که است آن معنای به این می یابد. ادامه
می رسد. بیماری از عاری تعادل نقطه به و می یابد کاهش جامعه در تدریج به بیماری باشد، R٠ < ١ اگر دیگر، سوی از

است. بیماری شیوع قطع یا تدریجی کاهش نشان دهنده پایدار تعادل نقطه این
و ایمنی فرایندهای در تأخیر اگر به ویژه، است. مشاهده قابل آشکارا نیز تحلیل این در درمانی و ایمنی تأخیرات تأثیر
در شدید نوسانات و هوپف انشعاب های بروز به منجر که شود دچار شرایطی به سیستم است ممکن یابد، افزایش درمانی
پیشگیرانه مداخلات نیازمند آن ها کنترل که شود بیماری جدید موج های ایجاد باعث می تواند پدیده این شود. بیماری شیوع

بود. خواهد واکسیناسیون و اجتماعی فاصله گذاری مانند اضافی
مدیریت و ١ از کمتر مقدار در R٠ حفظ که می دهند نشان تحلیل ها این عمومی، سلامت سیاست گذاری زمینه در
جامعه سطح در ناخواسته نوسانات از جلوگیری و بیماری مجدد شیوع از جلوگیری برای می تواند درمانی و ایمنی تأخیرات
فرآیندهای در تأخیر رساندن حداقل به و عمومی ایمنی تقویت بر باید بهداشتی استراتژی های این رو، از باشد. حیاتی

شود. جلوگیری بیماری بازگشت و اپیدمی پایداری از تا شوند متمرکز واکسیناسیون و درمانی
درمانی یا ایمنی پاسخ در تأخیرات که شرایطی در باید دیگر پیشگیرانه اقدامات و اجتماعی فاصله گذاری همچنین،
این از باید است، ناپایدار ایمنی که شرایطی در که می دهند نشان مطالعه این نتایج شوند. پیگیری شدت به دارد، وجود

شود. استفاده بیماری شیوع کاهش برای اپیدمی اولیه مراحل در به ویژه استراتژی ها
شبیه سازی عددی به صورت مدل جواب های و معرفی عددی روشی تحلیلی، یافته های تایید جهت بعد بخش های در

شد. خواهند

آدامز–بشفورث–ملتون پیشگو–اصلاحگر عددی روش ۴
طرح پایه بر عددی روش یک از قبل، بخش های در تعریف شده کسری مشتق با دینامیکی مدل حل برای بخش، این در
یکی خود، گام به گام ساختار و مناسب دقت دلیل به روش این می کنیم. استفاده آدامز–بشفورث–ملتون پیشگو–اصلاحگر
پس و می شود معرفی روش کلی فرمول بندی ابتدا است. کسری دیفرانسیل معادلات عددی حل در پرکاربرد گزینه های از

شد. خواهد گرفته کار به نظر مورد سیستم برای آن از

کنید فرض ابتدا

CDα
t L(t) = uj(t,Lj(t),Lj(t− τ)), t ∈ [−τ, ٠],Lκ

j (٠) = Lκ
j٠, κ = ٠, ١, ...[α], j ∈ N (١ .۴)
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ولترا انتگرال معادله با معادل شود، گرفته نظر در کاپوتو مشتق به صورت که زمانی CDα
t و α > ٠ ، Lκ

j٠ ∈ R آن در که
است: زیر

Lj(t) =

[α]−١∑
n=٠

Lκ
j٠
tn

n!
+

١
Γ(α)

∫ t

٠
(t− s)α−١uj(s,Lj(s),Lj(s− τ))ds, j ∈ N. (٢ .۴)

زیر شرح به الگوریتم می پردازیم. فوق روش از استفاده با کسری مرتبه از SCIRS مدل عددی حل بررسی به اکنون
می شود: توصیف

فرض .n = ٠, ١, ٢, ..., ñ و است طبیعی عدد یک ñ و t ∈ [٠, T ] آن در که ،tn+١ = nh و h = T−٠
ñ

دهید قرار
زیرند: به صورت شده بازنویسی فرمول های این صورت در باشد. t = tn در L(t) از تقریبی Lj کنید

Sn+١ = S٠ +
hα

Γ(α+ ٢)
(Λ− βSP

n+١(IP
١n+١ + qCP

n+١)− βSP
n+١(IP

٢n+١ + qCP
n+١)− µSP

n+١ + ρRP
n+١)

+
hα

Γ(α+ ٢)

n∑
j=٠

vj,n+١(Λ− βSj(I١j + qCj)− βSj(I٢j + qCj)− µSj + ρRj),

Cn+١ = C٠ +
hα

Γ(α+ ٢)
(βSP

n+١(IP
١n+١ + qCP

n+١) + βSP
n+١(IP

٢n+١ + qCP
n+١)− (η + γ + µ)CP

n+١)

+
hα

Γ(α+ ٢)

n∑
j=٠

vj,n+١(βSj(I١j + qCj) + βSj(I٢j + qCj)− (η + γ + µ)Cj),

I١n+١ = I١٠ +
hα

Γ(α+ ٢)
(pηCP

n+١ − (σ١ + µ)IP
١n+١)

+
hα

Γ(α+ ٢)

n∑
j=٠

vj,n+١(pηCj − (σ١ + µ)I١j ),

I٢n+١ = I٢٠ +
hα

Γ(α+ ٢)
((١ − p)ηCP

n+١ − (σ٢ + µ)IP
٢n+١)

+
hα

Γ(α+ ٢)

n∑
j=٠

vj,n+١))١ − p)ηCj − (σ٢ + µ)I٢j ),

Rn+١ = R٠ +
hα

Γ(α+ ٢)
(σ١IP

١n+١ + σ٢IP
٢n+١ + γCP

n+١ − (µ+ ρ)RP
n+١)

+

n∑
j=٠

vj,n+١(σ١I١j + σ٢I٢j + γCj − (µ+ ρ)Rj). (٣ .۴)

می باشند: زیر به صورت نیز پیش بینی فرمول های همچنین

SP
n+١ = S٠ +

١
Γ(α)

n∑
j=٠

£j,n+١(Λ− βSj(I١j + qCj)− βSj(I٢j + qCj)− µSj + ρRj),

CP
n+١ = C٠ +

١
Γ(α)

n∑
j=٠

£j,n+١(βSj(I١j + qCj) + βSj(I٢j + qCj)− (η + γ + µ)Cj),

IP
١n+١

= I١٠ +
١

Γ(α)

n∑
j=٠

£j,n+١(pηCj − (σ١ + µ)I١j),

IP
٢n+١

= I٢٠ +
١

Γ(α)

n∑
j=٠

£j,n+١))١ − p)ηCj − (σ٢ + µ)I٢j),

RP
n+١ = R٠ +

١
Γ(α)

n∑
j=٠

£j,n+١(σ١I١j + σ٢I٢j + γCj − (µ+ ρ)Rj), (۴ .۴)



١٣١ SCIRS اپیدمی مدل در کووید- ١٩ گسترش پیش بینی

آن در که

vj,n+١ =


nα+١ − (n− α)(n+ ١)α, if j = ٠,
(n− j + ٢)α+١ + (n− j)α+١ − ٢(n− j + ١)α+١, if ٠ ≤ j ≤ n,

١, if j = ١,

و

£j,n+١ =
hα

α
[(n+ ١ − j)α − (n− j)α], ٠ ≤ j ≤ n.

نتایج تحلیل و عددی شبیه سازی ۵

از ناشی خطاهایی شامل می تواند خود که است شده انجام موجود واقعی داده های اساس بر عددی شبیه سازی بخش، این در
حدی تا است ممکن عوامل این باشد. بهداشتی سیاست های در ناگهانی تغییرات یا موارد ثبت در تأخیر کامل، گزارش نشدن
محدودیت ها این گرفتن نظر در با باید نتایج بنابراین، باشند. تأثیرگذار انجام شده پیش بینی های و مدل برازش دقت بر
آن ها از برخی که است شده استفاده ٣ جدول با مطابق پارامترهایی مقادیر از شبیه سازی ها، انجام برای شوند. تفسیر

هستند. تخمینی برخی و شده برازش واقعی داده های براساس
است. شده محاسبه واقعی داده های و عددی جواب های بین نسبی خطای مدل، عددی حل دقت سنجش برای
استفاده مورد روش که شود حاصل اطمینان تا شده بررسی مختلف زمانی گام های برای عددی روش پایداری همچنین،
گام های با مدل همگرایی، ویژگی های بررسی برای می کند. تولید پایدار و همگرا پاسخ هایی (آدامز–بشفورث–مولتون)
میل پایدار عددی پاسخ یک به یکنواخت به صورت نتایج گام، اندازه کاهش با که گردید مشاهده و شد اجرا مختلف زمانی
و محاسبه مطلق خطای و نسبی خطای جمله از دقت معیارهای روش، اطمینان قابلیت از اطمینان به منظور می کنند.

شدند. مقایسه
تا شد استفاده کوچک زمانی گام از کسری، مشتق با مدل های در (stiffness) سختی پدیده وقوع احتمال به توجه با
تا شد پیاده سازی تقویت شده ای تنظیمات با پیشگو–تصحیحگر روش این، بر علاوه شود. جلوگیری عددی ناپایداری های از
مناسب وزن دهی توابع انتخاب شامل تقویت ها این یابد. بهبود کسری مشتقات و زمانی تأخیر دارای شرایط در آن عملکرد

می کنند. کمک خطا کاهش و بهتر همگرایی به که بودند تصحیحی گام در توقف شرط بازتنظیم و پیشگویی گام در
(α = ٠٫٩٩٧١) کسری مرتبه مشتق و (α = ١) صحیح مرتبه مشتق برای نتایج مدل، کلی دقت بررسی برای
به ویژه و دارد واقعی داده های با بهتری انطباق کسری مرتبه مدل می شود، مشاهده که همان طور .(١ (شکل شده اند مقایسه
مدل های از استفاده که می دهند نشان نتایج این می کند. بازسازی دقیق تر را نوسانات اپیدمی، فروکش و اوج گیری فاز در

می شود. بیماری انتقال مدل سازی در دقت افزایش موجب نیز تجربی منظر از بلکه ریاضی نظر از نه تنها کسری
رفتار اعداد این هستند. ٣ جدول در ارائه شده پارامتری مقادیر اساس بر ۶ تا ١ شکل های در نشان داده شده نمودارهای
جهانی ولد و زاد نرخ ،٢٠٢٢ ژوئن ١۵ تاریخ در می کنند. توصیف را است شده داده نشان α با که کسری مرتبه تحت افراد
به توجه با بود. نفر ١٠٠٠ هر ازای به ٧٫۶٧٨ میر و مرگ نرخ که حالی در بود، نفر ١٠٠٠ هر ازای به تولد ١٧٫۶٨٨
Λ = ٣٨٣١٢٨٫۴۵۵ مقادیر است، شده داده نشان N(٠) = ٧٩١۴٩٨١١٢٠ به صورت که ژوئن، ١۵ تاریخ در جمعیت
مقدار ضرایب، این از استفاده با می گیریم. نظر در را ϑ = ٠٫٩٩ مقدار و می کنیم انتخاب را µ = ٢٫١٠٣۵۶ × ١٠−۵ و

است. R٠ = ٢٫٨٧۵۶

تحلیل S(t), C(t), I١(t), I٢(t),R(t) متغیرهای رفتار بر [٠٫٩٢, ١] بازه در α مختلف مقادیر تأثیر ادامه، در
حافظه افزایش و سیستم دینامیک شدن کندتر باعث α مقدار کاهش که می دهند نشان نتایج .(۶-٢ (شکل های است شده

می شود. سیستم در
رفتار بهتر، حافظه مندی و بالاتر انعطاف پذیری با کسری مرتبه مدل که می دهند نشان عددی شبیه سازی یافته های
کنترلی سیاست های اعمال صورت در همچنین می دهد. ارائه صحیح مرتبه مدل های به نسبت واقع بینانه تری اپیدمیولوژیکی

یافت. دست بیماری از ناشی مرگ ومیر و ابتلا میزان در قابل توجهی کاهش به می توان مناسب،
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شبیه سازی ها در شده استفاده پارامترهای مقادیر :٣ جدول
منبع مقدار پارامتر
شده تخمین ٣٨٣١٢٨٫۴۵۵ Λ
برازش عدد ٩٫٠٨ × ١١−١٠ β
برازش عدد ٠٫١ q
شده تخمین ٢٫١٠٣۵۶ × ١٠−۵ µ
برازش عدد ٠٫٠١ ρ
برازش عدد ٠٫۵١ p
برازش عدد ٠٫٣٣٩ η
برازش عدد ٠٫١٣ γ
برازش عدد ٠٫۴٠١ σ١
برازش عدد ٠٫٢١ σ٢
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.τ = ٠ و α = ٠٫٩٢, ٠٫٩۴, ٠٫٩۶, ٠٫٩٨, ١ مقادیر تغییر با C(t) رفتار تغییر :٣ شکل

نقطه خاص، شبیه سازی این در می دهند. نمایش α مختلف مقادیر برای را (٢. ١) نتایج ۵ تا ٢ شماره شکل های
است: زیر به صورت بومی تعادل

E١ = (S∗, C∗, I∗
١ , I∗

٢ ,R∗) = (٧٫٠٧ × ١٠٩, ۶٫٢٣٣ × ١٠۶, ٢٫۴٧٧ × ١٠۶, ۴٫٢۴٣ × ١٠۶, ٢٫۶٨٩ × ١٠٨).

مختلف مرتبه های برای محاسباتی می گذارد، تأثیر (٢. ١) سیستم نتایج بر مشتق گیری مرتبه چگونه اینکه بررسی برای
مدل نتایج که می دهند نشان نمودارها شدند. کشیده تصویر به ۵ -٢ شکل های در حاصل داده های دادیم. انجام کسری
یک هستند. پایدار تعادل نقطه این در مرتبه ها تمامی این، بر افزون می رسند. تعادل حالت به مشتق مرتبه به توجه بدون
ایجاد باعث تغییرات این حال، این با نمی گذارد. حاصل توابع کلی رفتار بر توجهی قابل تأثیر مشتق مرتبه در جزئی تغییر

می شود. نتایج عددی مقادیر در توجهی قابل تفاوت های
طراحی بیماری شیوع مختلف مراحل در کووید- ١٩ بیماری انتقال پویایی تحلیل برای توسعه یافته مدل مطالعه، این در
مراحل در بیماری روند پیش بینی و اولیه مراحل در بیماری شیوع کنترل به خاص به طور مدل این به ویژه، است. شده
نرخ جمله از مختلف پارامترهای و زمانی تأخیرات گرفتن نظر در با SCIRS مدل واقع، در دارد. توجه (پایدار) آندمیک
مرحله دو هر در مداخله ای استراتژی های ارزیابی و پیش بینی برای ابزاری به عنوان میر، و مرگ نرخ و بهبودی نرخ انتقال،
تصمیمات تا کند کمک عمومی بهداشت مسئولین و سیاست گذاران به می تواند تحلیل این می کند. عمل بیماری چرخه از
بیماری بار اوج در بهداشتی سیستم های که زمانی به ویژه کنند، اتخاذ عمومی سلامت بحران های مدیریت زمینه در بهتری

هستند.
نقاط و است محکم کلی به طور می کند، استفاده کاپوتو کسری مشتق از که ،SCIRS اپیدمیولوژیکی مدل نظری تحلیل
می تواند که شود بهره مند بیشتری پیشرفت های از می تواند مدل حال، این با شده اند. تحلیل دقیق به طور سیستم تعادل
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فردی رفتارهای مانند اجتماعی و محیطی عوامل همزمان اثرات گرفتن نظر در مثال، به عنوان دهد. افزایش را نتایج دقت
و دهد افزایش را مدل پیچیدگی می تواند واکسیناسیون) و اجتماعی فاصله گذاری رعایت (مانند بهداشتی سیاست های و
دقیق تر و بزرگتر داده های از استفاده این، بر افزون کند. تبدیل اپیدمیک روندهای پیش بینی برای دقیق تر ابزاری به را آن
این کلی، به طور کند. کمک پیش بینی ها دقت افزایش و حساسیت تحلیل های تقویت به می تواند پارامترها تخمین برای
ابزاری به را کسری مرتبه مدل های و کنند ایجاد اپیدمی ها مدل سازی زمینه در را پیچیده تری تحلیل های می توانند پیشرفت ها

نمایند. تبدیل بیماری ها شیوع مدیریت و پیش بینی در کاربردی تر

نتیجه گیری ۶

انتقال پویایی تحلیل برای کاپوتو کسری مشتق از استفاده با SCIRS نوع از اپیدمیولوژیکی مدل یک مطالعه، این در
قرار بررسی مورد τ٢ و τ١ زمانی تأخیر پارامتر دو گرفتن نظر در با (٢. ١) مدل خاص، به طور شد. داده توسعه کووید- ١٩
صورتی در E١ = (S∗, C∗, I∗

١ , I∗
٢ ,R∗) بومی تعادل که شد داده نشان و شد تحلیل سیستم تعادل نقاط پایداری گرفت.

است. مجانبی پایدار موضعی به صورت باشد، τ = τ ∗ = min{τ١, τ٢} = ٠ و R٠ > ١ که
افراد بهبودی برای نیاز مورد زمان واقع گرایانه تر مدل سازی به منظور (٢. ١) معادله در زمانی تأخیر پارامترهای افزودن
دچار بومی تعادل نزدیکی در سیستم رود، فراتر مشخص آستانه یک از تأخیر مقدار اگر که داد نشان نتایج شد. انجام آلوده

می شود. هوپف انشعاب
استفاده با همچنین، شد. استفاده آدامز-بشفورث-مولتون پیشگو-تصحیحگر عددی روش از مدل، تقریبی حل برای
گردید. انجام کووید- ١٩ جهانی انتقال پیش بینی در مدل قابلیت بررسی به منظور عددی شبیه سازی واقعی، داده های از
بهتری عملکرد کسری مدل که داد نشان صحیح مرتبه مشتق با مدل و کسری مرتبه مشتق با مدل از حاصل نتایج مقایسه ی

دارد. واقعی داده های پیش بینی و برازش در
تأثیر می تواند درمانی و ایمنی فرآیندهای در تأخیر وجود که می دهند نشان مطالعه این نتایج عمومی، سلامت منظر از
خطر نشود، مدیریت مؤثر به طور افراد درمان و ایمن سازی در تأخیر اگر به ویژه، باشد. داشته بیماری پویایی بر توجهی قابل
و بلندمدت ایمنی تقویت راستا، این در می یابد. افزایش بیماری شیوع در شدید نوسانات و اپیدمی انشعاب های بروز
می دهند نشان نتایج این، بر افزون کند. کمک نوسانات این احتمال کاهش به می تواند بهبودی فرآیندهای در تأخیر کاهش
برای است، ناپایدار ایمنی که شرایطی در به ویژه واکسیناسیون، و اجتماعی فاصله گذاری نظیر پیشگیرانه مداخلات حفظ که
و بهداشتی اقدامات تا کنند کمک سیاست گذاران به می توانند تحلیل ها این است. ضروری بیماری شیوع کاهش و کنترل

کنند. اجرا و طراحی پاندمی ها برابر در مؤثرتری به طور را پیشگیرانه
کلاسیک مدل های با مقایسه در اپیدمیک بیماری های شیوع تحلیل برای کسری مرتبه فرمول بندی مدل مقاله، این در
به قادر است ممکن که دارند سیستم رفتارهای مورد در ساده ای فرضیات معمولا اپیدمی سنتی مدل های شد. بررسی
در به نیاز که زمینه هایی در به ویژه کسری مرتبه مدل اینجا، در نباشند. پیچیده شرایط در بیماری پویایی دقیق شبیه سازی
می گذارد. نمایش به را اپیدمیک رفتار شفاف تری به طور دارد، وجود پیچیده سیستم های نوسانات و تأخیرات گرفتن نظر

که کنند کمک کلاسیک مدل های در موجود شکاف های کردن پر به می توانند خاص به طور کسری فرمول بندی های این
می تواند سیستم که است معنی این به کسری مرتبه از استفاده هستند. بهینه کمتر غیرعادی و غیرخطی سیستم های برای
مدل های بنابراین، کند. شبیه سازی به خوبی را مداخلات به پیچیده پاسخ های یا طولانی ماندگاری اثرات مانند رفتارهایی
دینامیکی فرایندهای از بهتری درک که مداخله ای استراتژی های و بهداشتی سیاست های طراحی در می توانند کسری مرتبه

شوند. واقع مفید می دهند، ارائه بیماری ها
اساس بر مطالعه این در اولیه مفروضات دارد. وجود کسری مدل های از استفاده در نیز محدودیت هایی حال، این با
برای خاص به طور مفروضات این شده اند. طراحی کووید- ١٩ برای موجود اپیدمیولوژیکی مطالعات و بالینی داده های
و اولیه مقادیر که است لازم دیگر، اپیدمی های در مدل این کاربرد گسترش برای اما هستند، مناسب مطالعه این تحلیل های
عملکرد تا دارد جدید داده های با مداوم تطبیق و به روزرسانی به نیاز مدل بنابراین، شوند. کالیبره دقیق تر به طور پارامترها

باشد. بهینه اپیدمی ها مختلف شرایط در آن
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Abstract: In this paper, an SCIRS epidemic model with Caputo fractional derivatives and time delay
is investigated. In this model, the role of temporary immunity is explicitly modeled such that recovered
individuals lose their immunity after a certain period and return to the susceptible population. The aim of
the model is to analyze the dynamics of COVID-19 transmission by incorporating the system’s memory
and delays in treatment and immunity return. Based on the previous results, the existence and uniqueness
of the solution to the proposed model are assumed. Subsequently, the local stability of the equilibrium
points is studied in the absence of time delay, and conditions for the asymptotic stability of the endemic
equilibrium are provided. Next, the effect of time delay on the system’s dynamic stability is analyzed, and
conditions for the occurrence of a Hopf bifurcation are derived. For the numerical solution of the model,
a method based on the Adams–Bashforth–Moulton predictor-corrector algorithm is developed. Finally,
numerical simulations are performed using real-world COVID-19 data (during the period from June 15 to
August 4, 2022) whichwere obtained from official sources published by the GlobalMinistry of Health. The
simulation results indicate that the fractional-order model not only better fits the real data, but also shows
superior capability in capturing memory-dependent behaviors, fluctuations in the infected population, and
the effect of waning immunity, compared to classical integer-order models. Stability analysis reveals that
reducing the delay in immunization, strengthening long-term immunity, and maintaining preventive mea-
sures such as social distancing can prevent epidemic oscillations and guide the system trajectory toward
the disease-free equilibrium.

Keywords: Epidemiological modeling, COVID-19, Equilibrium point, Hopf bifurcation, Numerical
simulation.
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