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وجود آرتيني غير و نوتري مدولي آن ها روي که است کرده ارائه منظم يکّه حلقه هاي از مثال دسته   اي ک.     گودارل چکيده:
و منظم حلقه هاي يافتن در جهت اين به و نيستند ويلاماير مثال ها اين از بعضي که مي دهيم نشان مقاله اين در دارد.
به گودارل، مثال که داد خواهيم نشان نيز نيستند. مقصود به وافي باشند آرتيني غير اما نوتري مدولي داراي که ويلاماير

است. اوليه راست از هم و چپ از هم نامتناهي، اوردينال اولين ازاي

نوتري. مدول ، نيم-آرتيني حلقه ويلاماير، حلقه نويمان، فون منظم حلقه کليدي: واژه هاي

33C45; 49-XX رياضي: ردهبندي

مقدمات و تعاريف ۱
منظم R حلقه ي است. يکاني چپ يا راست مدول هاي مدول، از منظور و واحددار، و پذير شرکت حلقه ي حلقه، از منظور حاضر نوشته ي در
عضوي ،R در a عضو هر براي هرگاه شود، مي گفته نويمان) فون منظم (يکّه نويمان- فون جان افتخار به - نويمان فون منظمِ يا منظم) (يکّه
ويلاماير چپ از يا چپ ويلاماير R حلقه ي .(aua = a) aba = a که باشد داشته R)وجود در u چون يکّه اي (عضو R در b چون
زيرمدول هاي اشتراک اگر تنها و اگر است چپ ويلاماير R حلقه ي که آنجا از باشد. تزريقي R چپِ ساده ي مدول هر هرگاه مي شود گفته
ماکسيمال زيرمدول داراي مدول هر ويلاماير حلقه هاي روي که مي شود معلوم باشد، صفر مدول) آن راديکال (يا چپ R-مدول هر ماکسيمال
داراي هرگاه گوئيم چپ اوليه ي را حلقه گويند. مي چپ بيشين را باشد ماکسيمال زيرمدول داراي آنها روي چپ مدول هر که حلقه هائي است.
ناپذير تعويض حالت در معادل اند، مفاهيمي بودن ويلاماير و بودن منظم پذير، تعويض هاي حلقه در گرچه باشد. وفادار چپ ساده ي مدول يک
خاصيت يک در ويلاماير حلقه هاي هم و منظم حلقه هاي هم حال اين با مي آيند. حساب به مستقل مفاهيمي و مي روند خود راه مفهوم دو اين
تماماً حلقه باشد، خودتوان (راست)آن چپ ايدآلهاي که حلقه اي به خودتوان اند. حلقه ها اين ايدآل هاي که است اين آن و دارند اشتراک مهم
گيريم نيستند. منظم که است موجود ويلامايري حلقه هاي و نيستند ويلاماير که موجوداند منظمي حلقه هاي گويند. (راست) چپ خودتوان
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۱۴۱ نيست گشا گره گودارل که آنجا

است تزريقي VL ساده ي مدول که است داده نشان فيت کارل .L = EndF(V ) نيز و باشد F ميدانِ روي چپ برداري فضاي FV
نيست. راست ويلاماير - باشد داشته نامتناهي بعد برداري، فضايِ که صورتي در -L بنابراين باشد. داشته متناهي بُعد FV اگر تنها و اگر
V که حالتي -در L آيا اينکه به مي رسد نظر به نيستند. ويلاماير لزوماً منظم حلقه  هاي مي دهد نشان مثال اين است، منظم L که آنجا از
زمينه اين در کار ترين برجسته سال، هفتاد تقريباً از پس هنوز است. نشده داده پاسخ کاملاً خير يا هست چپ ويلاماير - دارد نامتناهي بعد
مي گيرد فرض هم و مي کند استفاده کانتور يافته ي تعميم پيوستار فرض از هم او بنگريد). را [۹] (مقاله ي است اوسوفسکي بارابارا قضيه هاي
آن از جالبي زيرحلقه ي اما نيست، ويلاماير چپ از L چه اگر نيست. ويلاماير نيز چپ از L کند ثابت تا باشد ٢٢ℵ٠ از کمتر F اصليِ عدد که

گيريم است. ويلاماير چپ از که دارد وجود

(١) K = {x ∈ L | dim(xV ) <∞}

تنها اين باشد، شمارا V بعد وقتي است. ( راست يا چپ مينيمال ايدآل هاي همه (مجموع ساکل حقيقت در که L از دوطرفه است ايدآلي اين
از است عبارت فيت مثال است. L حلقه دوطرفه ي  ايدآل

(٢) R = K + F

مراتب به R بودن منظم است. راست ويلاماير حلقه يک R که داد نشان مي توان تلاش اندکي با است. L حلقه زير R که است واضح
R ساکل ،K چون است. منظم هم R بنابراين و منظم اند دو هر K هم و R/K ∼= F هم که کنيم توجه است کافي است، ساده تر
مثال همين احياناً است. نيز نيم-آرتيني که چپ ويلاماير و منظم حلقه اي از است مثالي R بنابراين است. ۲ دقيقاً R لوِوي بعد هست هم
را بچلا قضيه ي [۸] در اول نگارنده ي بعدها منظم اند. ويلاماير، و -آرتيني نيم حلقه هاي که دهد نشان تا بود [۱] در بَچلا جوزپه انگيزه ي
چپ ساده مدول هر هرگاه گوئيم چپ ويلاماير متناهي بطور را حلقه که کنيد توجه است. داده تعميم زير نحو به و اگر» تنها و «اگر بصورت

داد). گسترش بتوان را حلقه چپ مولد متناهي ايدآلهاي از همريختي (يعني باشد تزريقي متناهي بطور آن

است. منظم R اگر تنها و اگر است چپ ويلاماير متناهي بطور حلقه اي R صورت آن در باشد. چپ نيم-آرتيني R حلقه ي گيريم .۱ . ۱ گزاره

بنگريد. را [۸] در ۱۱.۲ ي نتيجه اثبات.

است اصلي اي عدد β که Iβ = {x ∈ L | dim(xV ) < β} شکل به L دوطرفه ايدآل هر باشد، ℵ برداري فضاي بعد اگر
حلقه ي مي توان دارد. تام بستگي V بُعد به آن طول که مي دهند صعودي زنجيري تشکيل L دوطرفه يِ ايدآل هاي حقيقت در .ℵ از کوچکتر
حلقه روي لذا هستند. L دوطرفه ايدآل هاي دقيقاً مدولهايش زير صورت اين در که گرفت، نظر در L⊗F L

op روي مدولي همچون را L
آن از بارها خود مثال در گودارل که است سلاحي اين است. V بُعد با برابر آن رشته طول که داريم رشته اي تک مدولي L⊗F L

op منظمِ
کرد. رسمي تر اشاره اي آن به است خوب و دارد بسياري آموزشي ارزش و مي کند استفاده

حلقه ي روي مدول عنوان به R مدول هاي زير مشبّکه با R دوطرفه ايدآل هاي مشبّکه صورت آن در باشد، حلقه يک R گيريم .۲ . ۱ لم
است. يکريخت ،R⊗Rop

پايه اي عنصر يک کنش است کافي البته کند. مي عمل زير صورت به R روي R⊗Rop اسکالر ضرب که کنيم توجه است کافي اثبات.
آنگاه: باشد، R از عنصري t و r ⊗ s ∈ R⊗Rop اگر دهيم: قرار توجه مورد را

(r ⊗ s).t = rts

هستند. R دوطرفه ايدآل هاي دقيقاً زيرمدول ها و مي گردد بدل R⊗Rop حلقه ي روي مدول يک به R عمل اين با که ديد مي توان

و ندارد) بديهي غير دوطرفه  ي ايدآل (هيچ ساده حلقه اي S = L/K قسمتي خارج حلقه ي است، شمارا V بُعد که هنگامي .۳ . ۱ نتيجه
است. ساده S ⊗F S

op حلقه ي روي مدول عنوان به و است منظم

تشريح ميز روي گودارل مثال ۲
که مي دهيم توجه نکته اين به را خود خواننده مي گذرانيم. نظر از دقّت به را آن بندي اسکلت و گودارل مثال ساختمان نحوه ي بخش اين در
منظم يکّه حلقه هائي نيز و نيستند نوتري که آرتيني مدول هائي با منظم يکّه حلقه هاي از مثال هائي مي کند. ارائه مثال دسته دو گودارل [۴] در
(که اليوت جورج توسط که نتايجي کمک به نخست بخش در است. بخش سه شامل ، [۴] او، مقاله ي نيستند. آرتيني که نوتري مدول هائي با
در و مي دهد. دست به مثال هائي شده ارائه شمارا حالت در تنها البته و [۲] در ندارد) ويکتوريا عصر نويس رمان و شاعر بانوي با ارتباطي البته
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مدول هر - بيشين حلقه هر روي حقيقت ويلاماير-در حلقه ي هر روي که آنجا از مي سازد. اوردينال هر براي مثال هائي سه و دو بخشهاي
هر براي گودارل، که آنجا مقاله، سوم بخش مي ماند لذا است. منتفي گودارل مقاله ي دوم بخش از استفاده امکان عملاً است، نوتري آرتيني
يکريخت - پاد ، [١, α] اوردينالي بازه ي با زيرمدولهايش مشبّکه ي که دوري و وفادار مدولي با يابد مي اولي و منظم يکّه حلقه ي α اوردينال
و نيست آرتيني اما است نوتري مذکور، مدول مدول هاي زير مشبّکه ي بنابراين نيست، نوتري اما است آرتيني فوق بازه که است واضح است.

است. گودارل مقاله ي از سوم بخش اين با ويژه بطور ما، کار است. α مدولهايش زير از رشته تنها طول
داريم. نياز تعريف تعدادي به است. ساخته که مثالي و گودارل مقاله ي سوم بخش به گرديم باز

ماتريس هاي حلقه ي يعني ،Mn(F) شکل به است حلقه اي ،F ميدان روي ماتريس ها حلقه ي از منظور زير تعريف در که کنيم توجه
هستند. F ميدان اعضاي که درايه هائي با n در n مربعي

F ميدان روي ماتريسها حلقه هاي از متناهي تعداد ضرب حاصل با که است جبري ، F مانند ميداني روي ماتريسي جبر يک .۱ . ۲ تعريف
است جبري ماتريسي، موضعي F-جبر يک از منظور است. ماتريسي جبرهاي از دنباله اي مستقيمِ حد ماتريسي، ابرجبر يک باشد. يکريخت

گيرد. قرار ماتريسي اش جبر زير يک در آن متناهي مجموعه ي زير هر که

خود، مثال ساختن براي منظم اند. يکّه ماتريسي موضعي جبرهاي هم و ماتريسي ابرجبرهاي هم که مي دهد نشان گودارل [۴] در
باشد. متناهي) لزوماً (ونه دلخواه اوردينالي α گيريم مي پردازيم. آن توضيح به زير در که مي  گيرد پيش در را استقرائي فرآيندي گودارل،
پاد-يکريخت [١, α] با مدول هايش زير مشبّکه  ي که آن روي مدولي همراه به است منظم يکّه حلقه اي آوردن پديد زير ساختمان از هدف
مي دهيم قرار و مي گيريم نظر در W مانند نامتناهي بعد با برداري فضايي F روي سپس و باشد، ميدان يک R١ = F گيريم است.
نظر در را است Q١ دوطرفه ي ايدآل حقيقت در که K١ = {x ∈ Q١| dim(xW ) < ∞} مجموعه ي .Q١ = EndF(W )
ساختمان سازي مسير در که آنجا از است. Q١ از زيرجبري) (و حلقه زير R٢ که است واضح .R٢ = K١ + F مي دهيم قرار و مي گيريم
نظر در شمول نگاشت همان f٢١ : R١ −→ R٢ مي کنيم: تعريف الان همين از را همريختي هايمان مي کنيم پيدا مستقيم حد به نياز
قرار دوباره و .Q٢ = EndF(R٢) مي دهيم قرار نگريست، F روي برداري فضائي چشم به مي توان را R٢ که آنجا از حال مي گيريم.

مي دهيم
K٢ = {x ∈ Q٢| dim(xR٢) <∞}

به که گرفت نظر در Q٢ از تبديلاتي مي توان را R٢ حقيقت در گرفت، نظر در Q٢ از جبري زير مثابه ي به مي توان را R٢ که کنيم توجه و
مي شوند. تعريف R٢ از عنصري باشيم) نگريسته چپ از را فضا اگر راست از و باشيم گرفته نظر در راست از را فضا (اگر چپِ از ضرب وسيله ي
يک ٣ < α گيريم کلي بطور شمول. نگاشت همان .f٣٢ : R٢ −→ R٣ مي کنيم تعريف نيز .R٣ = K٢ +R٢ مي دهيم قرار حال
حد را Rα باشد، حدي اوردينالي α اگر باشند. شده ساخته Rβ حلقه هاي همه آن از کوچکتر ي β اوردينالهاي همه براي و باشد اوردينال

دستگاه مستقيم
{(Rβ, fλβ)|λ ≤ β < α}

مي گيريم نظر در Qβ از جبري زير Rβ و Qβ = EndF(Rβ) مي دهيم قرار صورت آن در α = β + ١ اگر و مي کنيم. تعريف
است افتادن اتفاق حال در واقعاً آنچه بهتر فهم براي مي شود. تعريف Rβ از عنصري ضرب توسط که است تبديلاتي تمامي بر مشتمل که
ساختن در مي شود نياز مستقيم حد به حلقه ها اين ساختن در که جائي اولين که است معلوم کنيم. محدود [١, ω] بازه ي به را خودمان بگذاريد

داريم. نياز لم دو به گزاره، بيان از پيش مي رسانيم. اثبات به را مفيدي گزاره نخست است. Rω خودِ

به N تزريقي، مدول -R/I عنوان به N و باشد R از ايدآلي I اگر صورت آن در باشد، چپ خودتوانِ تماماً حلقه اي R گيريم .۲ . ۲ لم
است. تزريقي نيز R-مدول عنوان

کنيد. مراجعه [۱۰] کتاب ۹.۲۳ تمرينات به اثبات.

آن در باشد، تخت TL اگر باشد. L روي تزريقي و راست مدولي N و باشد حلقه اي همريختي يک ϕ : T −→ L گيريم .۳ . ۲ لم
است. تزريقي نيز T-مدول عنوان به N صورت

کنيد. مراجعه [۳] مرجع در ۱۷.۶ لم به اثبات.

طبيعي اعداد تمامي ازاي به نيز شديم. آن متذکر (۲) فرمول در ما و کرد ايجاد فيت که است ساختماني تعميم حقيقت در زير گزاره ي
مي کنيم. بيان صراحت به را آن گزاره اين در که دارند الگوئي با مشابه ساختي الگوهاي وبيش کم مي سازد، گودارل که Rn حلقه هاي ،n
اين روي خطي عملگرهاي همه ي حلقه ي ،L = EndF(V ) ، F ميدان روي بعد نامتناهي برداري فضاي يک VF گيريم زير گزاره در

باشد. برداري فضاي

ويلاماير راست از حلقه ا ي R و L از صفري غير و سره دوطرفه ي ايدآل N کنيم فرض .۴ . ۲ گزاره
موجود حلقه اي همريختي اي L به T از کنيم فرض و گرفته نظر در را T = N ⊕ R حلقه ي اکنون .N ∩ R = (٠) که باشد

است. ويلاماير حلقه اي راست از T صورت آن در باشد)، منظم T مثال عنوان (به باشد تخت TL و
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که آنجا از است. ساده راست -مدول T/N يک S صورت آن در ،SN = (٠) اگر باشد. ساده راست T-مدول يک S گيريم اثبات.
هم -مدول T عنوان به ،۲ . ۲ لم به بنا لذا است تزريقي -مدول T/S عنوان به S پس است راست ويلاماير حلقه يک R و T/N ∼= R
نظر در T راستِ مينيمال ايدآل يک توان مي را S حالت اين در .SN = S لذا است ساده S چون ،SN ̸= (٠) اگر است. تزريقي
پس است خودتزريقي راست از و منظم L چون هست. نيز L راست مينيمال ايدآل S لذا SL = SNL = SN = S چون گرفت.

هست. نيز تزريقي راست T-مدول يک ،۳ . ۲ لم به بنا پس است، تزريقي راست L-مدول يک S

F(x) ميدان مثال، سبيل بر ،F جاي به ،(۲) در اگر گزاره، اين اساس بر پس نيست. L زيرحلقه ي لزوماً R فوق گزاره در که کنيم توجه
حاصلضرب هر يا Mn(F) گذاشتن با است، Mn(F) از نسخه اي حاوي L که آنجا از داشت. خواهيم ويلاماير حلقه اي بازهم بگذاريم را
تمامي که نماند ناگفته يافت. دست L از راست ويلاماير و منظم حلقه هاي زير از پرشماري دسته ي به توان مي ،(۲) در F جاي به آنها متناهي

نيستند. ويلاماير چپ از حلقه ها اين
حد هرچند است. معکوس حد و مستقيم حد عمل دو قبال در ويلاماير حلقه هاي رفتار مي رسد نظر به لازم بدان اشاره که ديگر نکته ي

نيست. ويلاماير حلقه اي لزوماً ويلاماير، حلقه هاي معکوس حد نه و مستقيم حد نه اما منظم، است حلقه اي منظم، حلقه هاي مستقيم

صورت: آن در باشد ويلاماير حلقه هاي از معکوسي يا مستقيم دستگاه {Rn|n ∈ N} گيريم .۵ . ۲ گزاره

نيست. ويلاماير لزوماً ،lim−→Rn ها، Rn مستقيم حد .۱

نيست. ويلاماير حلقه اي لزوماً lim←−Rn ها Rn معکوس حد .۲

نيست. منظم لزوماً نيز منظم معکوسِحلقه هاي حد .۳

عدد هر ازاي به است L از جبري زير F که همانطور که کنيم دقّت کنيم. مي توجه L حلقه هاي زير به نقض، مثال ساختن براي (۱) اثبات.
مي گيريم: نظر در را L ماتريسي زيرحلقه هاي از زير دنباله حال است. Mn(F) ماتريسي حلقه ي از اي نسخه شامل ،L حلقه ي ،n طبيعي

F < M٢(F) < M۴(F) < · · · < M٢n(F) < · · ·

حلقه ي مي دهيم نشان و

T =
∞∪
n=١

M٢n(F)

براي نيست. تزريقي که مي دهيم نشان سپس و است T روي ساده مدول يک V مي دهيم نشان کار اين براي نيست. ويلاماير راست از
به است موجود T در A ماتريس x, y ∈ V بردار دو هر ازاي به که مي کنيم توجه است، ساده T-مدول عنوان به V دهيم نشان اينکه

نوشت: V پايه عناصر از خطي ترکيب صورت به فردي به منحصر بصورت را بردار دو اين مي توان که مي دانيم .Ax = y که نحوي

x = λ١e١ + · · ·+ λnen

و
y = β١e١ + · · ·+ βnen

کنيم اختيار چنان را m است کافي .Ax = y که دارد وجود Mn(F) در A ماتريس پس x, y ∈ Fn که است واضح صورت آن در .
به V لذا Ax = y پس .A ∈ T لذا و گرفت نظر در نيز M٢m(F) از عضوي عنوان به را A مي توان صورت آن در .n < ٢m که
ارائه ي از بنابراين دارد، مدول L عنوان به V نبودن تزريقي با مشابه بيش و کم اثباتي نيست تزريقي V اينکه است. ساده مدول T عنوان

مي  کنيم. نظر صرف آن برهان
حلقه ي که شويم يادآور را ،[۵] در گورسا-ژِرِمي از جالب قضيه اي است کافي (۲)

∞∏
n=١

Mn(Fn)

اثبات به نيز فوق گزاره دوم ادعاي پس معکوس، حد از است خاصي حالت مستقيم ضرب که آنجا از نيست. ويلاماير راست از نه و چپ از نه
مي رسد.

يافت. مي توان [۱.۱۰ Example ،۳] در را آن که است مطلبي اين (۳)
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ساخته ۴ . ۲ گزاره با توافق در و مشابه الگوئي از Rn حلقه ي ،n طبيعي عدد هر ازاي به که گفتيم بحث اهميت دليل به هم اين از پيش
براي فيت مي رسد نظر به که ساختماني نحوه از است تعميمي خود ويلاماير و منظم حلقه هاي ساختمانِ نوع اين که کنيم دقت و است شده
اکنون مي گيرد. خدمت به را F ميدانِ خودِ ويلاماير، حلقه زير جاي به فيت آورديم. را آن ،(۲) فرمول در ما و کرد اشاره آن به بار نخسستين

مي کنيم. ثابت را زير قضيه و مي گرديم بر گودارل حلقه هاي به

صورت: آن در باشد. گودارل مثال ساختمان نمادهاي همان تماماً نمادها گيريم .۶ . ۲ قضيه

است. α آن لووي رشته طول و است راست نيم-آرتيني و راست ويلاماير و منظم Rα حلقه ي ،α متناهي اوردينال هر ازاي به .۱

است. موضعي ماتريسي Rα حلقه α اوردينال هر ازاي به .۲

.dimF(xRα) =∞ صورت آن در .٠ ̸= x ∈ Rα و باشد اوردينال يک α > ١ گيريم .۳

آنچه با مطابق است الگوئي مي شود ساخته Rα که الگوئي که کنيم توجه اگر باشد. حدي غير اوردينالي α = β + ١ گيريم (۱) اثبات.
که کنيم توجه نيز اند. منظم و ويلاماير Rα که مي کند اثبات گزاره همان داديم نشان ۴ . ۲ گزاره در

socα(Rn) ∼= soc(Ri)

.١ ≤ i ≤ n براي
است. آمده ۳.۳ و ۳.۲ هاي لم [۴] در ترتيب به موارد اين اثبات (۴)،(۳)

است. آرتيني نوتري، مدول هر ، Rn حلقه روي ،n هر ازاي به .۷ . ۲ نتيجه

است. آرتيني لاجرم آرتيني، نيم نوتري مدول هر و هستند. نيم-آرتيني نيز آن روي مدول هاي باشد، نيم-آرتيني اي حلقه اگر اثبات.

مشخص ها Rα طرفه دو ايدآل هاي شکل نخست زير گزاره در است. خاص گونه اي به گودارل حلقه هاي دوطرفه ي ايدآل هاي شکل
داريم. نياز تعريفي به نخست مي گذاريم. آزمون به Rω مورد در را شده گفته آنچه ما سپس مي شود.

است. Rα حلقه ي از دوطرفه ايدآلي Hαβ := Rαfαβ+١(Kβ)Rα صورت آن در باشند. اوردينال دو β < α گيريم .۸ . ۲ تعريف
است. شکل همين به نيز حلقه اين دوطرفه ي ايدآل هر که ديد خواهيم نيز

است. برقرار بالا در شده تعريف ايدآل هاي مورد در زير ويژگي هاي .۹ . ۲ گزاره

.fαβ(Rβ) +Hαβ = Rα و fαβ(Rβ) ∩Hαβ = (٠) ،β < α اگر .۱

.Hαγ < Hαβ آنگاه ،γ < β < α اگر .۲

.I = Hαβ که دارد وجود β < α اوردينال Rα حلقه از I طرفه دو ايدآل هر براي .۳

است. يکريخت پاد [٠, α] بازه ي با Rα طرفه ي دو ايدآل هاي مشبّکه .۴

رسيده اند. اثبات به ۷.۳ و ۶.۳ ،۵.۳ ،۴.۳ هاي لم در ترتيب به [۴] در فوق موارد اثبات.

شکل به Rω طرفه ي دو ايدآل هاي حقيقت در است. يکريخت پاد [٠, ω] بازه ي با Rω ايدآلهاي مشبّکه ي .۱۰ . ۲ نتيجه

Rω > H١ > H٢ > · · · > Hω = (٠)

هستند.
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اصلي تر نتايج ۳
ويلاماير چپ از نه و راست از نه هرگز پرداختيم) آن ها دقيق توصيف به ۲ بخش در (که گودارل هاي مثال از بزرگي دسته ي که مي دهيم نشان

نيستند.
نيست. ويلاماير راست از نه و چپ از نه ، Rα ⊗Rα Rop

α حلقه ي ،α ≥ ٣ اوردينال هر ازاي به .۱ . ۳ قضيه
مي دهيم. قرار نظر مد راست -مدول Rα⊗Rα R

op
α عنوان به را آن و مي گيريم نظر در را ،Rα حلقه باشد. اوردينال يک α گيريم اثبات.

Rα⊗Rα R
op
α ديگر عبارت به است. يکي دقيقا ،Rα حلقه ي دوطرفه ي ايدآل هاي مشبکّه ي با ،Rα مدول هاي زير مشبکّه ي که مي دانيم

زير: زيرمدول هاي رشته ي با است رشته اي تک مدول يک ، Rα -مدول

Rα > H١ > H٢ > · · · > Hα = ٠
مطلب اين .( نيست جمعوند H١ (زيرا نيست ساده نيم حال عين در و دارد ۲ با برابر طولي -مدول، Rα⊗Rα R

op
α عنوان به ،Rα

H٢
حال

نيم متناهي طول با راست مدول هر راست ويلاماير حلقه يک روي زيرا نيست، راست ويلاماير حلقه يک Rα ⊗Rα Rop
α که مي دهد نشان

نيست. چپ ويلاماير حلقه ، Rα ⊗Rα Rop
α که مي دهد نشان مشابه استدلالي است. ساده

است. توجه جالب نيز خود خودي به که نيازمنديم لم يک به کار اين براي است. صفر Rω حلقه ساکل که دهيم نشان مي خواهيم زير در
هر صورت آن در است. همگن ساده نيم زيرمدول هاي بخش Si هر که soc(R) = ⊕Si و باشد نيم-اول حلقه اي R گيريم .۲ . ۳ لم

است. مينيمال دوطرفه ي ايدآل يک Si

در راست مينيمال ايدآل دو اين يعني .UR
∼= VR باشيم داشته نيز و باشند R حلقه راست مينيمال ايدآل دو VR و UR گيريم اثبات.

نمودار به .V = fR و U = eR که نحوي به دارند وجود e, f خودتوان عناصر پس است، نيم-اول R چون دارند. قرار ها Si از يکي
کنيم: توجه زير

٠ −→ U −→ Ryϕ
V

عنصر .ϕ̄ ∈ End(R) که ϕ̄ : R −→ V يعني داد. توسيع V به R از را ϕ مي توان حال است. V و U ميان يکريختي ϕ که
اين .V = rU پس ،ϕ̄(U) = ϕ(U) = V نوشت توان مي لذا .ϕ̄(x) = rx داريم x ∈ R هر براي که دارد وجود r ∈ R

است. R حلقه مينيمال ايدآل Si اساس براين و RU = Si پس .U از است مضربي V که مي دهد نشان

است. صفر Rω حلقه ساکل .۳ . ۳ گزاره
ندارد، طرفه دو مينيمال ايدآل Rω که مي دانيم لذا کرديم. مشاهده ۱۰ . ۲ نتيجه ي در را Rω طرفه ي دو ايدآل هاي ساختار کنون تا اثبات.

.soc(Rω) = (٠) که مي بينيم ۲ . ۳ لم به بنا پس
نيست. نيم-آرتيني لزوماً آرتيني نيم و ويلاماير منظمِ حلقه هاي مستقيم حد .۴ . ۳ نتيجه

اند. نيم-آرتيني ها Rn تمامي آنکه با است، صفر ساکل داراي Rω يعني ها Rn مستقيم حد که ديديم ۳ . ۳ گزاره در اثبات.

به نياز مطلب اثبات از پيش ولي است. وفادار) ساده مدول صاحب اوليه(يعني حلقه اي Rω که مي دهيم نشان مقاله ختام حسن عنوان به
براي هرگاه ناميم پايان هم را C زيرمجموعه P مرتب جزئا مجموعه يک در که مي شويم يادآور قضيه ارائه از پيش داريم. [۶] از زير قضيه

.p ≤ c که باشد موجود c ∈ C عنصر p ∈ P عضو هر
پايان هم مجموعه اي R اگر نيز و باشد ناصفر خودتوان يک شامل ناصفر راست ايدآل هر آن در که باشد اول حلقه اي R گيريم .۵ . ۳ قضيه

است. اوليه راست از هم و چپ از هم R آنگاه باشد، داشته دوطرفه ايدآل هاي از شمارا و
کنيد. [۶]مراجعه منبع از ۱.۱ قضيه اثبات به اثبات.

است. اوليه راست از هم و چپ از هم Rω حلقه .۶ . ۳ گزاره
گزاره فوق قضيه ي به بنا پس است، پايان هم و شمارا طرفه اش دو ايدآل هاي مجموعه ۱۰ . ۲ نتيجه به بنا نيز و است منظم Rω چون اثبات.

مي شود. اثبات
نيست. روشن هنوز نه يا است اوليه Rα حلقه ي α نامتناهي اوردينال هر براي آيا اينکه .۷ . ۳ مسأله
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Where Goodearl falls short
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Abstract: K. Goodearl has provided a class of examples of unit-regular rings over which there exist
Noetherian but non-Artinian modules. In this paper, we show that some of these examples are not Villa-
mayor rings, and therefore they do not suffice for finding regular Villamayor rings that admit Noetherian
but non-Artinian modules. We also show that Goodearl’s example, for the first infinite ordinal, is primitive
both on the left and on the right.
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