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ماتریسی چندجملهایهای عددی q−برد خصوص در نتایج برخی
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مربعی، ماتریسهای عددی برد تعمیمهای از یکی بهعنوان ،α مرتبه عددی q−برد مجموعهی چکیده:
همبند مولفههای تعداد مانند آن هندسی و جبری خصوصیات برخی است. شده معرفی مقاله این در
q−شعاع خصوص در نامساویهایی آمده، بهدست روابط به توجه با و شدهاند بررسی آن تقارنهای و

است. آمده بهدست داخلی عددی q−شعاع و عددی

چندجملهای یک عددی q−برد ماتریس، یک عددی q−برد ،α مرتبه عددی q−برد کليدي: واژه هاي
ماتریسی.

15A60; 47A12; 30C15 ریاضی: ردهبندی

مقدمه ١
چندجملهای ،A ∈ Mn ماتریس برای میگیریم. نظر در n × n مختلط ماتریسهای همهی جبر را Mn مقاله این در
است. برخوردار ویژهای اهمیت از است، همانی ماتریس I ∈ Mn و α ∈ C مختلط، متغیر λ آن در که (A− λI)α+١

α حالت این در باشد؛ A ماتریس برای صفر ویژهی مقدار با متناظر جردن بلوک بزرگترین اندازهی α که وقتی بهخصوص
غلاف مجموعهی محاسبهی برای معادل شرطی یافتن به ماتریسی چندجملهای این واقع در مینامیم. A ماتریس شاخص را
معادلات حل تکراری روشهای همگرایی در و است ماتریسها عددی برد از تعمیمی که ماتریسها، چندجملهایوار عددی
معادلات دستگاههای حل برای کرایلف زیرفضایی روش از استفاده خلال در چندجملهای این میکند. کمک دارد، کاربرد خطی
خطی دستهی متوالی توانهای توأم عددی برد از استفاده با [٩] در سالمی و صفرزاده است. گرفته قرار توجه مورد Ax = b

تعداد برای مناسبی کرانهای آن بهکمک و پرداختهاند A ماتریس چندجملهایوار عددی غلافهای محاسبهی به ،A−λI

A ∈ Mn ماتریس عددی α−برد آنها بهعلاوه، آوردهاند. بهدست Ax = b معادله جواب به رسیدن برای لازم تکرارهای
نمایش و معرفی W(α)(A) = {λ ∈ C : x∗(A − λI)α+١x = ٠, for some x ∈ Cn \ {٠}} بهصورت را
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١٧ α مرتبه عددی q−برد

تعمیمهای از یکی بهعنوان شاخصی، رتبه−kی عددی برد نیز [٨] در است. ماتریسها عددی برد از تعمیمی که دادهاند،
[۵] در ماتریسها عددی q−برد است. شده مطالعه و معرفی دارد، کاربرد کوانتومی محاسبات در که شاخصی عددی برد
{(ξ, ζ) : ξ, ζ ∈ Cn, ∥ξ∥ = ∥ζ∥ = ١, ζ∗ξ = q} دامنهی بر A{ξ, ζ} = ζ∗Aξ خطی نیم و یک فرم بهعنوان
عددی q−برد همچنین و مجموعه این خواص بررسی و مطالعه به دیگری محققان آن از پس گرفت. قرار توجه مورد

کنیم فرض آنها). مراجع و [۴] ،[١] ) پرداختند ماتریسی چندجملهایهای

P(λ) = Amλ
m + Am−١λ

m−١ + · · ·+ A١λ+ A٠, (١. ١)

عددی q−برد باشد. مختلط متغیر یک λ و Aj ∈ Mn(j = ٠, ١, . . . ,m) آن در که باشد ماتریسی چندجملهای یک
بهصورت P(λ) ماتریسی چندجملهای

Wq[P(λ)] = {λ ∈ C : x∗P(λ)y = ٠, x∗x = ١, y∗y = ١, x∗y = q}

که میبینیم ،q ̸= ٠ درحالتیکه میشود. داده نمایش و معرفی

Wq[λI − A] = {λ ∈ C : x∗(λI − A)y = ٠, x∗x = ١, y∗y = ١, x∗y = q}
= {λ ∈ C : λx∗y − x∗Ay = ٠, x∗x = ١, y∗y = ١, x∗y = q}
= {λ ∈ C : λ = q−١x∗Ay, x∗x = ١, y∗y = ١, x∗y = q},

، Wq(A) = {x∗Ay : x∗x = ١, y∗y = ١, x∗y = q} آن در که ،Wq[λI − qA] = q−١Wq(A) بنابراین، و
آنگاه ،q = ١ اگر طرفی، از میباشد. A ماتریس عددی q−برد

W١[P(λ)] = W[P(λ)] = {λ ∈ C : x∗P(λ)x = ٠, x∗x = ١},

،∥x∥ = ∥y∥ = ١ اینکه به توجه با .W[P(λ)] ⊆ Wq[P(λ)] همواره و میباشد کلاسیک عددی برد W(·) آن در که
|q| ≤ ١ مقادیر ازای به فقط عددی q−برد بنابراین .|q| ≤ ١ که میگیریم نتیجه y و x بر شوارتز نامساوی اعمال با
برای نتیجه، در .eiθW|q|(A) = Wq(A) بنابراین و ،(٠ ≤ θ < ٢π) q = |q|eiθ طرفی از میباشد. تعریف قابل

بگیریم. نظر در را ٠ ≤ q ≤ ١ حالت است کافی عددی q−برد مطالعهی
میپردازیم مربعی ماتریسهای شاخصی عددی q−برد و α مرتبهی از عددی مجموعههایq−برد معرفی به مقاله این در
و α مرتبهی از عددی q−برد معرفی از پس دوم، بخش در میکنیم. مطالعه را آنها هندسی و جبری خواص برخی و
مولفههای تعداد برای کرانهایی حقیقی، اعداد به نسبت مجموعهها این تقارن آن، مقدماتی خصوصیات برخی بررسی
یادآوری از پس سوم، بخش در است. آمده بهدست آنها مرزی نقاط و ماتریس طیف با مجموعهها این ارتباط همبند،
برحسب ماتریسها عددی q−برد اعضای قدرمطلق برای کرانهایی عددی، q−شعاع و داخلی عددی q−شعاع مفاهیم
چندجملهای همراه ماتریس عددی q−شعاع بهکمک سپس است. آمده بهدست عددی q−شعاع و داخلی عددی q−شعاع

است. آمده بهدست ماتریس یک عددی q−برد اعضای قدرمطلق برای بالایی کران ماتریسی،

α مرتبه عددی q−برد ٢

میکنیم. آغاز زیر تعریف با را بخش این

α مرتبهی از عددی q−برد باشد. نامنفی و صحیح عددی α و ٠ ≤ q ≤ ١ ،A ∈ Mn کنیم فرض .٢. ١ تعریف
میشود: داده نمایش و معرفی زیر بهصورت

Wq
(α)(A) = {λ ∈ C : x∗(A− λIn)

α+١y = ٠, x∗x = y∗y = ١, x∗y = q}.

بهصورت A ماتریس شاخصی عددی q−برد آنگاه باشد، A ماتریس شاخص با برابر α اگر بهعلاوه،

IWq(A) := Wq
(α)(A)

میشود. داده نمایش و معرفی
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است. شده محاسبه صفر ویژهی مقدار با ٢× ٢ جردن ماتریس برای مختلف مرتبههای با عددی q−برد زیر، مثال در

که دید میتوان مستقیم محاسبهی با باشد. صفر ویژهی مقدار با ٢ × ٢ جردن بلوک J٢ فرضکنیم .٢. ٢ مثال

.IWq(J٢) = Wq
(٢)(J٢) =

٣
q
Wq(J٢)∪{٠} و Wq

(١)(J٢) =
٢
q
Wq(J٢)∪{٠} ،Wq

(٠)(J٢) =
١
q
Wq(J٢)

بنابراین است.
١
٢
(١+

√
١ − q٢) شعاع به مبدأ حول بسته دایرهای دیسک Wq(J٢) ، [١ قضیه ،٢] به توجه با طرفی از

گفت میتوان

Wq
(٠)(J٢) = {z ∈ C : |z| ≤ ١

٢q
(١ +

√
١ − q٢)};

Wq
(١)(J٢) = {z ∈ C : |z| ≤ ١

q
(١ +

√
١ − q٢)};

Wq
(٢)(J٢) = {z ∈ C : |z| ≤ ٣

٢q
(١ +

√
١ − q٢)}.

است. شده آورده α مرتبهی از عددی q−برد عمومی خواص برخی زیر گزاره در

برقرارند: زیر گزارههای آنگاه، باشد. نامنفی و صحیح عددی α و ٠ ≤ q ≤ ١ ،A ∈ Mn کنیم فرض .٢. ٣ گزاره

W(α)؛
٠ (A) = C (آ)

است؛ بسته Wq
(α)(A) (ب)

است؛ کراندار Wq
(α)(A) ،q ̸= ٠ اگر (پ)

Wq؛
(α)(U∗AU) = Wq

(α)(A) آنگاه باشد، یکانی ماتریسی U اگر (ت)

W(α)؛
q̃ (A) ⊆ Wq

(α)(A) آنگاه ،٠ ≤ q ≤ q̃ ≤ ١ اگر (ث)

دارد؛ همبند مولفهی α + ١ حداکثر Wq
(α)(A) (ج)

بنابراین، .W٠(A) = {z ∈ C : |z| ≤ minλ∈C ∥A− λI∥} است، شده اشاره [۴] در که آنچنان اثبات.

W(α)
٠ (A) = {λ ∈ C : x∗(A− λI)α+١y = ٠, x∗x = y∗y = ١, x∗y = ٠}

= W٠[(A− λI)α+١]

= {γ ∈ C : ٠ ∈ W٠((A− γI)α+١)},

و بوده (A − λI)α+١ ماتریسی چندجملهای عددی ٠-برد دوم، تساوی در W٠[(A − λI)α+١] از منظور آن در که
تساوی که این به توجه با است. (A− γ)α+١ ماتریس عددی ٠-برد سوم، تساوی در W٠((A− γI)α+١) از منظور

میشود. ثابت (آ) قسمت حکم و است برابر C با فوق مجموعهی است، برقرار γ مقادیر همهی ازای به سوم
(ب) قسمت حکم داخلی، ضرب و چندجملهایها پیوستهبودن و {x ∈ Cn : ∥x∥ = ١} مجموعهی فشردهبودن از

میآید. بهدست
ماتریس ،(A − λI)α+١ ماتریسی چندجملهای در λ توان بزرگترین ضریب که آنجا از (پ)، قسمت اثبات برای
٢. ١ قضیه به باتوجه ،q ̸= ٠ که حالتی در بنابراین ، Wq((−١)α+١I) = {(−١)α+١q} و است (−١)α+١I

است. کراندار مجموعهای Wq
(α)(A) ،[٧] از

بهطوریکه موجودند y و x یکهی بردارهای آنگاه ، z ∈ Wq
(α)(U∗AU) اگر که کنید توجه (ت)، قسمت اثبات برای

با است معادل رابطه این که ،x∗(U∗AU − zI)α+١y = ٠ و x∗y = q

x∗U∗(A− zI)α+١Uy = ٠. (٢. ١)



١٩ α مرتبه عددی q−برد

میدهد نشان (٢. ١) رابطهی بنابراین، .(Ux)∗(Uy) = q و بوده یکه بردارهایی نیز Uy و Ux بردارهای طرفی از
،x∗y = q و x∗(A − zI)α+١y = ٠ که باشند یکهای بردارهای y و x چنانچه طرفی، از .z ∈ Wq

(α)(A) که
و x̂∗ŷ = q که دید میتوان سادگی به .y = Uŷ و x = Ux̂ که یافت گونهای به را ŷ و x̂ یکهی بردارهای میتوان

است. برقرار مجموعهای تساوی نتیجه، در ؛ z ∈ Wq
(α)(U∗AU) بنابراین، و x̂∗(U∗(A− zI)α+١U)ŷ = ٠

،۴] به توجه با اکنون .٠ ∈ Wq̃[(A − λI)α+١] بنابراین، .λ ∈ W
(α)
q̃ (A) کنیم فرض (ث)، قسمت اثبات برای

است. معادل λ ∈ Wq
(α)(A) با این و ،٠ ∈ Wq[(A− λI)α+١] میگیریم نتیجه [٢ .۵ قضیه

میشود. نتیجه [١. ٢ قضیه ،٧] بهکمک (ج) قسمت

میدهند. بهدست را زیر نتیجهی ٢. ٣ گزارهی از (پ) و (ب) قسمتهای

است. فشرده Wq
(α)(A) آنگاه، باشد. نامنفی و صحیح عددی α و ٠ < q ≤ ١ ،A ∈ Mn کنیم فرض .۴ .٢ نتیجه

آوردهایم. بهدست حقیقی اعداد محور به نسبت α مرتبه عددی q−برد تقارن برای شرایطی زیر گزارهی در

زیر گزارههای اینصورت، در باشد. نامنفی و صحیح عددی α و ٠ ≤ q ≤ ١ ،A ∈ Mn کنیم فرض .۵ .٢ گزاره
برقرارند:

است؛ متقارن حقیقی اعداد محور به نسبت Wq
(α)(A) آنگاه باشد، هرمیتی A ماتریس اگر (آ)

آنگاه بگیرند، قرار مبدأ از گذرنده خط یک روی آن درایههای تمام که باشد خاصیت این دارای A ماتریس اگر (ب)
است. متقارن حقیقی اعداد محور به نسبت Wq

(α)(A)

و x∗y = q بهطوریکه موجودند y و x یکهی بردارهای ،٢. ١ تعریف بنابر .λ ∈ Wq
(α)(A) کنیم فرض اثبات.

،y∗x = q که آنجا از .(x∗(A− λI)α+١y)
∗
= y∗(A − λ̄I)α+١x = ٠ بنابراین، .x∗(A − λI)α+١y = ٠

میشود. ثابت (آ) قسمت و λ̄ ∈ Wq
(α)(A) گفت میتوان

θ٠ زاویه دارند، قرار مبدأ از گذرنده خطی روی A ماتریس درایههای تمام آنکه به توجه با (ب)، قسمت اثبات برای
کنیم فرض است. حقیقی درایههای با ماتریسی B آن در که ،A = eiθ٠B و ٠ ≤ θ٠ < ٢π بهطوریکه است موجود

گرفت نتیجه میتوان ،٢. ١ تعریف بنابر آنگاه .λ ∈ Wq
(α)(A)

٠ ∈ Wq[(A− λI)α+١] = Wq[e
iθ٠(α+١)(B − λe−iθ٠I)α+١]

= eiθ٠(α+١)Wq[(B − λe−iθ٠I)α+١].

بنابراین، .x∗(B − λe−iθ٠I)α+١y = ٠ و x∗y = q بهطوریکه موجودند y و x یکهی بردارهای )یعنی
x∗(B − λe−iθ٠I)α+١y

)∗
= y∗(B − λ̄eiθ٠I)α+١x = ٠,

و λ̄ ∈ Wq
(α)(A) که میگیریم نتیجه کنیم، ضرب e−iθ٠(α+١) در را بالا رابطهی طرفین چنانچه .y∗x = q آن در که

میشود. ثابت (ب) قسمت حکم

زیر گزارهی در است، شده محاسبه α + ١ حداکثر Wq
(α)(A) همبند مولفههای تعداد ٢. ٣(ج)، گزارهی در اگرچه

با گزاره این باشد. ظریفتر میتواند مواردی در که آمده بهدست Wq
(α)(A) همبند مولفههای تعداد برای دیگری کران

میشود. نتیجه [١۵ نتیجه ،۶] از ،α مرتبه عددی q−برد بودن کراندار به توجه

چندجملهای و باشند یکه بردارهایی y و x اگر باشد. نامنفی و صحیح عددی α و A ∈ Mn کنیم فرض .۶ .٢ گزاره
Wq

(α)(A) مجموعهی ،٠ < q ≤ |x∗y| هر برای آنگاه باشد، متمایز ریشهی µ دارای حداکثر x∗(A−λI)α+١y = ٠
دارد. همبند مولفهی µ حداکثر
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همبند مولفههای تعداد از ظریفتر میتواند ۶ .٢ گزارهی از آمده بهدست همبند مولفههای تعداد میدهد نشان زیر مثال
باشد. ٢. ٣(ج) گزارهی از آمده بهدست

با که ،α = ٢ ماتریس این برای که آنجا از باشد. صفر ویژهی مقدار با ٢ × ٢ جردن بلوک J٢ کنیم فرض .٢. ٧ مثال
اکنون، دارد. همبند مولفهی ٣ حداکثر Wq

(α)(J٢) ٢. ٣(ج)، گزارهی به توجه با است، برابر ماتریس این عددی شاخص

توجه با بنابراین، است. آن ریشهی تنها λ = ٠ که ،x∗(J٢ − λI)٣y = −λ٣ داریم ،x = y =

(
١
٠

)
دهیم قرار اگر

نیز ٢. ٢ مثال در البته است. همبند یعنی دارد؛ همبند مولفهی یک حداکثر (٠ < q ≤ ١)Wq
(α)(J٢) ،۶ .٢ ی گزاره به

است. همبند مجموعهای و شده محاسبه Wq
(٢)(J٢)

زیر قضیهی در ([٧])؛ است ماتریسی چندجملهای آن طیف شامل ماتریسی چندجملهای یک عددی q−برد میدانیم
است. شده داده نشان آن αی مرتبه عددی q−برد و ماتریس یک طیف بین ارتباط

دراینصورت، .A ∈ Mn و نامنفی و صحیح عددی α ،٠ ≤ q ≤ ١ کنیم فرض .٢. ٨ قضیه

σ(A) ⊆ Wq
(α)(A).

آنگاه باشد، اسکالر غیر ماتریسی چندجملهای یک (A− λI)α+١ و q ̸= ١ اگر بهعلاوه،

σ(A) ⊆ int(Wq
(α)(A)),

میباشد. درونی نقاط مجموعهی دهندهی نشان int(·) و ماتریس طیف دهندهی نشان σ(·) آن در که

که کرد مشاهده میتوان دترمینان خواص و ماتریسی چندجملهایهای طیف تعریف به باتوجه اثبات.

σ(A) = {λ ∈ C : det(A− λI) = ٠}
= {λ ∈ C : (det(A− λI))α+١ = det

(
(A− λI)α+١) = ٠}

= σ[(A− λI)α+١].

بهطوریکه است موجود x یکهی بردار ، λ٠ ∈ σ(A) اگر بنابراین،

(A− λ٠I)
α+١x = ٠ ⇒ x∗(A− λ٠I)

α+١x = ٠;

٢. ٣(ث)، گزارهی به توجه با طرفی از .σ[(A− λI)α+١] ⊆ W(α)(A) یعنی

W(α)(A) = W1
(α)(A) ⊆ Wq

(α)(A).

.σ(A) ⊆ Wq
(α)(A) درنتیجه،

طرفی از .٠ ∈ σ ((A− λ٠I)
α+١) بنابراین، .λ٠ ∈ σ(A) = σ[(A−λI)α+١] کنیم فرض بعد، قسمت برای

داریم: [٧. ٢ قضیه ،۴] بهکمک ،(A− λ٠I)
α+١ ماتریسی چندجملهای بودن اسکالر غیر به توجه با

٠ ∈ qσ
(
(A− λ٠I)

α+١) ⊆ int
(
Wq

(
(A− λ٠I)

α+١)) .
بنابراین و باشد Wq

(α)(A) از مرزی نقطهی نمیتواند λ٠ که نتیجهمیگیریم [٢. ٢ قضیه ،٧] بهکمک بالا، رابطهی به توجه با
.λ٠ ∈ int(Wq

(α)(A))

میآید. بهدست شود، بیان جداگانه دارد شایستگی که زیر، نتیجهی آن، اثبات و قبل قضیهی به توجه با

آنگاه .A ∈ Mn و نامنفی و صحیح عددی α ،٠ ≤ q ≤ ١ کنیم فرض .٢. ٩ نتیجه

σ(A) ⊆ Wq(A) ∩Wq
(α)(A).



٢١ α مرتبه عددی q−برد

نقاط برای همارزی این بعد قضیهی در .٠ ∈ Wq((A−λ٠I)
α+١) با است معادل λ٠ ∈ Wq

(α)(A) که میدانیم
است. شده بررسی عددی α−برد مرزی

زیر روابط صورت، این در باشد. نامنفی و صحیح عددی α و ٠ < q ≤ ١ ،A ∈ Mn کنیم فرض .٢. ١٠ قضیه
برقرارند:

٠؛ ∈ ∂Wq((A− λ٠I)
α+١) آنگاه ، λ٠ ∈ ∂Wq

(α)(A) اگر (آ)

،λ٠ ∈ ∂Wq
(α)(A) آنگاه ،λ٠ /∈ Wq

(α−١)(A) و (A−λ٠I)
α+١ ̸= ٠ ،٠ ∈ ∂Wq((A−λ٠I)

α+١) اگر (ب)
است. مرزی نقاط دهندهی نشان ∂(.) آن در که

رابطهی به توجه با (ب)، قسمت اثبات برای است. [٢. ٢ قضیه ،٧] از سرراست نتیجهی (آ) قسمت اثبات.

Wq
(α−١)(A) = Wq[(−١)(α + ١)(A− λI)α] = Wq[((A− λI)α+١)′],

با است معادل عبارت این و λ٠ /∈ Wq[((A − λI)α+١)′] با است معادل λ٠ /∈ Wq
(α−١)(A) گفت: میتوان

میآید. بهدست [(ii)١ قضیه ،٢] کمک به حکم اکنون .٠ /∈ Wq(((A− λI)α+١)′|λ٠)

است. صفر شامل حتما ماتریس αی مرتبه عددی q−برد ، آنها در که میکنیم بررسی را شرایطی زیر گزاره در

از هریک اگر اینصورت، در باشد. نامنفی و صحیح عددی α و ٠ ≤ q ≤ ١ ،A ∈ Mn کنیم فرض .٢. ١١ گزاره
٠؛ ∈ Wq

(α)(A) آنگاه باشند، برقرار (ب) یا (آ) شرایط

باشد؛ α + ١ مساوی یا کمتر پوچی درجهی با پوچتوان A (آ)

باشد. منفرد ماتریسی A (ب)

با برابر x∗(A − λI)α+١y عبارت ،λ = ٠ اگر .x∗y = q که باشند یکهای بردارهای y و x کنیم فرض اثبات.
است. صفر Aα+١ عبارت باشد، α + ١ مساوی یا کمتر پوچی درجهی با پوچتوان A اگر اکنون است. x∗Aα+١y

.٠ ∈ Wq
(α)(A) ،٢. ٨ قضیه به توجه با آنگاه، .٠ ∈ σ(A) باشد، منفرد A اگر .٠ ∈ Wq

(α)(A) بنابراین،

عددی q−شعاع برای کرانهایی ٣

مجموعه این اعضای برای کرانهایی بخش این در است. کراندار α ی مرتبه عددی q−برد که کردیم اشاره ٢. ٣ گزاره در
بهصورت A ماتریس عددی q−شعاع که یادآوریمیکنیم نخست میکنیم. پیدا

ωq(A) = max{|z| : z ∈ Wq(A)},

بهصورت A ماتریس داخلی عددی q−شعاع و

ω̃q(A) = min{|z| : z ∈ Wq(A)}

میشود. داده نمایش و معرفی
بهدست عددی q−شعاع برحسب ،α ی مرتبه از عددی q−برد اعضای مطلق قدر برای بالایی کران زیر، قضیه در

آوردهایم.

µ ∈ Wq
(α)(A) هر برای آنگاه، باشد. نامنفی و صحیح عددی α و ٠ < q ≤ ١ ،A ∈ Mn کنیم فرض .٣. ١ قضیه

داریم:

|µ| ≤

√√√√α + ١ +
١
q٢

α+١∑
k=١

(
α + ١
k

)٢

(ωq(Ak))٢.
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x∗(A−λI)α+١y چندجملهای از ریشهای µ اگر .x∗y = q بهطوریکه باشند یکه بردارهایی y و x کنیم فرض اثبات.
:([٣] در ۵ .۶ .۴۶) داد نشان میتوان ∥.∥٢ از استفاده با باشد،

|µ| ≤

√
α + ١ + |x

∗Aα+١y

q
|٢ +

(
α + ١
α

)٢

|x
∗Aαy

q
|٢ + · · ·+

(
α + ١

١

)٢

|x
∗Ay

q
|٢

=

√√√√α + ١ +
١
q٢ (

α+١∑
k=١

(
α + ١
k

)٢

|x∗Aky|٢)

≤

√√√√α + ١ +
١
q٢

α+١∑
k=١

(
α + ١
k

)٢

(ωq(Ak))٢.

عددی q−برد برای بالایی کران و پایین کران چندجملهای، صفرهای برای کوشی کران از استفاده با زیر قضیهی در
پیدامیکنیم. α مرتبه

آنگاه ،µ ∈ Wq
(α)(A) اگر باشد. نامنفی و صحیح عددی α و ٠ < q ≤ ١ ،A ∈ Mn کنیم فرض .٣. ٢ قضیه

است: برقرار زیر نامساوی

ω̃q(A
α+١)

ωq(Aα+١) +max٠≤k≤α{
(
α+١
k

)
ωq(Ak)}

≤ |µ| ≤ ١ +
١
q

max
١≤k≤α+١

{
(
α + ١
k

)
ωq(A

k)}.

باشد، x∗(A − λI)α+١y چندجملهای ریشهی µ اگر .x∗y = q که باشند یکه بردارهایی y و x کنیم فرض اثبات.
داریم: آن برای ([٣] در ۵ .۶ .۴٧) کوشی بالای کران به توجه با آنگاه

|µ| ≤ ١ + max
١≤k≤α+١

(

(
α+١
k

)
|x∗Aky|
q

)

≤ ١ +
١
q

max
١≤k≤α+١

(
α + ١
k

)
ωq(A

k).

میدهیم قرار ابتدا پایین، کران برای

S := {x, y ∈ Cn : x∗y = q, ∥x∥ = ∥y∥ = ١}.

داریم: ،([٣] در ۵ .۶ .P٣٠) کوشی پایین کران به توجه با

|µ| ≥

|x∗Aα+١y|
q

|x∗Aα+١y|
q

+max١≤k≤α{١,
(
α+١
k

) |x∗Aky|
q

}

=
|x∗Aα+١y|

|x∗Aα+١y|+max٠≤k≤α{
(
α+١
k

)
|x∗Aky|}

≥ minx,y∈S |x∗Aα+١y|
maxx,y∈S |x∗Aα+١y|+maxx,y∈S(max٠≤k≤α{

(
α+١
k

)
|x∗Aky|})

=
ω̃q(A

α+١)

ωq(Aα+١) +max٠≤k≤α{
(
α+١
k

)
ωq(Ak)}

.
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میکنیم. مقایسه را ٣. ٢ قضیهی و ٣. ١ قضیهی از بهدستآمده بالای کرانهای زیر، مثال در

ω٠٫۵(J٢) = اشارهشد، ٢. ٢ مثال در چنانکه ،q = ٠٫۵ اگر .α = ١ و J٢ =

(
٠ ١
٠ ٠

)
فرضکنیم .٣. ٣ مثال

آنگاه ،µ ∈ W
(١)
٠٫۵ (J٢) اگر که دید میتوان ،٢. ٢ مثال به توجه با طرفی از .

١ +
√

١ − (١/٢)٢

٢
≈ ٠٫٩٣٣

،٣. ٢ قضیهی به توجه با و |µ| ≤ ٣٫٩٩١ ،٣. ١ قضیهی به توجه با ،µ ∈ W
(١)
٠٫۵ (J٢) اگر همچنین .|µ| ≤ ٣٫٧٣٢

،µ ∈ W
(١)
٠٫٩ (J٢) اگر و ω٠٫٩(J٢) ≈ ٠٫٧١٨ دید میتوان ٢. ٢ مثال بهکمک ،q = ٠٫٩ حالتیکه در .|µ| ≤ ۶٫۵٩٨

،٢٫١٣٢ از است عبارت ٣. ١ قضیهی از W(١)
٠٫٩ (J٢) اعضای قدرمطلق برای آمده بهدست بالای کران .|µ| ≤ ١٫۵٩۵ آنگاه

قدرمطلق برای بهدستآمده بالای کرانهای این مقایسهی از .٣٫٣٩٣ از است عبارت ٣. ٢ قضیهی از آمده بهدست کران و
بالای کران ،q = ٠٫۵ یا q = ٠٫٩ که حالتی در ،J٢ ماتریس برای که درمییابیم ،W(١)

٠٫٩ (J٢) و W
(١)
٠٫۵ (J٢) اعضای

است. نزدیکتر واقعی مقدار به و ظریفتر ٣. ١ قضیهی از آمده بهدست

زیر nm× nm ماتریسی چندجملهای ،(١. ١) مانند P(λ) ماتریسی چندجملهای برای که میکنیم یادآوری

C(P ) =


In ٠

In
. . .

٠ Am

λ−


٠ In ٠ · · · ٠
٠ ٠ In · · · ٠
...

...
... . . . ...

−A٠ −A١ −A٢ · · · −Am−١

 (٣. ١)

نیز


٠ In ٠ · · · ٠
٠ ٠ In · · · ٠
...

...
... . . . ...

−A٠ −A١ −A٢ · · · −Am−١

 ماتریس میشود. نامیده P(λ) چندجملهای برای همراه خطیسازی

چندجملهای که میشود نامیده Iλm + Am−١λ
m−١ + · · ·+ A١λ+ A٠ یکین ماتریسی چندجملهای همراه ماتریس

صفحه ،٣]) بود خواهند شده اشاره ماتریس ویژهی مقادیر آن ریشههای بنابراین و میباشد نیز ماتریس این به مربوط کمین
همراه ماتریس با را A ماتریس αی مرتبه عددی q−برد بین ارتباط همراه، خطیسازی بهکمک زیر گزاره در .([٣۶۵

آوردهایم. بهدست (A− λI)α+١ چندجملهای

کنیم فرض همچنین باشد. نامنفی و صحیح عددی α و ٠ < q ≤ ١ ،A ∈ Mn کنیم فرض .۴ .٣ قضیه

B =


٠ In ٠ · · · ٠
٠ ٠ In · · · ٠
...

...
... · · · ...

(−١)αAα+١ (−١)α−١(α + ١)Aα (−١)α−٢ ١
٢
α(α + ١)Aα−١ · · · −A

 ∈ Mn(α+١).

.Wq
(α)(A) ∪ {٠} ⊆ q−١Wq(B) بنابراین،

که کنید توجه نخست اثبات.

(λI − A)α+١ = λα+١I − λα(α + ١)A+ · · ·+ (−١)α(α + ١)Aα + (−١)α+١Aα+١

= (−١)α+١(A− λI)α+١.

درنتیجه، میباشد. C((λI −A)α+١) = λI −B بهصورت (λI −A)α+١ چندجملهای همراه خطیسازی طرفی، از
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داریم ،[(b)٢. ٢ حکم ،۴] و [٣. ١ قضیه ،٧] بنابر

Wq
(α)(A) ∪ {٠} = Wq[(λI − A)α+١] ∪ {٠}

⊆ Wq[λI −B]

= Wq(q
−١B)

= q−١Wq(B).

میآید. بهدست ۴ .٣ قضیهی از بیدرنگ که است نتیجهای بخش این پایانی گزارهی

اگر باشد. ۴ .٣ قضیهی همانند B و ٠ < q ≤ ١ نامنفی، و صحیح عددی α ،A ∈ Mn کنیم فرض .۵ .٣ نتیجه
.|µ| ≤ q−١ωq(B) آنگاه ،µ ∈ Wq

(α)(A)

گیری نتیجه ۴
که است کراندار و بسته مجموعهای α مرتبه عددی q−برد ،٠ < q ≤ ١ برای باشد. نامنفی و صحیح عددی α کنیم، فرض
ماتریسهای برای مجموعه این شد. خواهد کوچکتر مجموعه این شود، بزرگتر q هرچه و دارد همبند مولفهی α+١ حداکثر
نقاط از زیرمجموعهای ماتریس طیف اسکالر، غیر ماتریسهای برای و است متقارن حقیقی اعداد محور به نسبت هرمیتی
عددی q−برد مرزی نقاط برای شرایطی و همبند مولفههای تعداد برای دیگری کران است. α مرتبه عددی q−برد درونی
نامنفرد ماتریس یا باشد α + ١ مساوی یا کمتر پوچی درجهی با پوچتوان ماتریس چنانچه است. آمده بهدست α مرتبه
مرتبه عددی q−برد اعضای قدرمطلق برای کرانهایی بهعلاوه، بود. خواهد صفر شامل α مرتبه عددی q−برد آنگاه باشد،
q−برد و (λI − A)α+١ یکین چندجملهای همراه ماتریس عددی q−برد بین ارتباط آخر، در است. آمده بهدست α

است. شده داده نشان A ماتریس برای α مرتبه عددی
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of square matrices, is introduced in this paper. Some of its algebraic and geometrical properties, such as
the number of connected components and its symmetries, are investigated, and considering the obtained
relations, inequalities regarding the q−numerical radius and the inner q−numerical radius are obtained.
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