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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
۶۶–۵۵ ص ،٣ شماره ،١۵ دوره ،١۴٠۴ سال

توپولوژي فضاهاي از خاص گسترش هايي

(٢) جهرمي کاروان مهرداد و ١ (١) موسوي سميه سيده

ايران بوشهر، فارس، خليج دانشگاه داده، علوم و هوشمند سيستم هاي مهندسي دانشکده رياضي، گروه (١)

ايران بوشهر، فارس، خليج دانشگاه داده، علوم و هوشمند سيستم هاي مهندسي دانشکده رياضي، گروه (٢)

آبادي علي رضايي علي مسئول: دبير

١۴٠۴/٠٧/١٠ پذيرش: تاريخ ١۴٠٣/٠٣/١٠ دريافت: تاريخ

هاسدورف، خاصيت آن در که مي گيرد، قرار توجه مورد توپولوژي گسترش هاي از خاصي انواع مقاله، اين در چکيده:
گسترش هاي مي شود. ω-حل ناپذير (منظم) تيخونوف فضاي يک به منجر گسترش يا و مي گردد حفظ تيخونوف و منظم
حفظ را دوم شماراي و اول شماراي ويژگي هاي شکافنده و C-ساده گسترش هاي مي کنيم. معرفي را شکافنده و C-ساده
انبوه تيخونوف گسترش داراي انبوه تيخونوف فضاي هر که مي دهيم نشان C-ساده گسترش به کمک هم چنين مي کند.
و اول شماراي ماکسيمال فضاهاي تيخونوف، يا و منظم هاسدورف، ،T١ فضاهاي کلاس در و است قوي ω-حل ناپذير
τ اگر تنها و اگر است ω-حل پذير توپولوژي فضاي يک مي  کنيم ثابت همچنين حل ناپذيرند. دوم شماراي ماکسيمال
ويژگي هاي و هستند زيرماکسيمال که مي کنيم بررسي را گسترش هايي افزون براين، باشد. C-ساده گسترش يک داراي

مي کند. حفظ را ناهم بندي شديداً و بودن انبوه هم بندي، بودن، هاسدورف چون شاخصي

زيرماکسيمال. فضاي حل پذيري، شکافنده، گسترش C-ساده، گسترش پايا، گسترش کليدي: واژه هاي

33C45; 49-XX رياضي: ردهبندي

مقدمه:
داراي τ هرگاه ناميم P به نسبت ماکسيمال را X شده داده مجموعه روي τ توپولوژي باشد. توپولوژيکي خاصيت يک P کنيم فرض
هاسدورف هم بندي، از مي توان توجه مورد خواص جمله از نباشد. P خاصيت داراي τ از ظريف تر اکيداً توپولوژي هر و باشد P خاصيت
،(X, τ) هرگاه ناميم ماکسيمال را (X, τ) خاص حالت در شده است. ثبت [۶] در ابتدا تعريف اين برد. نام . . . و بودن منظم بودن،

است. تنها نقاط داراي (X, τ١) آن گاه باشد، τ از ظريف تر اکيداً توپولوژي يک τ١ هرگاه آن که يعني باشد. انبوه ماکسيمال
.[۶] گرديد معرفي هويت توسط ١٩۴٣ سال در بار نخستين براي توپولوژي فضاهاي در حل پذيري و زيرماکسيمال ماکسيمال، مفهوم هاي
موجود X از D چون زيرمجموعه اي اگر است حل پذير (X, τ) توپولوژي فضاي کرد: معرفي اين گونه را حل پذير فضاهاي مفهوم هويت
دو از مجزا اجتماعي به صورت را آن بتوان اگر تنها و اگر گوييم حل پذير را فضا بنابراين باشند. چگال X در دو هر X \D و D که باشد
عدد ازاي به .[۴] کرد معرفي را κ-حل پذير اصطلاح و داد گسترش را حل پذير فضاهاي مفهوم سِدِر آن از پس نوشت. چگال زيرمجموعه
باشد. موجود X از مجزا دوبه دو چگال زيرمجموعه κ از متشکل گردايه اي اگر ناميد κ-حل پذير را (X, τ) توپولوژي فضاي ،κ کارديناليتي
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است. ١-حل پذير فضاي نباشد، يا باشد حل پذير خواه توپولوژي فضاي هر است. ٢-حل پذير فضاي حل  پذير، فضاي هر تعريف، اين به باتوجه
(ω-حل ناپذير قوي حل ناپذير X توپولوژي فضاي اين، بر علاوه است. κ-حل پذير فضايي ،κ کاردينالي عدد هر براي تهي فضاي هم چنين

باشد. (ω-حل ناپذير) حل ناپذير آن باز زيرمجموعه هر هرگاه است قوي)
و نمود نام گذاري حل پذير ماکسيمال به طور توپولوژي فضاي را است باز آن چگال زيرمجموعه هر که را ديگري فضاي مقاله همان در هويت
دوباره دووِن ون توسط مثال يک ارائه با موضوع اين ١٩٩٣ سال در مي نامند. زيرماکسيمال را فضا اين امروزه که ناميد MI-فضا را آن
فضاي است، بسته آن چگال هيچ جا زيرمجموعه هر که را توپولوژي فضاي بار اولين براي مقاله اين در هم چنين او .[٩] گرفت قرار بحث مورد

.[٩] است ابرناهم بند نودک فضاي همان ماکسيمال فضاي انبوه، فضاهاي کلاس در کرد ثابت قضيه يک قالب در او ناميد. نودک
”فضاهاي عنوان با مقاله اي ،١٩٩۴ سال در کولينز و آرهانگلسکي گرفت. قرار بررسي و مطالعه مورد پژوهشگران برخي توسط نودک فضاي
قضاياي و تعاريف مقاله اين در .[٢] مي شود شناخته  نودک و زيرماکسيمال فضاهاي براي جامع مرجعي عنوان به که کردند ارائه زيرماکسيمال“
و [٣] داد قرار مطالعه مورد را زيرماکسيمال فضاهاي ١٩٩۶ سال در بورباکي آن از پس است. شده اثبات و بيان فضاها اين به راجع اساسي

شد. جلب نودک و زيرماکسيمال فضاهاي به نويسندگان از بسياري توجه ترتيب بدين
مهم ويژگي هاي از يکي عنوان به چگالي مفهوم گرفت، شکل رياضيات از مستقل شاخه يک عنوان به توپولوژي وقتي بيستم، قرن ابتداي در
مطالعه براي فضا، نقاط در تغيير بدون توپولوژي يک به باز مجموعه هاي افزودن ايده به تدريج، گرفت. قرار توجه مورد توپولوژي فضاهاي
امروزي به صورت و يافت گسترش مختلف رياضيدانان توسط مرور به مفهوم اين گرفت. شکل آن با مرتبط ويژگي هاي و چگال فضاهاي
توسعه رياضيدان چندين توسط توپولوژي تکامل طول در و به تدريج احتمالاً مستقل، مفهوم يک عنوان به چگال گسترش هاي بنابراين، درآمد.
که قبول قابل گسترش و چگال گسترش هاي دانست. آن اوليه معرفي کننده عنوان به را خاصي گروه يا شخص بتوان اينکه بدون يافته اند،

هستند. کنون تا تعريف شده گسترش انواع مهم ترين از است، شده معرفي اندرسون توسط
حل پذيري، تفکيک پذيري، هم بندي، (چگالي، فضاها از متفاوتي خواص مطالعه براي جديد توپولوژي هاي ايجاد هدف با توپولوژي ها گسترش هاي
جبري، هندسه جبري، توپولوژي همچون رياضيات مختلف زمينه هاي در گسترش ها اين از بسياري شده اند. طراحي (. . . و جدايي خواص

دارند. کاربرد عمومي توپولوژي و حلقه ها نظريه
فضايي چنين وجود اما ،[۶] دارد وجود هم بند نامتناهي T١زيرماکسيمال فضاي يک که کرد ثابت مثال يک ارائه با ١٩۴٣ سال در هويت
هاسدورف، که دهد ارائه را زيرماکسيمالي فضاي توانست پادماوالي هويت، از پس سال ده برد. سوال زير است، هاسدورف فضا که زماني را
و هم بند هاسدورف فضاهاي درباره کلي وجودي قضيه يک توپولوژي، گسترش تکنيک از استفاده با اندرسون .[٨] است هم بند و نامتناهي
را قبول»٢ قابل «گسترش [١] در او مي شد. تصور پيش تر که است آن از بيش فضاهايي چنين دسته مي دهد نشان که کرد ثابت حل ناپذير
در τ-چگال زيرمجموعه هاي تمامي از مجموعه اي {Dα : α ∈ A} و باشد توپولوژي فضاي يک (X, τ) اگر کرد: تعريف شکل بدين
τ ∪ {Dβ : β ∈ B ⊆ A} شکل به زيرپايه اي داراي τ ∗ هرگاه است τ توپولوژي از قبول قابل گسترش يک τ ∗ آن گاه باشد، X

باشد. τ-چگال ∗ مجموعه يک Dβ هر که به گونه اي باشد،
.Q∗ = Q ∩ [٠, ١] و هستند انبوه فضاهاي توپولوژي فضاهاي مقاله، اين سراسر در

C-ساده گسترش هاي ١

زمينه در قضايايي و نتايج هم چنين، مي پردازيم. (منظم) تيخونوف توپولوژي فضاي از C-ساده٣ گسترش بررسي و تعريف به بخش اين در
مي کند. کمک توپولوژي خواص ارزيابي در ما به که مي آوريم به دست توپولوژي فضاهاي حل پذيري

براي که باشد موجود چنان f : X → [٠, ١] تابع هرگاه است، C-ساده گسترش يک داراي τ توپولوژي گوييم الف. .١. ١ تعريف
يک باشد، پيوسته تابعي f آن در که را τ ⊆ τ ′ توپولوژي کوچک ترين باشد. چگال X در f−١(J) ،[٠, ١] در J باز بازه هر

مي ناميم. τ از C-ساده گسترش

باشد. τ از C-ساده گسترش يک شامل τ ′ هرگاه مي شود ناميده τ از C-گسترش يک τ ′ انبوه توپولوژي ب.

است. مفيد قضيه دو يادآوري آن، از پيش مي کنيم. بيان را C-ساده گسترش از ويژگي هايي ادامه در

داريم: [۵] از ٣ . ٧ و ٣ . ۶ قضيه هاي به توجه با .١. ٢ ملاحظه

C(X) به وسيله شده القا ضعيف توپولوژي اگر تنها و اگر است تيخونوف فضاي X آن گاه باشد، هاسدورف فضاي (X, τ) اگر الف.
باشد. τ برابر

2admissible
شد. تعريف [٧] نشده منتشر مقاله در واتسون و کاروان مهرداد توسط بار اولين C-ساده پاياي ٣گسترش



۵٧ مقاله خلاصه عنوان

است. تيخونوف فضاي X آن گاه مي شود، توليد XR از زيرگردايه اي به وسيله آن توپولوژي که باشد هاسدورفي فضاي X اگر ب.

است. تيخونوف τ ′ آن گاه باشد، τ براي C-ساده گسترش يک τ ′ و تيخونوف فضاي τ اگر .١. ٣ لم

ضعيف القايي توپولوژي τ ′ بنابراين است، C((X, τ)) به وسيله القايي ضعيف توپولوژي τ ملاحظه١. ٢، از اول بند به توجه با اثبات.
است. تيخونوف τ ′ ،١. ٢ ملاحظه دوم بند استناد به اکنون است. (١. ١ تعريف در شده بيان f (تابع C((X, τ)) ∪ {f} به وسيله

است. انبوه نيز آن از C-ساده گسترش هر آن گاه باشد، انبوه توپولوژي يک τ اگر .۴ .١ لم

که است موجود U ∈ τ و J ⊂ [٠, ١] اين صورت در .{x} ∈ τ ′ و باشد τ از C-ساده گسترش يک τ ′ کنيم فرض اثبات.
است. غيرممکن (X, τ) در f−١(J) بودن چگال به توجه با مطلب اين که U ∩ f−١(J) = {x}

است. منظم نيز آن از C-ساده گسترش هر آن گاه باشد، منظم توپولوژي فضاي يک (X, τ) اگر .۵ .١ قضيه

اين صورت در .x /∈ F و باشد بسته (X, τ ′) در F و بوده τ از C-ساده گسترش يک τ ′ کنيم فرض اثبات.

F c =
∪
α∈I

(f−١(Jα) ∩ Uα).

و است بسته τ در F ∗ .F ∗ = U c
α مي دهيم قرار .x ∈ f−١(Jα) ∩ Uα که است موجود به گونه اي α پس x ∈ F c بنابراين

.V ∩W = ∅ که دارند وجود τ در F ∗ شامل W باز زيرمجموعه x از V باز همسايگي پس است، منظم (X, τ) چون .x /∈ F ∗

x ∈ V ∩ f−١(Jα) ⊆ Uα ∩ f−١(Jα).

باز τ ′ در f−١(J c
α) که داريم (توجه O٢ = W ∪ f−١(Jα)

c = W ∪ f−١(J c
α) و O١ = V ∩ f−١(Jα) مي دهيم قرار

هم چنين .O١ ∩O٢ = ∅ و هستند باز τ ′ در O٢ و O١ اکنون است).

F =
∩
α∈I

(
U c
α ∪ f−١(J c

α)
)
.

.O٢ = W ∪ f−١(J c
α) ⊇ F پس U c

α = F ∗ ⊆ W

واقعيت، اين اثبات ضمن زير، قضيه  در هستند. C-ساده گسترش داراي که هستند توپولوژي فضاهاي جمله از ω-حل پذير فضاهاي
مي کنيم. معرفي نيز را گسترشي چنين يافتن روش هاي از يکي

باشد. C-ساده گسترش يک داراي τ اگر تنها و اگر است ω-حل پذير فضاي يک (X, τ) .۶ .١ قضيه

کنيم فرض (⇐ اثبات.
X =

∪
q∈Q∗

Dq

مي نگارد q به را x ∈ Dq هر که را f : X → [٠, ١] تابع هستند. مجزا دو به دو چگال زيرمجموعه هاي Dqها آن در که
اين رو از است. چگال (X, τ) در f−١(J) ،[٠, ١] زيرفضاي در J باز بازه هر براي اين صورت، در بگيريد. نظر در ،(f(Dq) = q)

است. C-ساده گسترش يک داراي τ پس مي کند برآورده را ١. ١ تعريف شرايط f تابع
اکنون است. چگال X در f−١(J) مجموعه ،[٠, ١] در J باز بازه هر براي که دارد وجود f : X → [٠, ١] تابع فرض بر بنا (⇒

.Dn = f−١(Jn) دهيم قرار و بگيريم نظر در را [٠, ١] در {Jn}n∈N مجزاي دوبه دو خانواده است کافي

f−١((
√
٢
٢ , ١]) و f−٠])١,

√
٢
٢ )) زيرا نمي کند، حفظ را هم بندي ،۶ .١ قضيه اثبات در شده معرفي ساده C-گسترش .١. ٧ ملاحظه

است. (X, τ ′) براي جداسازي يک

مي دهيم نشان ادامه، در است. اهميت حائز حل پذيري ويژگي هاي نظر از منظم، و تيخونوف ماکسيمال توپولوژي فضاهاي رفتار مطالعه
مي کنيم. بيان را کاربردي لم يک آن، از پيش است. حل ناپذير فضاي يک (منظم)، تيخونوف ماکسيمال فضاي هر که
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برقرارند: زير احکام اين صورت در .τ٠ =
∪

A و باشند X روي توپولوژي هاي از بالارونده خانواده يک A کنيم فرض .١. ٨ لم

است. انبوه نيز (X, τ٠) آن گاه باشد، انبوه τ ∈ A هر براي (X, τ) اگر الف.

است. چنين نيز (X, τ٠) آن گاه باشد، (i = ١, ٢, ٣, ۴) Ti فضاي يک τ ∈ A هر براي (X, τ) اگر ب.

آن گاه باشد، پيوسته τ١ توپولوژي تحت f : X → Y تابع اگر اين صورت در .τ١ ⊆ τ٢ و τ١, τ٢ ∈ Top(X) کنيم فرض ج.
است. پيوسته نيز τ٢ توپولوژي تحت

است. چنين نيز (X, τ٠) آن گاه باشد، تيخونوف τ ∈ A هر براي (X, τ) اگر د.

موجود گونه اي به τα ∈ A بنابراين .{x} ∈ τ٠ =
∪
A که دارد وجود x ∈ X آن گاه نباشد، انبوه (X, τ٠) اگر الف. اثبات.
است. تناقض در τα بودن انبوه فرض با اين و {x} ∈ τα که است

است. امکان پذير سادگي به ،i = ١, ٢, ٣, ۴ براي Ti فضاهاي تعريف به توجه با اثبات ب.

اين صورت در باشد، Y در بازي زيرمجموعه U و بوده پيوسته τ١ توپولوژي تحت f : X → Y تابع کنيم فرض ج.

f−١(U) ∈ τ١ ⊆ τ٢.

است. پيوسته τ٢ توپولوژي تحت f تابع نتيجه در و f−١(U) ∈ τ٢ بنابراين

بسته (X, τα) در F که دارد وجود τα ∈ A اين صورت در .x /∈ F و (X, τ٠) در بسته زيرمجموعه اي F کنيم فرض د.
و f(F ) = ٠ که است موجود چنان f : X → [٠, ١] پيوسته تابع پس است، تيخونوف فضاي (X, τα) که آنجا از است.
بنابراين و بوده پيوسته نيز τ٠ توپولوژي تحت f که مي شود نتيجه ج، بند استناد به و τα ⊆ τ٠ اينکه به توجه با .f(x) = ١

است. تيخونوف نيز (X, τ٠)

است. ω-حل ناپذير (منظم)، تيخونوف ماکسيمال انبوه فضاي هر .١. ٩ نتيجه

گسترش ،۶ .١ قضيه بنابر اين صورت در است. ω-حل پذير (منظم) تيخونوف ماکسيمال فضاي (X, τ) خلف) (فرض کنيم فرض اثبات.
فضاي بودن (منظم) تيخونوف ماکسيمال با اين و است (منظم) تيخونوف ،(۴ .١ (لم ١. ٣ لم طبق که است موجود τ از τ ′ مانند C-ساده

است. تناقض در (X, τ)

باشد، A ⊆ X چون مجموعه اي براي τ ∪{A,Ac} شامل توپولوژي کوچک ترين τ ′ و تيخونوف فضاي يک (X, τ) اگر .١. ١٠ لم
است. تيخونوف نيز (X, τ ′) فضاي آن گاه

که است موجود به گونه اي x شامل W باز مجموعه .x /∈ F و بوده (X, τ ′) در بسته زيرمجموعه اي F کنيم فرض اثبات.

W ∩ F = ∅.

تابع پس است تيخونوف فضاي (X, τ) چون است. (X, τ) در باز زيرمجموعه اي V که W = V ∩ A کرد فرض مي توان
و g(A) = ١ که g : (X, τ ′) → [٠, ١] تابع .f(V c) = ٠ و f(x) = ١ که است موجود f : X → [٠, ١]

.f · g(F ) = ٠ و f · g(x) = ١ و بوده پيوسته تابعي f · g حاصل ضربي تابع اکنون است. پيوسته تابعي g(Ac) = ٠

است. حل ناپذير (منظم)، تيخونوف ماکسيمال انبوه فضاي هر .١. ١١ قضيه

n مانند طبيعي عدد يک پس است. ω-حل ناپذير ،(X, τ) (منظم) تيخونوف ماکسيمال فضاي هر که کرديم ثابت ١. ٩ نتيجه در اثبات.
دارند وجود D١, D٢, . . . , Dn مجزاي چگال زيرمجموعه هاي بنابراين است. n-حل پذير فضاي يک (X, τ) که است موجود به گونه اي
که بوده τ از گسترشي (X, τ ′) بگيريم. نظر در τ ∪ {D١, D

c
١} به وسيله شده توليد توپولوژي را τ ′ اکنون .X =

∪n
i=١Di که

نمي تواند n بنابراين و τ ′ = τ پس است (منظم) تيخونوف ماکسيمال (X, τ) که آنجا از است. (منظم) تيخونوف ،١. ١٠ لم استناد به
است. حل ناپذير (X, τ) بنابراين باشد. يک از بزرگ تر

فضاي حل پذيري شرايط و فضا اين براي ماکسيمال گسترش وجود حل پذير، فضاي يک گسترش هاي مطالعه در مهم مسائل از يکي
مي پردازيم. مهم اين به قضيه يک قالب در است. يافته گسترش
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که دارد وجود انبوه (منظم) تيخونوف ماکسيمال C-گسترش يک (X, τ) ω-حل پذير انبوه (منظم) تيخونوف فضاي هر براي .١. ١٢ قضيه
است. ω-حل ناپذير

از ساده C-گسترش يک داراي τ توپولوژي ،۶ .١ قضيه بر بنا آن گاه باشد، انبوه (منظم) تيخونوف ω-حل پذير فضاي (X, τ) اگر اثبات.
مي دهيم قرار است. τ

ΣC = {τ ′ : باشد. τ از انبوه (منظم) تيخونوف C-گسترش يک τ ′}

يک (Σ,≤) اين صورت در باشد. τ ′ C-گسترش يک τ ′′ اگر تنها و اگر τ ′ ≤ τ ′′ مي کنيم تعريف τ ′′ و τ ′ هر براي است. ناتهي Σ
براي بالا کران يک توپولوژي اين است، ∨ατα توپولوژي پايه

∪
A بگيريد. نظر در را A = {τα} زنجير است. جزيي مرتب مجموعه

ω-حل پذير اگر زيرا است. ω-حل ناپذير که بوده τ از C-گسترش يک τ ∗ است. τ ∗ مانند ماکسيمال عضو يک داراي Σ بنابراين است. A
است. تناقض در τ ∗ بودن ماکسيمال با اين و است (منظم) تيخونوف C-گسترش يک داراي τ ∗ ،۶ .١ قضيه و ١. ٣ لم بنابر آن گاه باشد،

در مي شوند. حفظ گسترش ها اين توسط دوم شمارايي و اول شمارايي خصوصيات اما نمي کنند، حفظ را فشردگي لزوماً C-گسترش ها
کرد. خواهيم اثبات را ادعا اين صحت لم، يک و مثال يک ارائه با ادامه،

(X, τ ′) اين صورت در باشد. τ از دل خواه C-گسترش يک τ ′ و X روي معمولي توپولوژي τ ،X = [٠, ١] کنيم فرض .١. ١٣ مثال
شرايط که باشد تابعي f و بوده τ از فشرده C-گسترش يک τ ′ کنيم فرض خلف، برهان از استفاده با مطلب اين اثبات براي نيست. فشرده

،a < b ∈ [٠, ١] هر براي اين صورت در باشد. دارا را ،١. ١ تعريف

A = X \ f−١(a, b)

فضاي از تابعي عنوان به هماني تابع اکنون است. فشرده A پس است، X فشرده مجموعه از بسته اي زيرمجموعه A چون است. بسته τ ′ در
تابع اين تحت A تصوير پس است. پيوسته تابع اين که مي شود ديده به راحتي مي گيريم. نظر در را (X, τ) فضاي به (X, τ ′) توپولوژي

نيست. چنين که است بسته (X, τ) در A مجموعه يعني است؛ فشرده (X, τ) در

مي کند. حفظ را دوم شماراي و اول شماراي خاصيت τ از C-ساده گسترش هر .١۴ .١ لم

دارد. را ١. ١ تعريف شرايط f تابع و بوده τ از C-ساده گسترش يک τ ′ کنيم فرض اثبات.
مي کنيم: تعريف باشد. (X, τ) شماراي پايه B گيريم

B′ = {B ∩ f−١(p, q) : B ∈ B, p, q ∈ Q∗}.

.U ∈ τ ′ کنيم فرض منظور اين براي است. (X, τ ′) فضاي براي پايه اي B′ که دهيم نشان بايد تنها است. شمارا B′ که است آشکار
مجموعه هاي پس است، چگال R در Q چون .U = V ∩ f−١(J) که دارند وجود [٠, ١] در J باز بازه و V ∈ τ که است پيدا

بنابراين .J =
∪

(p,q)∈A×B(p, q) که دارند وجود Q∗ در B و A شمارش پذير

U = V ∩ f−١(J) = V ∩ f−١(
∪

(p,q)∈A×B

(p, q)) =
∪

(p,q)∈A×B

V ∩ f−١((p, q)).

کرد. ثابت نيز را زير نتيجه مي توان ،١. ٩ نتيجه براي شده ارائه اثبات مشابه

ω-حل ناپذيرند. دوم شماراي ماکسيمال و اول شماراي ماکسيمال فضاهاي تيخونوف، يا منظم هاسدورف، ،T١ فضاهاي کلاس در .١۵ .١ نتيجه

يک که گسترش هايي بررسي اين رو، از نيست. ω-حل ناپذير لزوماً آن باز زيرمجموعه ي هر ω-حل ناپذير، توپولوژيکيِ فضاي يک در
هر هم و شود حفظ بودن انبوه و تيخونوف خاصيت هم که به گونه اي مي کنند، تبديل ω-حل ناپذير فضايي به را انبوه تيخونوف فضاي
در است. برخوردار ويژه اي اهميت از باشد)، قوي ω-حل ناپذير فضاي يک حاصل، گسترش (يعني باشد ω-حل ناپذير نيز آن باز زيرمجموعه ي

مي شود. اثبات و بيان زمينه اين در قضيه اي ادامه،

است. قوي ω-حل ناپذير انبوه تيخونوف گسترش داراي انبوه، تيخونوف فضاي هر .١۶ .١ نتيجه
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مي دهيم: قرار است. تيخونوف فضاي (X, τ) کنيم فرض اثبات.

Σ = {τ ′ : است. τ از انبوه تيخونوف گسترش يک τ ′ }.

Σ پس است. بالا کران يک
∪
A توپولوژي Σ در A دلخواه زنجير هر براي است. جزيي مرتب مجموعه يک (Σ,⊆) و بوده ناتهي Σ

خلف) (فرض کنيم فرض منظور اين براي است. قوي ω-حل ناپذير فضاي τ ∗ مي دهيم نشان است. τ ∗ مانند ماکسيمال عضو يک داراي
چگال زيرمجموعه هاي از مجزا دوبه دو خانواده اي {Dq}q∈Q∗ که U =

∪
q∈Q∗ Dq و τ ∗ در ω-حل پذير باز زيرمجموعه U ⊆ X

مي کنيم: تعريف است. U در

f(x) =

{
q x ∈ Dq

٠ x /∈ U
(١. ١)

تيخونوف ١. ٢ ملاحظه بر بنا که بوده τ از C-ساده) لزوماً گسترش(نه يک مي کند، پيوسته را f که باشد ضعيفي توپولوژي τ † دراين صورت
است. تناقض در τ ∗ بودن ماکسيمال فرض با اين و است

شکافنده گسترش ٢
است. بررسي قابل متفاوتي ديدگاه هاي از که مي پردازيم ديگر گسترشي معرفي به اکنون

يک را τ ∪ {A,Ac} به وسيله توليدشده توپولوژي τ ′ اين صورت در .A ⊆ X و توپولوژي فضاي (X, τ) کنيم فرض .٢. ١ تعريف
مي ناميم. A به نسبت τ شکافنده گسترش

مي پردازيم. ويژگي اين بررسي به لم، يک ارائه با ادامه، در دارد. آن خواص بررسي در مهمي نقش توپولوژي يک گسترش بودن انبوه

است. انبوه نيز D به نسبت τ شکافنده گسترش آن گاه باشد، چگال D ⊆ X و انبوه فضاي يک (X, τ) اگر .٢. ٢ لم

به طوري که باشد، D به نسبت τ شکافنده گسترش τ ′ و باشد (X, τ) توپولوژي فضاي در چگال زيرمجموعه اي D کنيم فرض اثبات.
(X, τ) که آنجا از .U ∩D = {x} که است موجود گونه اي به U ∈ τ کرد فرض مي توان اين صورت در است. x تنهاي نقطه داراي
چگال فرض با اين و V ∩D = ∅ اين صورت در .y ∈ V ⊆ U و x ̸= y ∈ U کنيم فرض نيست. تک عضوي U پس است، انبوه

است. تناقض در D بودن

که مي دهيم نشان اکنون مي کند. حفظ اوليه فضاي از را بودن تيخونوف خاصيت شکافنده، گسترش هر که مي گيريم نتيجه ١. ١٠ لم از
مي نمايد. حفظ نيز را بودن منظم گسترشي، چنين

است. منظم نيز (X, τ ′) آن گاه باشد، τ از شکافنده اي گسترش τ ′ و منظم توپولوژي فضاي (X, τ) اگر .٢. ٣ لم

اين صورت در .x /∈ F و بوده بسته (X, τ ′) در F کنيم فرض هم چنين باشد. A به نسبت τ از شکافنده گسترش τ ′ کنيم فرض اثبات.
مي توان .x ∈ U ∩Ac يا x ∈ U ∩A ⊆ F c که است موجود به گونه اي U ∈ τ بنابراين ،x ∈ F c و است باز (X, τ ′) در F c

.x ∈ U ∩ A کرد فرض
زيرمجموعه هاي پس است منظم فضاي (X, τ) چون .x /∈ F ′ و است بسته (X, τ) در F ′ اين صورت در .F ′ = U c مي دهيم قرار
در .O٢ = W ∪Ac و O١ = V ∩A مي دهيم قرار .V ∩W = ∅ و F ′ ⊆ W ،x ∈ V که دارند وجود τ در W و V باز

و O١ ∩O٢ = ∅ ،O١, O٢ ∈ τ ′ اين صورت

x ∈ O١ ⊆ U ∩ A, F ⊆ (U ∩ A)c = U c ∪Dc ⊆ W ∪ Ac.

است. منظم (X, τ ′) بنابراين

مي کند. حفظ را دوم شماراي و اول شماراي خاصيت τ از شکافنده گسترش هر .۴ .٢ لم
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نسبت τ از شکافنده گسترش يک τ ′ اگر باشند. x ∈ X نقطه و X فضاي براي شمارا پايه هاي ترتيب به Bx و B کنيم فرض اثبات.
اين صورت در باشد، A ⊆ X زيرمجموعه  به

B′ = {B∩A : B ∈ B}∪{B∩Ac : B ∈ B}, B′
x = {Bx∩A : Bx ∈ Bx}∪{Bx∩Ac : Bx ∈ Bx}

بود. خواهند τ ′ توپولوژي به نسبت x و X براي شمارا پايه هاي
حل ناپذيرند. دوم شماراي ماکسيمال و اول شماراي ماکسيمال (منظم)، تيخونوف ماکسيمال فضاي هر .۵ .٢ نتيجه

گسترش D به نسبت τ شکافنده گسترش آن گاه ،X = D ∪ Dc و باشد حل پذير (منظم) تيخونوف ماکسيمال فضاي τ اگر اثبات.
است. اثبات قابل راحتي به نيز دوم و اول شماراي خاصيت براي حکم است. تناقض در τ بودن ماکسيمال با که بوده τ (منظم) تيخونوف

ديگر پاياي گسترش هاي ٣
قرار بررسي مورد را گسترش ها اين ويژگي هاي سپس و کرده معرفي را توپولوژي فضاهاي پاياي گسترش هاي از ديگري انواع بخش، اين در

داد. گسترش زيرماکسيمال فضاي يک به را توپولوژي فضاي يک مي توان چگونه که مي دهيم نشان هم چنين، مي دهيم.
را τ از τ ′ گسترش ،(X, τ) شده داده توپولوژي فضاي براي .٣. ١ تعريف

باشد. باز چگال نيز (X, τ ′) در ،(X, τ) در باز چگال مجموعه هر اگر گوييم، ١ نوع پاياي گسترش الف.

چنان U ∈ τ مجموعه ،V ∈ A هر براي که به گونه اي باشد A مانند زيرپايه اي داراي τ ′ اگر ناميم، ٢ نوع پاياي گسترش ب.
باشد. باز چگال (U, τ ′) در V که باشد موجود

موجود چنان τ در H و G مجموعه هاي آن گاه ،U ∩V = ∅ اگر U, V ∈ τ ′ هر براي هرگاه مي ناميم، ٣ نوع پاياي گسترش ج.
.G ∩H = ∅ و V ⊆ G ،U ⊆ H که باشند

در D آن در که باشد τ ′ براي زيرپايه اي τ ∪ {O ∩ D : O ∈ τ} اگر است، D پايه بر τ براي ساده پاياي گسترش د.
است. چگال (X, τ)

معادل هاي بيان به اکنون است. شده معرفي [١] در اندرسون توسط که است قبول قابل گسترش همان ٢ نوع پاياي گسترش حقيقت، در
مي پردازيم. ٢ نوع پاياي گسترش براي ديگري

باز O ∩ D١ اين صورت در است. X در ناتهي باز زيرمجموعه O و باز چگال زيرمجموعه هاي D٢ و D١ کنيم فرض .٣. ٢ ملاحظه
.(O ∩D١) ∩D٢ ̸= ∅ و است ناتهي

است. چگال X در ،X در باز چگال زيرمجموعه دو اشتراک بنابراين
معادل اند: زير گزاره هاي .٣. ٣ لم

است. τ توپولوژي از ٢ نوع پاياي گسترش τ ′ الف.

است. τ ′ براي پايه اي A∗ = {D ∩ U : D ∈ τ ′, clτ ′D = X,U ∈ τ} خانواده ب.

باشد. τ ′ در باز چگال زيرمجموعه هاي برخي و τ شامل که است A∗∗ زيرپايه  داراي τ ′ ج.
اثبات.

گونه اي به U ∈ τ اين صورت در .V ∈ A و کند صدق ٣. ١ تعريف شرط در که باشد τ ′ براي زيرپايه اي A کنيم فرض ب) ⇐ الف
اين صورت در است. باز چگال (U, τ ′) در V که مي شود يافت

D = V ∪ (X \ cl(X,τ)(U))

چگال زيرمجموعه يک اشتراک به صورت مي توان را τ ′ زيرپايه عضو هر پس .D ∩ U = V و است (X, τ ′) در باز چگال زيرمجموعه
منظور اين براي است. بسته متناهي اشتراک تحت A∗ دهيم نشان است کافي ،A∗ بودن پايه اثبات براي نوشت. τ از عضو يک و τ ′ در باز

اين صورت در .(D١ ∩ U١), (D٢ ∩ U٢) ∈ A∗ کنيم فرض

(D١ ∩ U١) ∩ (D٢ ∩ U٢) = (D١ ∩D٢) ∩ (U١ ∩ U٢).

است. برقرار حکم نتيجه در و U١ ∩ U٢ ∈ τ و است τ ′ در باز چگال زيرمجموعه D١ ∩D٢
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است. بديهي ج) ⇐ ب
V اين صورت در ،V ∈ (A∗∗ \ τ) کنيم فرض است. بديهي حکم آن گاه ،V ∈ τ اگر .V ∈ A∗∗ کنيم فرض الف) ⇐ ج

.U = X مي دهيم قرار است. (X, τ ′) در باز چگال زيرمجموعه

مي کنيم. بيان را پايا گسترش هاي از ويژگي هايي ادامه در

اين صورت در است، توپولوژي فضاي يک (X, τ) کنيم فرض .۴ .٣ لم

i نوع پاياي گسترش τ ′′ آن گاه باشد، τ از i نوع پاياي گسترش τ ′ و τ ′ از i نوع پاياي گسترش τ ′′ اگر ،i = ١, ٢, ٣ براي الف.
است. τ از

.i = ١, ٢, ٣ براي است، i نوع پاياي گسترش يک ،D پايه بر τ براي ساده پاياي گسترش هر ب.

٢ نوع پاياي گسترش براي را حکم است، امکان پذير تعريف از سادگي به ٣ نوع و ١ نوع پاياي گسترش براي حکم اثبات الف. اثبات.
مي کنيم. ثابت

اين صورت در باشد. τ ′ در پايه باز يک U ∩D′ و بوده τ در باز چگال زيرمجموعه يک D کنيم فرض

D ∩ (U ∩D′) = (D ∩ U) ∩D′ ̸= ∅.

است. باز چگال نيز آن ٢ نوع پاياي گسترش هر در (X, τ) در باز چگال زيرمجموعه هر بنابراين

A = {D′′ ∩ U ′ : D′′ ∈ τ ′′, clτ ′′D
′′ = X,U ′ ∈ τ ′}

= {D′′ ∩D′ ∩ U : D′′ ∈ τ ′′, clτ ′′D
′′ = X,D′ ∈ τ ′, clτ ′ = X,U ∈ τ}

داريم: پس است، باز چگال نيز τ ′′ توپولوژي در τ ′ در باز چگال زيرمجموعه هر که آنجا از است. τ ′′ براي پايه اي

A = {D′′ ∩ U : D′′ ∈ τ ′′, clτ ′′D
′′ = X,U ∈ τ}.

است. τ از ٢ نوع پاياي گسترش τ ′′ بنابراين

مي شوند. اثبات تعريف به توجه با موارد بقيه مي کنيم، ثابت ٣ نوع پاياي گسترش براي را حکم ب.
،U, V ∈ τ اگر اين صورت در .U ∩V = ∅ و U, V ∈ τ ′ بوده، D پايه بر τ براي ساده پاياي گسترش يک τ ′ کنيم فرض
و U = D ∩ O که موجودند به گونه اي O′ و O باز زيرمجموعه هاي اين صورت غير در نمي ماند. اثبات براي چيزي آن گاه

آن گاه ،O ∩O′ ̸= ∅ اگر .V = D ∩O′

U ∩ V = (O ∩D) ∩ (O′ ∩D′) = (O ∩O′) ∩D ̸= ∅.

است. ٣ و ١ نوع پاياي گسترش يک ،٢ نوع پاياي گسترش هر .۵ .٣ گزاره

.W ∈ τ ′ و (X, τ) در باز چگال زيرمجموعه D ،τ از ٢ نوع پاياي گسترش يک τ ′ کنيم فرض :١ نوع پاياي گسترش اثبات اثبات.
داريم: .D′ ∩ U ⊆ W که دارند وجود U ∈ τ و (X, τ ′) در D′ باز چگال زيرمجموعه ،٣. ٣ لم بر بنا اين صورت در

∅ ̸= (U ∩D) ∩D′ ⊆ W ∩D.

است. باز چگال نيز (X, τ ′) در D بنابراين

شامل زيرپايه داراي τ ′ ،٣. ٣ لم استناد به است. τ براي ٢ نوع پاياي گسترش يک τ ′ کنيم فرض :٣ نوع پاياي گسترش اثبات
V و U کنيم فرض .O ∈ τ و است (τ در چگال وضوح (به τ ′ در چگال مجموعه يک D که است D ∩ O به صورت مجموعه هاي
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،j و i هر براي آن در که V =
∪

j(D
′
j ∩ O′

j) و U =
∪

i(Di ∩ Oi) اکنون .U ∩ V = ∅ و بوده τ ′ در باز مجموعه هاي
،j و i هر براي که مي دهد نتيجه U ∩ V = ∅ چگال اند. Di, Dj و Oi, Oj ∈ τ

(Di ∩Oi) ∩ (D′
j ∩O′

j) = ∅.

پس است، τ در باز چگال زيرمجموعه Di ∩Dj چون آن گاه ،Oi ∩O′
j ̸= ∅ که باشند چنان j و i اگر

(Oi ∩O′
j) ∩ (Di ∩Dj) ̸= ∅

هستند. V و U شامل به ترتيب که بوده τ در هم از جداي باز مجموعه دو
∪

i O
′
j و

∪
i Oi بنابراين است. تناقض يک اين که

نيست. ٣ نوع پاياي گسترش يا و ٢ نوع پاياي گسترش لزوماً ١ نوع پاياي گسترش که مي دهيم نشان مثال يک ارائه با

مي دهيم قرار است. (X, τ) در Q متمم چگال و چگال زيرمجموعه داراي که باشد هم بند توپولوژي فضاي (X, τ) کنيم فرض .۶ .٣ مثال
(X, τ) در D∩Q و D \Q ،۴ .٣ لم به توجه با آن گاه باشد، باز چگال زيرمجموعه (X, τ) در D اگر .τ ′ = τ ∪{Q,X \Q}
(X, τ ′) که آن جا از است. τ براي ١ نوع پاياي گسترش يک τ ′ نتيجه در است. چگال (X, τ ′) در D بنابراين بود. خواهند چگال
پاياي گسترش τ ′ اينکه بررسي هم چنين نيست. τ براي ٢ نوع پاياي گسترش τ ′ که مي شود نتيجه ،٣. ٩ قضيه طبق پس است، ناهم بند

مي پذيرد. صورت به راحتي نيست، τ براي ٣ نوع

مي دهيم: قرار ،i = ١, ٢, ٣ براي نمادگذاري:

Γi = {τ ′ : است. τ براي i نوع پاياي گسترش يک τ ′}.

است. زيرماکسيمال τ ∗ آن گاه باشد، τ ∗ ماکسيمال عضو داراي Γi اگر ،i = ١, ٢, ٣ براي .٣. ٧ گزاره

لم سوم بند به توجه با نيست. باز τ ∗ در که بوده τ ∗ در چگال زيرمجموعه يک D و نباشد زيرماکسيمال فضاي τ ∗ کنيم فرض اثبات.
با اکنون است. τ ∗ شامل که i = ١, ٢, ٣ براي است i نوع پاياي گسترش يک ،τ ∗ براي D پايه بر (τ ∗)′ ساده پاياي گسترش ،۴ .٣

است. تناقض يک که است τ ∗ شامل و بوده τ براي i نوع پاياي گسترش يک (τ ∗)′ ٣. ٩ لم دوم بند به توجه

ماکسيمال اند. عضوهاي داراي Γ٣ و Γ٢ ،Γ١ .٣. ٨ گزاره

گسترش يک τ ′′ اگر تنها و اگر τ ′ ≤ τ ′′ مي کنيم تعريف τ ′′ و τ ′ هر براي است. ناتهي Γi گردايه i = ١, ٢, ٣ هر براي اثبات.
مي دهيم نشان است. ،Γi در زنجير يک ωi کنيم فرض است. جزيي مرتب مجموعه يک (Γi,≤) اين صورت در باشد. τ ′ از i نوع پاياي

است. ماکسيمال عضو داراي Γi هر بنابراين و است ωi بالاي کران
∪
ωi توسط شده توليد توپولوژي τ ∗i

τα١ , τα٢ , . . . , ταn ∈ ωi توپولوژي هاي اين صورت در باشد. τ ∗i در پايه اي باز يک U = O١ ∩ O٢ ∩ · · · ∩ On کنيم فرض
براي ταj

⊆ τk داريم ،k = max{α١, α٢, . . . , αn} براي .Oj ∈ ταj
،j = ١, ٢, . . . , n هر براي که موجودند به گونه اي

.U ∈ τk بنابراين .j = ١, ٢, . . . , n هر
پس است، τ از ١ نوع پاياي گسترش يک τk که آنجا از باشد. (X, τ) در باز چگال زيرمجموعه D کنيم فرض :١ نوع پاياي گسترش

.D ∩ U ̸= ∅ و بوده باز τk در D
که مي دهيم نشان کند. صدق ٣. ١ تعريف شرط در که باشد τα براي زيرپايه اي Aα کنيم فرض ،τα ∈ ω٢ هر براي :٢ نوع پاياي گسترش
اين صورت، در .V ∈ A کنيم فرض منظور اين براي مي سازد. برآورده نيز را شرط همان که است τ ∗٢ براي زيرپايه اي A =

∪
α∈I Aα

که دارد وجود U ∈ τ باز مجموعه  پس است، τ از ٢ نوع پاياي گسترش τα که آنجا از .V ∈ Aα که دارد وجود به گونه اي α ∈ I
نيز (U, τκ) در V بنابراين است، τ از ٢ نوع پاياي گسترش نيز τκ ،κ > α هر براي چون هم چنين، است. باز چگال (U, τα) در V

است. باز چگال (U, τ ∗٢ ) در V بنابراين، است. باز چگال
اين صورت در باشند. (X, τ ∗٣ ) در مجزا پايه اي بازهاي U, V کنيم فرض :٣ نوع پاياي گسترش

U =
n∩

i=١

Oαi
, V =

m∩
i=١

Oα′
i
.

توپولوژي از ٣ نوع پاياي گسترش τk چون و U, V ∈ τk اين صورت در .k = max{α١, . . . , αn, α
′
١, . . . , α

′
m} مي دهيم قرار

بنابراين .τk ⊆ τ ∗٣ طرفي از .G ∩H = ∅ و V ⊆ G ،U ⊆ H که موجودند G,H ∈ τk باز زيرمجموعه هاي پس است، τ
است. برقرار حکم و G,H ∈ τ ∗٣



۵۵-۶۶ صفحه ٣ شماره ١۵ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و اول نويسنده ۶۴

داد. گسترش زيرماکسيمال فضاي يک به مي توان را هاسدورف توپولوژي فضاي هر که مي شود نتيجه ٣. ٨ و ٣. ٧ گزاره هاي به باتوجه
از را بودن انبوه و ناهم بندي شديداً هم بندي، مانند ويژ گي هايي است، هاسدورف اينکه بر علاوه  زيرماکسيمال فضاي اين که داد خواهيم نشان

کرد. خواهد حفظ اوليه توپولوژي فضاي

و است زيرماکسيمال τ ∗ اين صورت در است. τ توپولوژي به نسبت Γ٢ ماکسيمال عضو نشان  دهنده τ ∗ .٣. ٩ قضيه

است. هاسدورف نيز τ ∗ آن گاه باشد، هاسدورف τ اگر الف.

است. هم بند τ ∗ آن گاه باشد، هم بند τ اگر ب.

است. تفکيک پذير نيز τ ∗ آن گاه باشد، تفکيک پذير τ اگر ج.

است. انبوه نيز τ ∗ آن گاه باشد، انبوه τ اگر د.

است. ناهم بند شديدا τ ∗ آن گاه باشد، انبوه ناهم بند شديداً τ اگر ه.

است. بديهي الف. اثبات.

آن در که V =
∪

i∈I Di ∩ Ui ،٣. ٣ لم بر بنا اين صورت در باشد. بسته هم و باز هم τ ∗ به نسبت V ⊆ X کنيم فرض ب.
نوشت: مي توان پس .i ∈ I هر براي Ui ∈ τ و است τ ∗ به نسبت ،X در چگال باز زيرمجموعه يک Di∪

i∈I

Ui =
∪
i∈I

clτ∗(Di ∩ Ui) ⊆ clτ∗V = V ⊆
∪
i∈I

Ui

که خواهدبود ناهم بند (X, τ) نتيجه در و است بسته هم و باز هم نيز τ به نسبت V بنابراين .V =
∪

i∈I Ui ∈ τ نتيجه در
است. تناقض يک

{D∩O : O ∈ τ} به وسيله شده توليد توپولوژي اين صورت در باشد. (X, τ) در شمارا چگال زيرمجموعه Dيک کنيم فرض ج.
آن دوم نوع پاياي گسترش هر در D بنابراين است. باز شماراي چگال زيرمجموعه D آن در که است تفکيک پذير توپولوژي يک

است. تفکيک پذير نيز Γ٢ ماکسيمال عضو نتيجه در مي ماند. باز شماراي چگال

است. تناقض يک که O ∈ τ و D τ-چگال مجموعه يک براي {x} = D ∩O آن گاه باشد، تنها نقطه يک ،x ∈ X اگر د.

است، زيرماکسيمال فضاي τ ∗ چون است. U مرز از نقاطي و U شامل Clτ∗U اين صورت در باشد. باز τ ∗ در U کنيم فرض ه.
است. گسسته شديداً τ ∗ پس است. باز Clτ∗U نتيجه در و بوده گسسته U مرز پس

يک به نمي توان ٣ نوع پاياي گسترش يا ٢ نوع پاياي گسترش تکنيک هاي از استفاده با که است ضروري نکته اين به توجه .٣. ١٠ ملاحظه
اين توضيح براي نباشد. چه و باشد منظم اصلي فضاي چه نباشد؛ زيرماکسيمال خود اصلي فضاي اگر يافت، دست منظم زيرماکسيمال فضاي
U ∈ τ ′ \τ کنيم فرض هم چنين باشد. آن ٣ نوع از اکيد پاياي گسترش يک τ ′ و باشد توپولوژي فضاي يک (X, τ) کنيم فرض مسئله،
،x ∈ Ux که به گونه اي دارند، وجود τ ′ در Vx و Ux باز مجموعه هاي x ∈ U هر براي باشد، منظم τ ′ اگر .F = X \ U و
Hx ⊇ Vx ،Gx ⊇ Ux به طوري که دارند وجود نيز τ در Hx و Gx باز مجموعه هاي فرض، طبق .Ux ∩ Vx = ∅ و F ⊆ Vx

در تنها امر اين است. Hx ⊆ U آن در که دارد وجود Hx ∈ τ مانند مجموعه اي x ∈ U هر براي بنابراين، .Gx ∩Hx = ∅ و
است. تناقض يک اين که باشد، باز τ در U که است ممکن صورتي

شد، مقاله کيفيت بهبود موجب که سازنده شان و ارزنده نظرات و دقيق مطالعه به سبب گرانقدر داوران از مي دانيم لازم خود بر پايان، در
کنيم. سپاسگزاري صميمانه
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Abstract: In this paper, certain types of topological extensions are considered, in which the Hausdorff,
regular, and Tychonoff properties are preserved, or the extension results in a Tychonoff (regular) space
that is ω-irresolvable. We introduce C-simple and splitting extensions. These extensions preserve the
first and second countability. Moreover, using a C-simple extension, we show that every dense-in-itself
Tychonoff space has a strongly ω-irresolvable dense-in-itself Tychonoff extension. Within the classes
of T1, Hausdorff, regular, or Tychonoff spaces, maximal first-countable and maximal second-countable
spaces are irresolvable. We also prove that a topological space is ω-resolvable if and only if τ has a C-
simple extension. Furthermore, we study extensions that are submaximal and preserve key properties such
as the Hausdorff condition, connectedness, being dense-in-itself, and extreme disconnectedness.
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