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مقدمه ١

قدرتمند ابزاری عنوان به گردید، معرفی (Kuratowski) کوراتسکی توسط که نافشردگی اندازه مفهوم میلادی، ١٩٣٠ سال در
همچنین میدهد. را غیرفشرده اپراتورهای خواص بررسی امکان محققین به مفهوم این شد. گرفته بکار تابعی آنالیز در
به مفهوم این مینماید. ایفا غیرخطی دیفرانیسل و انتگرالی معادلات جوابهای وجود مطالعه و اثبات در بسزایی نقش

نمود. استفاده نتوان فشردگی اصول که است زمانی در موثر ابزاری نافشرده، عملگرهای رفتار کنترل در قابلیت دلیل
استفاده ثابت نقطه وجود مورد در شاودر قضیه تعمیم برای نافشردگی اندازه مفهوم از (Darbo) داربو ،١٩۵۵ سال در
تعمیمهای از یکی دارد. کاربرد غیرفشرده عملگرهای با آنها جواب وجود و انتگرالی معادلات حل برای ویژه به ایده این نمود.
غیرفشرده اپراتورهای و انتگرالی معادلات جواب وجود بررسی برای که میباشد (Petryshyn) پترشین قضیه داربو، قضیه
یک از کراندار و بسته زیرمجموعه یک تصویر برای نافشردگی اندازه بررسی نیازمند داربو قضیه که حالی در میرود. بکار
را میکنند، برآورده را نافشردگی اندازه شرایط که زیرمجموعهها برخی بررسی به تنها پترشین قضیه میباشد، باناخ فضای
ریاضی در کاربردی موضوعات از یکی شدهاند، شناخته نیز q-حسابان عنوان تحت که کوانتومی حسابان میکند. بررسی
ویژگی این هم چنین نمیشود. استفاده معمولی مشتق تعریف در تابع حد از جایگزین، تعریف از استفاده با آن در که است
اولین اما برمیگردد. اویلر معروف ریاضیدان به موضوع این سابقه میکند. برقرار فیزیک و ریاضی علوم بین ارتباطی
کسری کوانتومی حسابان کاربردهای جمله از .[٢٢] کرد بیان را q-انتگرال و q-مشتق مفهوم جکسون ١٩١٠ سال در بار
مکانیک، مانند فیزیک در موضوعاتی و هندسی توابع نظریه متعامد، جمله ایهای چند ترکیبیات، و اعداد نظریه به  میتوان

.[٣١ ،٣٠ ،٢۵ ،١٩–٢١ ،١٧ ،١۴ ،٩ ،٨] کرد اشاره کوانتوم نظریه و نسبیت نظریه
می دهد. تعمیم غیرصحیح مرتبه برای را q-انتگرال و q-مشتق ایده کسری، q-حسابان یا کسری کوانتومی حسابان
و (Tariboon) تاریبون .[۶ ،٢] نگریست (Agarwal) گاروال آ و (Al-Salam) السلام آثار در میتوان را موضوع این
q-انتگرال و کسری q-مشتق آنها .[٣۴ ،٢٧] کردهاند بیان متناهی بازههای در را q-حسابان ایده (Ntouyas) تویاس
برای جواب وجود [١٣] در همکاران و داگ ،٢٠١٠ سال در .[٣۵] کردند معرفی [τ١, τ٢] بسته بازه روی ریمان-لیوویل

دادند: قرار بررسی مورد را زیر دیفرانسیل معادله }دستگاه
d
dt

(
u(t)

z(t,u(t))

)
= Ω

(
t, u(t)

)
, t ∈ J٠ = [t, t+ a],

u(t٠) = u٠, u٠ ∈ R.

ریمان-لیوویل q-انتگرال جواب وجود تحلیل و بررسی به [٣۶] در همکارانش و ژائو آن، از }پس
CDq

٠+

(
u(t)

z(t,u(t))

)
= Ω

(
t, u(t)

)
, t ∈ Υ◦ := [٠, T ],

u(t٠) = ٠,

نافشردگی اندازه و داربو قضیه بکارگیری با [١٢] همکارانش و داس ،٢٠٢٣ سال در پرداختند. [٠, T ] بسته بازه روی
دادند: ارائه ترکیبی کسری دیفرانسیل معادله یک برای جواب وجود منظور به تحلیلی }روشی
CDq

(
L(ϱ)

z(ϱ,L(ϱ))

)
= Ω

(
ϱ, L(ϱ)

)
, q ∈ (٠, ١), ϱ ∈ Υ◦,

L(٠) = ٠.

معادله دسته یک برای جواب وجود در تحلیل و بررسی به مذکور، مقالات از حاصل نتایج براساس پژوهش، این در
صورت به ریمان-لیویل، کسری q-انتگرال و کاپوتو کسری q-مشتق شامل ترکیبی کوانتومی دیفرانسیل

CDα
q

[
u(t)−z

(
t,u(η١(t)),

∑m
ı̀=١

RLI
βı̀
q vı̀(t,u(η٢(t)))

)
g(t,u(η٣(t)))

]
= Ω

(
t, u (η۴(t)) ,

RLI γ
q u(t)

)
, (١. ١)

،βı̀ > ٠ ،γ > ٠ ،٠ < α < ١ آن در که میپردازیم، ،q ∈ (٠, ١) و T = ١ ،t ∈ Υ◦ برای

ı̀ ∈ Nm =
{

١, ٢, . . . ,m
}
,
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Ω ∈ C
(
Υ◦ ×R٢

)
،vı̀(٠, ٠) = ٠ که طوری به v ∈ C

(
R
)

،g ∈ C
(
R,R\{٠}

)
،z ∈ C

(
Υ◦ ×R٢

)
آن در که

میشوند. گرفته نظر در مشخص، ویژگیهای با توابعی ηȷ̀ : Υ◦ → Υ◦ و

و RLIq کسری ریمان-لیوویل انتگرال عملگر و α مرتبه با q-کاپوتو نوع از کسری مشتق شامل پیشنهادی مدل
الگویی نمودن فراهم مذکور، ترکیبی ساختار گیری بکار از هدف میباشد. u(ηi(t)) زمان از تابعی صورت به ورودیها
نماید. فراهم q پارامتر طریق از را زمانی مقیاس تغییر امکان هم و باشد دارا را کسری حافظهداری ویژگیهای هم که است
پارامتر چند وجود سویی از یافت. دست الگو رفتارهای از وسیعی طیف به میتوان α, βi, γ پارامترهای تنظیم با همچنین
انجام طولانی زمان در آن عددی حل و پیچیدهتر پایداری تحلیل یکتایی، اثبات تا میگردد سبب q پارامتر کنار در کسری

شد. خواهد پرداخته (١. ١) مدل برای جواب وجود بررسی به تحقیق این در لذا گیرد.

با ارتباط در نیاز مورد لمهای و مقدماتی مفاهیم از برخی ٢ بخش در شدهاند: ارائه زیر ترتیب به پژوهش این مطالب
بررسی به ٣ بخش در میگردد. بیان آتی های بخش در نیاز مورد قضایای برخی و کسری q-حسابان کوانتومی، حسابان
۴ بخش در شد. خواهد پرداخته پترشین ثابت نقطه قضیه کمک با (١. ١) پیشنهادی معادله برای جواب وجود در تحلیل و
در مقاله دستاوردهای گیری نتیجه گرفتهاند. قرار بررسی مورد نیز عددی صورت به کاربردی مثالهای قالب در نتایج این

است. شده ارائه ۵ بخش

نیاز مورد مقدمات و تعاریف ٢

توانی تابع و [ν]q کوانتومی عدد می شوند. بیان اصلی نتایج آوردن بدست برای نیاز مورد قضایای و تعاریف بخش، این در
صورت به ν, ν̀ ∈ R برای

(
ν − ν̀

)k
[ν]q =

١−qν

١−q
= qν−١ + qν−٢ + · · ·+ q + ١,

و

(ν − ν̀)(k) =


١, k = ٠,

k−١∏
ȷ̇=٠

(
ν − ν̀qȷ̇

)
, k ∈ N.

آنگاه باشد، k = l ∈ R اگر .[٧] میشوند تعریف

(ν − ν̀)(l) = νl

∞∏
ȷ̇=٠

ν−ν̀qȷ̇

ν−ν̀ql+
ȷ̇ , ν ̸= ٠.

میباشد. ν(l) = νl آنگاه ν̀ = ٠ که وقتی علاوه، به

میگردد: تعریف زیر صورت به [٠, b] بازه روی ،u(t) تابع برای (q-مشتق) کوانتومی مشتق .([١]) ٢. ١ تعریف

(Dqu) (t) =
u(t)−u(qt)
(١−q)t

, t ̸= ٠, (Dqu) (٠) = lim
ν→٠

(Dqu) (t), (٢. ١)

روابط تعریف این کمک به است. معروف (Jackson) جکسون q-مشتق به )که
D ٠
q u

)
(t) = u(t),

(
Dn
q u

)
(t) = Dq

(
Dn−١
q u

)
(t),

صورت به [٠, b] بازه روی ،u(t) تابع برای (q-انتگرال) کوانتومی انتگرال همچنین .[١] هستند برقرار n ∈ N هر برای
گردد: می تعریف زیر

(Iqu) (t) =

∫ t

٠
u(λ) dqλ = t(١ − q)

∞∑
ı̀=١

u
(
tq ı̀

)
q ı̀, t ∈ [٠, b]. (٢. ٢)
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تعریف کمک به b تا a از u تابع انتگرال a ∈ [٠, b] که حالتی ∫در b

a

u(t) dqt =

∫ b

٠
u(t) dqt−

∫ a

٠
u(t) dqt, (٢. ٣)

.[٢٩] میشود حاصل

زیر صورت به [٠, b] بازه روی ،u تابع برای (q-ریمان-لیوویل) ریمان-لیوویل کسری انتگرال .([١۵]) ٢. ٢ تعریف
گردد: می )تعریف

RLJ γ
q u

)
(t) =

 u(t), γ = ٠,∫ t

٠

(t−qλ)(γ−١)

Γq(γ)
u(λ) dqλ, γ > ٠,

میشود: تعریف زیر شکل به (q-گاما) کوانتومی گاما تابع درآن که باشد، داشته وجود γ > ٠ برای انتگرال اگر

Γq(t) =
(١−q)(t−١)

(١−q)t−١ , t ∈ R \
{

٢−,١−,٠, . . .
}
.

برای آن، بر علاوه .[١۵]
(
RLJ γ

q
RLJ γ٠

q κ
)
(ν) =

(
RLJ γ+γ٠

q κ
)
(ν) داریم γ, γ٠ > ٠ برای همچنین

میشوند: حاصل تعریف از زیر روابط l > −١

RLJ γ
q ν

l = Γq(l+١)
Γq(γ+l+١)ν

γ+l,
(
RLJ γ

q ١
)
(ν) = ١

Γq(γ+l+١)ν
γ, (ν > ٠).

کاپوتو کوانتومی کسری مشتق صورت این در باشد. n = [γ] + ١ با n− ١ < γ < n کنیم فرض .([۴]) ٢. ٣ تعریف
رابطه از u ∈ C(n)

(
[٠, b]

)
تابع برای γ ≥ ٠ مرتبه از

(
CDγ

q u
)
(t) =

∫ t

٠

(t−qλ)(n−γ−١)

Γq(n−γ)
Dn
q u(λ) dqλ,

باشد. موجود انتگرال اگر میشود، نتیجه

نوشت: میتوان ،t > ٠ ازای به و l > −١ برای تعریف با مطابق

CDγ
q t

l = Γq(l+١)
Γq(l−γ+١)t

l−γ,
(
CDγ

q ١
)
(t) = ٠.

و
(
CDγ

q
RLJ γ

q u
)
(t) = u(t) صورت این در باشد. n− ١ < γ < n کنید فرض .([۴]) ۴ .٢ لم

(
RLJ γ

q
CDγ

q u
)
(t) = u(t)−

n−١∑
ȷ̇=٠

tȷ̇

Γq(ȷ̇+١)

(
CD ȷ̇

qu
)
(٠).

داریم: β > ٠ برای .([٢٩]) ۵ .٢ ∫لم t

٠
(t− qλ)(β−١) dqλ = t(β)

[β]q
.

آنگاه باشد، α ≥ ١ اگر صورت این در باشد. t١ < t٢ که طوری به باشند t١, t٢ ∈ Υ◦ کنید فرض .([١١]) ۶ .٢ لم

tα٢ − tα١ ≤ α(t٢ − t١),

است. برقرار ،tα٢ − tα١ ≤ (t٢ − t١)
α نابرابری آنگاه، شود، انتخاب ٠ < α < ١ اگر نیز و
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به علاوه، است. Σ ∈ {R,C} میدان در باناخ فضای یک Σ حاضر، مقاله در

B̄ρ =
{
u ∈ Σ : ∥u∥ ≤ ρ

}
,

است. ρ > ٠ شعاع و ٠ مرکز به کره ای مرز ∂B̄ρ =
{
u ∈ Σ : ∥u∥ = ρ

}
و بسته گوی

زیر به صورت کوراتسکی نافشردگی اندازه آنگاه باشد. Σ فضای از کران دار زیرمجموعه یک P اگر .([٢۴]) ٢. ٧ تعریف
میگردد: تعریف

mK(P) = inf
{
ε > ٠ : می شود پوشیده ε از کم تر قطر با مجموعه های متناهی، تعداد به وسیله P

}
می شود: تعریف زیر به صورت هاسدورف نافشردگی اندازه همچنین، .([١۶]) ٢. ٨ تعریف

mH(P) = inf
{
ε > ٠ : است. موجود Σ در P برای متناهی شبکه -ε یک

}
گوی های که باشد موجود

{
u١, u٢, . . . , um

}
⊂ Σ یعنی متناهی شبکه - ε آن در که

Bε

(
Σ;u١

)
, Bε

(
Σ;u٢

)
, . . . , Bε

(
Σ;um

)
بپوشانند. را P مجموعه

می کنند. صدق زیر رابطه در Σ در P کران دار زیرمجموعه هر برای فوق، شده ذکر  نافشردگی های اندازه

mH(P) ≤ mK(P) ≤ ٢mH(P).

در این صورت: باشند، P ,Q ⊂ Σ و λ ∈ R و باناخ فضای یک Σ اگر .([٢٨]) ٢. ٩ قضیه

mH(P؛ ∪Q) = max
{
mH(P),mH(Q)

}
(١

mH(P؛ +Q) ≤ mH(P) +mH(Q) (٢

mH(λP)؛ =| λ | mH(P) (٣

P؛ ⊆ Q برای mH(P) ≤ mH(Q) (۴

mH؛

(
c̄oP

)
= mH(P) (۵

باشد. فشرده بستار دارای P اگر فقط و اگر mH(P) = ٠ (۶

استاندارد نرم با [٠, ١] بازه روی پیوسته حقیقی توابع تمام Σ = C(Υ◦,R) مطالعه مورد باناخ فضای تحقیق، این در

∥u∥ = sup
{
|u(t)| : t ∈ Υ◦

}
,

می شود: تعریف زیر صورت به u ∈ C(Υ◦) تابع برای پیوستگی مدول همچنین، شود. می گرفته نظر در

ωΥ◦(u, ρ) = sup
{∣∣u(t)− u(t̀)

∣∣ :
∣∣t− t̀

∣∣ ≤ ρ
}
.

. ωΥ◦(u, ρ) → ٠ آنگاه ρ → ٠ وقتی ،Υ◦ روی u یکنواخت پیوستگی فرض به توجه با است واضح

معادل ٢. ٨ نافشردگی اندازه Σ در P کران دار زیرمجموعه هر برای .Σ = C
(
Υ◦

)
کنیم فرض .([١۶]) ٢. ١٠ قضیه

با است

mH(P) = lim
ρ→٠

sup
u∈P

ω(u, ρ) (۴ .٢)
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-انقباض λ یک را ∇ دراین صورت، باشد. پیوسته نگاشت یک ∇ : Σ → Σ کنیم فرض .([٢۶]) ٢. ١١ تعریف
و باشد کران دار نیز ∇(A) کران دار، A ⊂ Σ هر برای هر گاه می نامند مجموعه ای

mH(∇A) ≤ λmH(A), ٠ < λ < ١.

باشیم: داشته mH(A) > ٠ هر ازای به هرگاه می نامند چگال را ∇ به علاوه

mH(∇A) < mH(A).

فرض همچنین باشد. Σ باناخ فضای در مرکز حول بسته گوی یک B̄ρ کنیم فرض .([٢٨] پترشین (قضیه ٢. ١٢ قضیه
داشته u ∈ ∂Bρ برای اگر می کند صدق زیر مرزی شرط در که باشد پيوسته و چگال نگاشت یک ∇ : B̄ρ → Σ کنیم

است. ناتهی B̄ρ در ∇ ثابت نقاط مجموعه اين صورت، در λ ≤ ١ آنگاه ∇(u) = λu باشیم

(١. ١) معادله جواب وجود بررسی ٣

کسری مرتبه مشتق شامل کوانتومی ترکیبی دیفرانسل دیفرانسیل معادله برای جواب وجود اثبات و بررسی به بخش این در
پرداخت. خواهیم معادله بر حاکم شرایط به توجه با ،(١. ١) کاپوتو الگوی با مطابق شده تعریف

هستیم: زیر مفروضات ارائه به نیاز راستا، این در

Ω؛ ∈ C
(
Υ◦ × R٢

)
و vı̀(٠, ٠) = ٠،g ∈ C

(
R,R\{٠}

)
،z ∈ C

(
Υ◦ × R٢

)
(١W

اینکه شرط با t ∈ Υ◦ هر برای که طوری به باشند موجود l۵,g و l۴,Ω ،l٣,Ω ،l٢,z ،l١,z منفی نا ثابتهای (٢W

∆ := l۵,gS(Ω)

Γq(α+١) + l١,z < ١, (٣. ١)

باشیم: ,z(t∣∣داشته x, y)− z
(
t, x̂, ŷ

)∣∣ ≤ l١,z
∣∣x− x̂

∣∣+ l٢,z
∣∣y − ŷ

∣∣,∣∣Ω(t, x, y)− Ω(t, x̂, ŷ)
∣∣ ≤ l٣,Ω

∣∣x− x̂
∣∣+ l۴,Ω

∣∣y − ŷ
∣∣,∣∣g(t, x)− g(t, x̂)

∣∣ ≤ l۵,g
∣∣x− x̂

∣∣;
نماید صدق زیر شرط در که به طوری باشد داشته وجود ρ ≥ ٠ حقیقی عدد (٣W

∆′ := sup
{

S(g)S(Ω)
Γq(α+١) + S(z)

}
≤ ρ, (٣. ٢)

آن در که

S(Ω) = sup
{∣∣Ω(s, u, û)∣∣ : s ∈ Υ◦, u, û ∈ [−ρ, ρ]

}
,

S(g) = sup
{∣∣g(s, u)∣∣ : s ∈ Υ◦, u ∈ [−ρ, ρ]

}
,

S(vı̀) = sup
{∣∣vı̀(s, u)∣∣ : s ∈ Υ◦, u ∈ [−ρ, ρ]

}
,

S(z) = sup

{∣∣z(s, u, û)∣∣ : s, u ∈ Υ◦,
∣∣û∣∣ ≤ m∑

ı̀=١

S(vı̀)
Γq(βı̀+١)

}
.
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که داد نشان میتوان سادگی به مرزی شرط اعمال و ۴ .٢ لم ،(١. ١) طرف دو از RLI α
q عملگر بکارگیری با .٣. ١ ملاحظه

با است معادل ،(١. ١) معادله

u(t) = g
(
t, u(η٣(t))

) ∫ t

٠

(t−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u(η۴(s)),

RLI γ
q u(s)

)
dqλ

+ z
(
t, u

(
η١(t)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t, u(η٢(t)))

)
.

u = u(t) جواب یک دارای حداقل ،(١. ١) معادله آنگاه باشند، برقرار (٣(W و (٢(W ،(١(W شرایط اگر .٣. ٢ قضیه
است. Σ = C

(
Υ◦

)
باناخ فضای در

این به میکند. ایفا (١. ١) ترکیبی کوانتومی معادلات جواب وجود بررسی اثبات در اساسی نقش ٢. ١٢ قضیه اثبات.
صورت به را T : Bρ → Σ عملگر ابتدا میپذیرد. انجام گام سه در اثبات منظور،

(∇u)(t) = g
(
t, u(η٣(t))

) ∫ t

٠

(t−qs)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
s, u(η۴(s)),

RLI γ
q u(s)

)
dqλ

+ z

(
t, u

(
η١(t)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t, u(η٢(t))

))
,

است. تعريف خوش  ∇ نگاشت که است واضح می کنیم. تعریف

آن ∥u − û∥ ≤ ϵ به طوری که u, û ∈ Bρ و ϵ > ٠ کنیم فرض است. پیوسته Bρ گوی در ∇ عملگر اول: گام
داریم: t ∈ Υ◦ برای  گاه

∣∣(∇u)(t)− (∇û)(t)
∣∣

=

∣∣∣∣g(t, u(η٣(t))
) ∫ t

٠

(t−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u(η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
)
dqλ

+ z

(
t, u

(
η١(t)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t, u(η٢(t))

))
− g

(
t, û(η٣(t))

) ∫ t

٠

(t−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, û

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q û(λ)
)
dqλ

− z

(
t, û

(
η١(t)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t, û(η٢(t))

))∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣g(t, u(η٣(t))
) ∫ t

٠

(t−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
)
dqλ

− g
(
t, û(η٣(t))

) ∫ t

٠

(t−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, û

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q û(λ)
)
dqλ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣z(t, u(η١(t)
)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t, u(η٢(t))

))

− z

(
t, û

(
η١(t)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t, û(η٢(t))

))∣∣∣∣ = I١ + I٢.
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بنابراین میآوریم. بدست I٢ و I١ برای تقریبی اکنون

I١ ≤
∣∣g(t, u(η٣(t))

)
− g

(
t, û(η٣(t))

)∣∣
×

∣∣∣∣ ∫ t

٠

(t−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u(η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
)
dqλ

∣∣∣∣
+
∣∣g(t, û(η٣(t))

)∣∣ ∣∣∣∣ ∫ t

٠

(t−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u

(
η۴(s)

)
, RLI γ

q u(λ)
)
dqλ

−
∫ t

٠

(t−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, ûλ(η۴(λ)

)
, RLI γ

q û(λ)
)
dqλ

∣∣∣∣
≤ l۵,g tαS(Ω)

Γq(α+١)

∣∣u(η٣(t)
)
− û

(
η٣(t)

)∣∣
+
∣∣g(t, û(η٣(t))

)∣∣ ∫ t

٠

(t−qs)(α−١)

Γq(α)

{∣∣∣Ω (
λ, u

(
η۴(s)

)
, RLI γ

q u(λ)
)

− Ω
(
λ, û

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
) ∣∣∣

+
∣∣∣Ω (

λ, û
(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
)
− Ω

(
λ, û

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q û(λ)
) ∣∣∣} dqλ

≤ l۵,g tαS(Ω)

Γq(α+١)

∣∣u(η٣(t)
)
− û

(
η٣(t)

)∣∣+ S(g)l٣,Ω tα

Γq(α+١)

∣∣u(η۴(t)
)
− û

(
η۴(t)

)∣∣
+

S(g)l۴,Ω tα

Γq(α+١)

∣∣∣Ω (
λ, u

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
)
− Ω

(
λ, û

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q û(λ)
) ∣∣∣

≤ l۵,g tαS(Ω)

Γq(α+١) ∥u− û∥+ S(g)l٣,Ω tα

Γq(α+١) ∥u− û∥+ S(g)l۴,Ω tαtγ

Γq(α+١)Γq(γ+١)∥u− û∥,

و

I٢ ≤
∣∣∣∣z(t, u(η١(t)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t, u(η٢(t))

))

− z

(
t, û

(
η١(t)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t, u(η٢(t))

))∣∣∣∣
+

∣∣∣∣z(t, û(η١(t)
)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t, u(η٢(t))

))

− z

(
t, û

(
η١(t)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t, û(η٢(t))

))∣∣∣∣
≤ l١,z

∣∣u(η١(t)
)
− û

(
η١(t)

)∣∣+ l٢,z

∣∣∣∣ m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t, u(η٢(t))

)
−

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t, û(η٢(t))

)∣∣∣∣
≤ l١,z∥u− û∥+ l٢,z

m∑
ı̀=١

∣∣∣∣ RLI βı̀
q vı̀

(
t, u(η٢(t))

)
− RLI βı̀

q vı̀
(
t, û(η٢(t))

)∣∣∣∣
≤ l١,z∥u− û∥+ l٢

m∑
ı̀=١

tβı̀
Γq(βı̀+١)ωΥ◦ (vı̀, ϵ)

≤ l١,z∥u− û∥+ l٢,z

m∑
ı̀=١

tβı̀
Γq(βı̀+١)ωΥ◦ (vı̀, ϵ) .
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داشت خواهیم آمد، بدست آنچه با مطابق

I١ + I٢ ≤ l۵,g
tαS(Ω)
Γq(α+١)∥u− û∥+ S(g)l٣,Ωtα

Γq(α+١) ∥u− û∥+ S(g)l۴,Ωtαtγ

Γq(α+١)Γq(γ+١)∥u− û∥

+ l١,z∥u− û∥+ l٢,z

m∑
ı̀=١

tβı̀
Γq(βı̀+١)ωΥ◦ (vı̀, ϵ) ,

آن در که

ωΥ◦ (vı̀, ϵ) = sup
{∣∣vı̀(λ, u)− vı̀(λ, û)

∣∣ : λ ∈ Υ◦, u, û ∈ [−ρ, ρ], |u− û| ≤ ϵ
}
.

داشت: خواهیم حاصل، نامساوی طرف دو از سوپریمم اعمال با

∥∇u−∇û∥ ≤ l۵,g tαS(Ω)

Γ١(α+١) ϵ+
S(g)l٣,Ωtα

Γq(α+١) ϵ+
S(g)l۴,Ωtαtγ

Γq(α+١)Γq(γ+١)ϵ

+ l١,z∥u− û∥+ l٢,z

m∑
ı̀=١

Lβı̀

Γq(βı̀+١)ωΥ◦

(
vı̀, ϵ

)
.

ϵ → ٠ که هنگامی لذا هستند، یکنواخت پیوسته Υ٢
◦× [−ρ, ρ] فشرده زیربازه روی vı̀ = vı̀(t, u) توابع چون طرفی از

است. پیوسته Bρ در ∇ عملگر که گرفت نتیجه میتوان سادگی به بنابراین .ωΥ◦

(
vı̀, ϵ

)
→ ٠ داشت خواهیم

این در می کند. صدق (۴ .٢) رابطه در شده، تعریف µ اندازه به نسبت بودن، چگال شرط در ∇ عملگر دوم: گام
و باشند Σ = C

(
Υ◦

)
از کرانداری مجموعه زیر P و u ∈ P کنیم فرض می کنیم. انتخاب ϵ > ٠ دلخواه ثابت راستا،

در این صورت .t٢ − t١ ≤ ϵ و t١ ≤ t٢ که می کنیم فرض استدلال، کلیت از شدن کاسته بدون .t١, t٢ ∈ Υ◦ همچنین
داشت: −(t٢)(u∇)∣∣خواهیم (∇u)(t١)

∣∣
=

∣∣∣∣g(t٢, u(η٣(t٢))
) ∫ t٢

٠

(t٢−qs)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
)
dqλ

+ z

(
t٢, u

(
η١(t٢)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t٢, u(η٢(t٢))

))
− g

(
t١, u(η٣(t١))

) ∫ t١

٠

(t١−qs)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
)
dqλ

− z

(
t١, u

(
η١(t١)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t١, u(η٣(t١))

))∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣g(t٢, u(η٣(t٢))
) ∫ t٢

٠

(t٢−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u

(
η۴(s)

)
, RLI γ

q u(λ)
)
dqλ

− g
(
t١, u(η٣(t١))

) ∫ t١

٠

(t١−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u

(
η۴(s)

)
, RLI γ

q u(λ)
)
dqλ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣z(t٢, u
(
η١(t٢)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t٢, u(η٢(t٢))

))

− z

(
t١, u

(
η١(t١)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t١, u(η٢(t١))

))∣∣∣∣ = I٣ + I۴.
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میآوریم. بدست I۴ و I٣ برای تقریبی مجددا،

I٣ ≤
∣∣∣∣g(t٢, u(η٣(t٢))

) ∫ t٢

٠

(t٢−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
)
dqλ

−
∣∣∣∣g(t١, u(η٣(t١))

) ∫ t٢

٠

(t٢−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
)
dqλ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣g(t١, u(η٣(t١))
) ∫ t٢

٠

(t٢−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
)
dqλ

− g
(
t١, u(η٣(t١))

) ∫ t١

٠

(t١−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
)
dqλ

∣∣∣∣
≤

∣∣g(t٢, u(η٣(t٢))
)
− g

(
t١, u(η٣(t١))

)∣∣
×

∫ t٢

٠

(t٢−qλ)(α−١)

Γq(α)

∣∣∣Ω (
λ, u

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
) ∣∣∣ dqλ

+
∣∣g(t١, u(η٣(t١))

)∣∣ ∫ t٢

٠

∣∣∣ (t٢−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
)∣∣∣ dqλ

−
∫ t١

٠

∣∣∣ (t١−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
)∣∣∣ dqλ

≤
[∣∣g(t٢, u(η٣(t٢))

)
− g

(
t٢, u(η٣(t١))

)∣∣
+
∣∣g(t٢, u(η٣(t١))

)
− g

(
t١, u(η٣(t١))

)∣∣]
×

∫ t٢

٠

(t٢−qλ)(α−١)

Γq(α)

∣∣∣Ω (
λ, u

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
) ∣∣∣ dqλ

+
∣∣g(t١, u(η٣(t١))

)∣∣ ∫ t٢

٠

∣∣∣ (t٢−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
)∣∣∣ dqλ

−
∫ t١

٠

∣∣∣ (t١−qs)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u

(
η۴(λ)

)
, RLI γ

q u(λ)
)∣∣∣ dqλ

≤
(
l۵,g

∣∣u(η٣(t٢)
)
− u

(
η٣(t١)

)∣∣+ ωΥ◦(g, ϵ)
) tα٢ S(Ω)

Γq(α+١)

+ S(g)
∣∣∣ tα٢ S(Ω)

Γq(α+١) −
tα١ S(Ω)

Γq(α+١)

∣∣∣
≤

[
l۵,gω

(
u, ω(η٣, ϵ)

)
+ ωΥ◦(g, ϵ)

]
S(Ω)

Γq(α+١) +
S(g)S(Ω)
Γq(α+١)

∣∣t٢ − t١

∣∣α,
و

I۴ ≤
∣∣∣∣z(t٢, u

(
η١(t٢)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t٢, u(η٢(t٢))

))

− z

(
t٢, u

(
η١(t٢)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t١, u(η٢(t١))

))∣∣∣∣
+

∣∣∣∣z(t٢, u
(
η١(t٢)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t١, u(η٢(t١))

))

− z

(
t٢, u

(
η١(t١)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t١, u(η٢(t١))

))∣∣∣∣
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+

∣∣∣∣z(t٢, u
(
η١(t١)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t١, u(η٢(t١))

))

− z

(
t١, u

(
η١(t١)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t١, u(η٢(t١))

))∣∣∣∣
≤ l٢,z

∣∣∣∣ m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t٢, u(η٢(t٢))

)
−

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t١, u(η٢(t١))

)∣∣∣∣
+ l١,z

∣∣u(η١(t٢)
)
− u

(
η١(t١)

)∣∣+ ωΥ◦(z, ϵ)

≤ l٢,zS (vı̀)
m∑
ı̀=١

∣∣∣∣ ∫ t٢

٠

(t٢−qλ)(βı̀−١)

Γq(βı̀)
dqλ−

∫ t١

٠

(t١−qλ)(βı̀−١)

Γq(βı̀)
dqλ

∣∣∣∣
+ l١,z

∣∣u(η١(t٢)
)
− u

(
η١(t١)

)∣∣+ ωΥ◦(z, ϵ)

≤ l٢,zS(vı̀)
m∑
ı̀=١

∣∣∣∣ t
βı̀
٢

Γq(βı̀+١) −
t
βı̀
١

Γq(βı̀+١)

∣∣∣∣
+ l١,z

∣∣u(η١(t٢)
)
− u

(
η١(t١)

)∣∣+ ωΥ◦(z, ϵ)

≤ l٢,z

m∑
ı̀=١

S(v)
Γq(βı̀+١)

∣∣t٢ − t١

∣∣+ l١,zω
(
u, ω(η١, ϵ)

)
+ ωΥ◦(z, ϵ).

داریم آمد، بدست آنچه با مطابق

I٣ + I۴ ≤
(
l۵,Ωω

(
u, ω(η٣, ϵ)

)
+ ωΥ◦

(
g, ϵ)

) S(Ω)
Γq(α+١) +

S(g)S(Ω)
Γq(α+١)

∣∣t٢ − t١

∣∣α
+ l٢,z

m∑
ı̀=١

S(vı̀)
Γq(βı̀+١)

∣∣t٢ − t١

∣∣+ l١,zω
(
u, ω(η١, ϵ)

)
+ ωΥ◦(z, ϵ),

آن در که

ωΥ◦(z, ϵ) = sup
{
|z(s, x, u)− z(ŝ, x, u)| : |s− ŝ| ≤ ϵ, s, ŝ, x ∈ Υ◦, u ∈ [−ρ, ρ]

}
,

ωΥ◦(g, ϵ) = sup
{
|g(s, u)− g(ŝ, u)| : |s− ŝ| ≤ ϵ, s, ŝ ∈ Υ◦, u ∈ [−ρ, ρ]

}
.

نتیجه: در و ωΥ◦(g, ϵ) → ٠ ،ωΥ◦(z, ϵ) → ٠ و t٢ → t١ اگر

ω
(
∇u, ϵ

)
≤

(
l۵,gω

(
u, ω(η٣, ϵ)

)
+ ωΥ◦(g, ϵ)

) S(Ω)
Γq(α+١) +

S(g)S(Ω)
Γq(α+١) ϵ

α

+ l٢,z

m∑
ı̀=١

S(v)
Γq(βı̀+١)ϵ+ l١,zω

(
u, ω(η١, ϵ)

)
+ ωΥ◦(z, ϵ).

داشت: خواهیم ،ϵ → ٠ وقتی (۴ .٢) رابطه از استفاده و P مجموعه روی اخیر نامساوی طرفین از گرفتن سوپریمم با

ω
(
∇u, ϵ

)
≤

(
l۵,g S(Ω)

Γq(α+١) + l١,z

)
ω(u, ϵ),

لذا و
µ
(
TP) ≤

(
l۵,g S(Ω)

Γq(α+١) + l١,z

)
µ(P).

است. چگال نگاشت یک ∇ عملگر که میکند ایجاب ٣. ٢ قضیه در (W٢) شرط
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داشت: خواهیم آنگاه ∇u = λu اگر در این صورت ،u ∈ ∂B̄ρ کنیم فرض .٢. ١٢ قضیه برقراری بررسی سوم: گام

λρ = λ∥u∥ = ∥Tu∥.

که: می گیریم نتیجه (W٣) شرط از استفاده با

|∇u(t)| =
∣∣∣∣g(t, u(η٢(t))

) ∫ t

٠

(t−qλ)(α−١)

Γq(α)
Ω
(
λ, u

(
η۴(s)

)
, RLI γ

q u(s)
)
dqλ

+ z

(
t, u

(
η١(t)

)
,

m∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t, u(η٢(t))

))∣∣∣∣ ≤ ρ,

در شده یاد شرایط تمام اینکه به توجه با .λ ≤ ١ که می دهد نشان این .∥∇u∥ ≤ ρ این رو از .t ∈ Υ◦ آن در که
گردید. اثبات (١. ١) معادله برای جواب وجود بنابراین میباشد، برقرار ٢. ١٢ قضیه

مقدار با کوانتوم های انتگرال از خاصی حالت انتگرالی معادلات برای جواب وجود بررسی در حاصل نتایج از بسیاری
میگردند. حاصل q = ٠

داد: قرار بررسی مورد را زیر کسری دیفرانسیل معادله برای جواب وجود (کاکان[٢٣]). ٣. ٣ }ملاحظه
CDα

q u(t) = Ω
(
t, u(t), RLI γ

q u(t)
)
,

u(٠) = ٠.

میگردد. حاصل سادگی به ٣. ٢ قضیه در Ω = Ω
(
t, RLI β

q u(t)
)

و g = ١ ،z = ٠ ،q = ٠ انتخاب با نتیجه این

پیشنهادی الگوی روی بر شرایط اعمال و ثابت نقطه روش از استفاده با همکاران و آسواسامریت .([٣]) ۴ .٣ ملاحظه
نمودند: ثابت را زیر کسری مرتبه کوانتومی دیفرانسیل معادله برای جواب }وجود

CDα
q u(t) = Ω

(
t, u(t), RLI γ

q u(t)
)
,

u(٠) = ٠.

شد. خواهد حاصل سادگی به جواب وجود ٣. ٢ قضیه در g = ١ ،z = ٠ انتخاب با

کنیم فرض .۵ .٣ نتیجه

Ω؛ ∈ C
(
Υ◦ × R

)
و vı̀(٠, ٠) = ٠ ،g ∈ C

(
R,R \ {٠}

)
(١M

اینکه شرط با T = ١ mt ∈ Υ◦ هر برای که طوری به باشند موجود lg ،lΩ نامنفی ثابتهای (٢M
lg S(Ω)

Γq(α+١) < ١,

باشیم: ,Ω(t∣∣داشته u)− Ω(t, û)
∣∣ ≤ lΩ

∣∣u− û
∣∣, ∣∣g(t, u)− g(t, û)

∣∣ ≤ lg
∣∣u− û

∣∣;
نماید صدق زیر شرط در که طوری به  باشد داشته وجود ρ ≥ ٠ حقیقی عدد (٣M

sup
{

S(g)S(Ω)
Γq(α+١)

}
≤ ρ,

آن در که

S(Ω) = sup
{∣∣Ω(s, u)∣∣ : s ∈ Υ◦, u ∈ [−ρ, ρ]

}
,

S(g) = sup
{∣∣g(s, u)∣∣ : s ∈ Υ◦, u ∈ [−ρ, ρ]

}
.
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کاپوتو کوانتومی کسری مشتق شامل ترکیبی مرزی مقدار معادله صورت این در

CDα
q

[
u(t)−

∑m
ı̀=١

RLI
βı̀
q vı̀(t,u(t))

g(t,u(t))

]
= Ω

(
t, u(t)

)
, (٣. ٣)

است. C(Υ◦) در جواب یک دارای حداقل

کاربردها ۴

تغییرات با که گردند می مطرح کاربرد عنوان به مثالهایی گردید، اثبات و ارائه ٣. ٢ قضیه در آنچه اساس بر بخش این در
١ .۴ مثال (١. ١) شده معرفی معادله رده از کاربرد عنوان به ابتدا، در میکنند. تایید را نتایج درستی معادله، پارامترهای

کنیم. می معرفی رال

کاتالیست های یا فیلترها خاک، مانند متخلخل محیط های در جرم انتقال فرآیندهای و شیمی مهندسی در .([١٠]) ١ .۴ مثال
کوانتومی دیفرانسیلی معادلات با می توان را پدیده ها این است. غیرمحلی و حافظه دار معمولا ماده انتقال رفتار متخلخل،
معادله می کند. لحاظ را محیط هندسی ساختار و حافظه اثرات خوبی به که نمود مدل سازی کاپوتو کسری مشتق -q شامل

بگیرید: نظر در را زیر جرم انتقال

CDα
qC(t) = λ · I β

q

(
∂٢C(t)
∂x٢

)
− κC(t) + S(t). (١ .۴)

بکارگیری با میباشند. t زمان در ورودی ماده مقدار S(t) و واکنش نرخ κ نفوذ، ضریب λ ماده، انتشار ∂٢C(t)
∂x٢ آن در که

شرط و پترشین ثابت نقطه ]قضیه
λ sup(C) + κ

]
Tα

Γ(α+١) < ١,

است. جواب دارای C(Υ◦) فضای در (١ .۴) معادله میکند ایجاب (٣. ٢) قضیه

کنیم. ارزیابی را ٣. ٢ قضیه درستی میکنیم سعی عددی مثالهای با ادامه در

کسری q-انتگرال و کاپوتو کسری q-مشتق شامل ترکیبی کوانتومی دیفرانسیل معادله ،(١. ١) مساله با مطابق .٢ .۴ مثال
ریمان-لیویل،

CD
۴/۵
q

[
u(t)− ١

۵ sinu(t)−
∑٢

ı̀=١
RLI

βı̀
q vı̀(t,u(η٢(t)))

g(t,u(η٣(t)))

]
= e−t + t٢+u(sin t)

١٢

+ ٣e−٢t

١٠
RLI

٧/٢٠
q

(
t+ u(t) + e

√
t
)
,

u(٠) = ٠,

(٢ .۴)

توابع تعریف با q ∈
{

١
٧ ,

ln ١٠
٣ , ٨

٩

}
متفاوت مقدار سه ازای به و T = ١ ،t ∈ Υ◦ برای را

٢∑
ı̀=١

RLI βı̀
q vı̀

(
t, u(η٢(t))

)
= RLI

١/٣
q

(
٣e−t

١٠

[√
٣ + tu(t) + t

])
+ RLI

٧/۴
q

(
t cos t
١+t٢

[
eπt|u(t)|
١۶+|u(t)|

])
,

Ω
(
t, u

(
η۴(t)

)
, RLI γ

q u(t)
)
= ١√

١۶+t٢ e
−t + t٢+u(sin t)

١٢ + ٣e−٢t

١٠
RLI ٠٫٣۵

q

(
t+ u(t) + e

√
t
)
,

و
g
(
t, u(η٣(t))

)
= u(t)+١

١٢ ,
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داریم: x, y, x̂, ŷ برای همچنین میباشد. برقرار ٣. ٢ قضیه (١(W شرط که میشود داده نشان سادگی به میگیریم. نظر در

z(t, x, y) = ١
۵ sinx+ ٣

١٠e
−tx+ t cos t

١+t٢ y,

Ω(t, x, y) = ١√
١۶+t٢ e

−t + t٢+x
١٢ + ٣e−٢t

١٠ y,

g(t, x) = x+١
١٢ .

نوشت: میتوان ٣. ٢ قضیه در شده قید شرایط طبق ,z(t∣∣بنابراین x, y)− z(t, x̂, ŷ)
∣∣ ≤ ١

۵

∣∣x− x̂
∣∣+ ۴

١٠

∣∣y − ŷ
∣∣,∣∣Ω(t, x, y)− Ω(t, x̂, ŷ)

∣∣ ≤ ١
١٢

∣∣x− x̂
∣∣+ ٣

١٠

∣∣y − ŷ
∣∣∣∣g(t, x)− g(t, x̂)

∣∣ ≤ ١
١٢

∣∣x− x̂
∣∣.

انتخاب (٢(W شرط در را l۵,g = ١
١٢ و l۴,Ω = ٣

١٠ ،l٣,Ω = ١
١٢ ،l٢,z = ۴

١٠ ،l١,z = ١
۵ مقادیر میتوان نابرابریها، در که

داریم: بنابراین باشد. ∥u(t)∥ ≤ ρ کنیم فرض میکنیم. بررسی را ٣. ٢ قضیه (٣(W شرط اکنون کرد.

∣∣u(t)∣∣ = ∣∣∣∣u(t)+١
١٢

∫ t

٠

(t−qλ)(−٠٫٢)

Γq(٠٫٨)

[
١√

١۶+λ٢ e
−λ + λ٢+u(sinλ)

١٢

+ ٣e−٢λ

١٠
RLI ٠٫٣۵

q

(
λ+ u(λ) + e

√
λ
) ]

dqλ+ ١
۵ sinu(t)

+ ٣e−t

١٠
RLI

١/٣
q

(√
٣ + tu(t) + t

)
+ t cos t

١+t٢
RLI

٧/۴
q

eπt|u(t)|
١۶+|u(t)|

∣∣∣∣
< ١

١٢Γq(١٫٨)

[
١
۴ +

ρ+١
١٢ + ٣

١٠Γq(١٫٣۵)(١ + ρ+ e)
]

+ ١
۵ρ+

٣
١٠Γq( ۴

٣)
(٢ρ+ ١) + ١

١۶Γq( ١١
۴ )

≃


۴٫١٣٢٣, q = ١/٢,
۵٫١٧٠۵, q = ln(١٠)/٣,
۶٫٠۵٢٠, q = ٨/٩,

 ≤ ρ =


۴٫٢۵, q = ١/٢,
۵٫١٨, q = ln(١٠)/٣,
۶٫١٢, q = ٨/٩.

(٣ .۴)

به (٣ .۴) نامساوی شدهاند. محاسبه q ∈ (٠, ١) متفاوت مقدار سه برای ١ الگوریتم کمک به (٣ .۴) در حاصل نتایج
و q = ln ١٠

٣ ،q = ١
٧ برای ترتیب به ρ ∈ (−۶٫١٢, ۶٫١٢) و ρ ∈ (−۵٫١٨, ۵٫١٨) ،ρ ∈ (−۴٫٢۵, ۴٫٢۵) مقادیر ازای

داریم: ،q هر ازای به ρ منتخب مقادیر ازای به همچنین میباشد. برقرار q = ٨
٩

S(Ω) =


٠٫۴٣٧۵, q = ١/٢,
٠٫٨١۴۵, q = ln(١٠)/٣,
٠٫٩٣١٠, q = ٨/٩.

افزایش S(Ω) مقدار ١ عدد به q شدن نزدیک با که است مشخص خوبی به شدهاند. داده نمایش ١ جدول در نتایج این
داشت: خواهیم (٣. ٢) و (٣. ١) روابط از نتیجه در مییابد.

∆ = l۵,gS(Ω)

Γq(α+١) + l١,z ≈


٠٫٢۵٩۴, q = ١/٢,
٠٫٢٧٢١, q = ln(١٠)/٣,
٠٫٢٨٢٩, q = ٨/٩,

 < ١,

∆′ = S(g)S(Ω)
Γq(α+١) + S(z) ≈


١٫٣۴٧٠, q = ١/٢,
١٫۵٣٣٣, q = ln(١٠)/٣,
١٫٨٠٢٢, q = ٨/٩,

 ≤ ρ.

و افزایش ترتیب به ∆′ و ∆ مقادیر ١ عدد به q شدن نزدیک با که مشاهده شدهاند. داده نمایش ١ جدول در نتایج این
را ٣. ٢ قضیه شرایط که است برقرار q مقدار سه هر برای همچنان ∆′ ≤ ρ و ∆ < ١ شرط همچنان و مییابند کاهش
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n

0 5 10 15 20 25 30 35 40

∆
′
≤

ρ

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

q=1/7
q=1n(10)/3
q=8/9

∆′ (ب)
n

0 5 10 15 20 25 30 35 40

∆
<

1

0.22

0.23

0.24

0.25

0.26

0.27

0.28

0.29

q=1/7
q=1n(10)/3
q=8/9

∆ (آ)

.q ∈ (٠, ١) متفاوت مقدار سه و t ∈ Υ◦ ازای به (٢ .۴) مسأله برای ∆′ و ∆ پارامترهای منحنی :١ شکل

.q ∈
{ ١

٧ ,
ln ١٠

٣ , ٨
٩

}
متفاوت مقدار سه ازای به (٢ .۴) مسأله برای ∆′ و ∆ ،S(Ω) عددی نتایج :١ جدول

q = ١/٧q = ١/٧q = ١/٧ q = ln(١٠)/٣q = ln(١٠)/٣q = ln(١٠)/٣ q = ٨/٩q = ٨/٩q = ٨/٩

n S(Ω) ∆ ∆′ S(Ω) ∆ ∆′ S(Ω) ∆ ∆′

١ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٨٣ ١٫٣٢۶١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٣۴۴ ٠٫٨۵۶٩ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٢٣٠ ٠٫٧١۶٧
٢ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩٢ ١٫٣۴۴١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢۴٣٨ ١٫٠١۴٠ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٣٠٨ ٠٫٨۴٧۴
٣ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴۶۶ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢۵٠٨ ١٫١٣٣١ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٣٧٣ ٠٫٩۵۶۵
۴ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧٠ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢۵۵٩ ١٫٢٢۴٧ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢۴٢٩ ١٫٠۵٠٧
۵ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢۵٩٨ ١٫٢٩۵۵ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢۴٧٧ ١٫١٣٣۴
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
٢٢ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٧٢٠ ١٫۵٣٠۶ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٧٨۴ ١٫٧٠٩٢
٢٣ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٧٢٠ ١٫۵٣١٣ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٧٨٩ ١٫٧١٩۵
٢۴ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٧٢١ ١٫۵٣١٨ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٧٩۴ ١٫٧٢٨٧
٢۵ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٧٢١ ١٫۵٣٢١ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٧٩٨ ١٫٧٣۶٨
٢۶ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٧٢١ ١٫۵٣٢۴ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٨٠١ ١٫٧۴۴٠

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

٣٣ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٧٢١ ١٫۵٣٣٢ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٨١٧ ١٫٧٧۶٧
٣۴ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٧٢١ ١٫۵٣٣٢ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٨١٨ ١٫٧٧٩۵
٣۵ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٧٢١ ١٫۵٣٣٣ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٨٢٠ ١٫٧٨٢٠
٣۶ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٧٢١ ١٫۵٣٣٣ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٨٢١ ١٫٧٨۴٣
٣٧ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٧٢١ ١٫۵٣٣٣ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٨٢٢ ١٫٧٨۶٢

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

۵٧ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٧٢١ ١٫۵٣٣٣ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٨٢٨ ١٫٨٠٠٧
۵٨ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٧٢١ ١٫۵٣٣٣ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٨٢٩ ١٫٨٠٠٩
۵٩ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٧٢١ ١٫۵٣٣٣ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٨٢٩ ١٫٨٠١٠
۶٠ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٧٢١ ١٫۵٣٣٣ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٨٢٩ ١٫٨٠١١
۶١ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٧٢١ ١٫۵٣٣٣ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٨٢٩ ١٫٨٠١٣

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

٨۴ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٧٢١ ١٫۵٣٣٣ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٨٢٩ ١٫٨٠٢١
٨۵ ٠٫۶٩٩٣ ٠٫٢۵٩۴ ١٫٣۴٧١ ٠٫٨١۴۵ ٠٫٢٧٢١ ١٫۵٣٣٣ ٠٫٩٣١٠ ٠٫٢٨٢٩ ١٫٨٠٢٢

x محور اینجا در شدهاند. رسم شده، محاسبه دادههای براساس ١ب و ١آ شکلهای در ∆′ و ∆ منحنیهای میکند. تایید
برنامه در نتایج اجرای برای نیاز مورد دستورات بعلاوه، میباشد. q تعریف در شده محاسبه جملات تعداد کننده مشخص
حداقل (٢ .۴) یعنی، میباشد، برقرار ٣. ٢ قضیه شرایط تمام بنابراین میشود. مشاهده ١ الگوریتم در ،(MatLab) متلب

میباشد. Σ = C
(
Υ◦

)
باناخ فضای در جواب یک دارای

.٢ .۴ مثال در متغیرها محاسبه برای نیاز مورد دستورات :١ الگوریتم
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1 syms t x y ;
2 q=[1/7 log (10) /3 8 / 9 ] ;
3 [ xq yq]= s i z e ( q ) ;
4 alpha=0. 8 ; beta =[1/3 7 / 4 ] ; gamma=0.35 ; m=2;
5 rho =[4 .25 5 .18 6 .12 ] ;
6 l_1_mathbbz=1/5;
7 l_2_mathbbz=4/10;
8 l_3_Omega=1/12;
9 l_4_Omega=3/10;
10 l_5_mathbbg=1/12;
11 mathbbz=1/5∗ s i n ( x ) +3/10∗exp ( - t ) ∗y+t ∗ cos ( t ) /(1+ t ^2)∗y ;
12 Omega=1/( sq r t (16+ t ^2) ) ∗exp ( - t )+(t^2+x ) /12+3∗exp ( -2∗ t ) /10∗y ;
13 mathbbg=(x+1) /12 ;
14 mathbbv_1=3∗exp ( - t ) /10∗( sq r t (3+t ) ∗x+t ) ;
15 mathbbv_2=t ∗ cos ( t ) /(1+ t ^2)∗exp ( p i ∗ t ) ∗abs ( x ) /(16+x ) ;
16 k=120;
17 t_0 =0; T =1;
18 column=1;
19 f o r s =1:yq
20 f o r n=1:k
21 pm(n , column )=n ;
22 G1=qGammanew( q ( s ) , alpha +1,n) ;
23 G2=qGammanew( q ( s ) ,gamma+1,n) ;
24 G3=qGammanew( q ( s ) , beta (1 ) +1,n) ;
25 G4=qGammanew( q ( s ) , beta (2 ) +1,n) ;
26 pm(n , column+1)=G1;
27 pm(n , column+2)=G2;
28 pm(n , column+3)=G3;
29 pm(n , column+4)=G4;
30 D=1/(12∗G1) ∗(1/4+( rho ( s )+1)/12+3/(10∗G2) ∗(1+rho ( s )+exp (1) ) ) . . .
31 +1/5∗rho ( s ) +3/(10∗G3) ∗(2∗ rho ( s )+1)+1/(16∗G4) ;
32 pm(n , column+5)=DD;
33 pm(n , column+6)=rho ( s ) ;
34 pm(n , column+7)=D≤rho ( s ) ;
35 SOmega=eva l ( subs ( subs ( subs (Omega , { y } ,{ rho ( s ) }) , . . .
36 {x } ,{ rho ( s ) }) ,{ t } ,{T}) ) ;
37 pm(n , column+8)=SOmega ;
38 sup_mathbbg=eva l ( subs (mathbbg , { x} ,{ rho ( s ) }) ) ;
39 pm(n , column+9)=sup_mathbbg ;
40 SUM=eva l ( subs ( subs (mathbbv_1 , { x } ,{ rho ( s ) }) ,{ t } ,{T}) ) /(G3) . . .
41 +eva l ( subs ( subs (mathbbv_2 , { x} ,{ rho ( s ) }) ,{ t } ,{T}) ) /(G4) ;
42 pm(n , column+10)=SUM;
43 Smathbbz=eva l ( subs ( subs ( subs ( mathbbz , { y } ,{SUM}) ,{ x } ,{T}) ,{ t } ,{T}) ) ;
44 pm(n , column+11)=Smathbbz ;
45 Delta=l_5_mathbbg∗SOmega/(G1)+l_1_mathbbz ;
46 pm(n , column+12)=Delta ;
47 pm(n , column+13)=Delta <1;
48 Smathbbg=eva l ( subs ( subs (mathbbg , { x } ,{ rho ( s ) }) ,{ t } ,{T}) ) ;
49 pm(n , column+14)=Smathbbg ;
50 Deltaprime=Smathbbg∗SOmega/(G1)+Smathbbz ;
51 pm(n , column+15)=Deltaprime ;
52 pm(n , column+16)=Deltaprime≤rho ( s ) ;
53 end ;
54 column=column+17;
55 end ;

میکنیم. بررسی متفاوت معادله یک برای را ۵ .٣ نتیجه درستی دوم، مثال در
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و کاپوتو کسری q-مشتق شامل ترکیبی کوانتومی دیفرانسیل معادله ،q = ١
٢ و ،T = ١ ،t ∈ Υ◦ برای .٣ .۴ مثال

ریمان-لیویل، کسری q-انتگرال CD
۴/۵
١/٢

[
u(t)−RLI

٧/٣
١/٢

lnu(t)

g(t,u(t))

]
= t٣u(t)

٢+٣t٢ ,

u(٠) = ٠,
(۴ .۴)

فرض با را
g
(
t, u(t)

)
= ١

٢+
√
t
et−١ + u(t٣)t٢

٣(١+t٢)
,

با ۵ .٣ نتیجهی در (٢(M و (١(M شرایط موجود، دادههای با .Ω(t, u) = t٣ u
٢+٣t٢ که است واضح میگیریم. نظر در

زیرا میباشند، برقرار lΩ = ١
٣ و lg = ١

٣ که ,Ω(t∣∣انتخاب u)− Ω(t, û)
∣∣ = ∣∣∣ t٣ u

٢+٣t٢ − t٣ û
٢+٣t٢

∣∣∣ ≤ ١
٣

∣∣u− û
∣∣,∣∣g(t, x)− g(t, x̂)

∣∣ = ∣∣∣ ut٢

٣(١+t٢)
− ût٢

٣(١+t٢)

∣∣∣ ≤ ١
٣

∣∣u− û
∣∣.

داریم: آنگاه ∥u(t)∥ ≤ ρ کنیم فرض میکنیم. بررسی را (٣(M شرط اکنون

∣∣u(t)∣∣ = ∣∣∣∣ ( ١
٢+

√
t
et−١ + u(t٣)t٢

٣(١+t٢)

)∫ t

٠

(t−qλ)−٠٫۵

Γ٠٫٨(٠٫۵)
t٣u(t)
٢+٣t٢ dqλ+ RLI

٧/٣
٠٫۵ log u(t)

∣∣∣∣
≤

(
١
٢ +

١
٣ρ
)

ρ
Γ٠٫۵(١٫٨) +

ρ

Γ٠٫۵( ١٠
٣ )

≤ ρ.

همچنین میباشد، برقرار ρ ∈ (٠, ٢٫٢٨٢٨) مقادیر ازای به اخیر نامساوی

lgS(Ω)

Γq(α+١) ≈ ٠٫١١۶۴۴ < ١.

است. C
(
Υ◦

)
در جواب یک دارای حداقل (۴ .۴) معادله که میکند ایجاب ۵ .٣ نتیجهی

نتیجه گیری ۵

این اصلی جنبههای از معادله یک قالب در ترکیبی و غیرخطی توابع با ریمان انتگرال و کاپوتو مشتق همزمان استفاده
حافظهدار غیرمحلی، ویژگیهای بتواند مدل که میگردد سبب ترکیب این میگردد. محسوب کسری معادلات حوزه در مقاله
است. شده بررسی و دیده صورت این به کمتر سنتی مطالعات در که نماید بررسی سیستم در همزمان صورت به را گسسته و
میباشد، داربو ثابت نقطه قضیه از استفاده انتگرالی معادلات از دستهای برای جواب وجود بررسی در مهم ابزارهای از یکی
کسری مشتق شامل مدل یک برای جواب وجود بررسی به پترشین ثابت نقطه قضیه بکارگیری با تحقیق این در لیکن
از شده تعریف فضای در عملگرها فشردگي و محدب، بسته، مانند ویژگیهایی بررسی از اجتناب است. شئده پرداخته کاپوتو
مورد ضعیفتر شرایط با انتگرالي معادلات پذيري حل تا میگردد سبب موضوع آن میباشد. قضیه این از استفاده مزایای
بررسی مورد اورلیچ و هولدر فضای سوبولف، فضای قبیل از فضاها، سایر در می توان را اخیر نتایج گیرند. قرار بررسی

داد. قرار
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Abstract: In this paper, we investigate the existence of solutions for a novel class of nonlinear hybrid dif-
ferential equations involving the fractional quantum Caputo derivative. By exploiting the hybrid structure
of the considered equations and the distinctive properties of the fractional quantum derivative, an analyti-
cal framework is established to derive sufficient conditions ensuring the existence of solutions. The proof
is based on Petryshyn’s fixed point theorem, employing the properties of spaces together with compact–
continuous operators. Several illustrative examples are provided to demonstrate the applicability of the
proposed model and to validate the theoretical results. Although explicit numerical values of the solutions
are not computed, the examples confirm that the proposed existence conditions are practically realizable.
The findings of this study serve as a foundation for further research in qualitative and numerical analysis
of fractional differential equations with complex hybrid structures.

Keywords: Quantum calculus; Caputo’s q-derivative, measure of non-compactness, Petryshyn fixed
point theorem, nonlinear differential equations.

Keywords: 47H09; 47H10, 26A33

©2024 Shahid Chamran University of Ahvaz, Ahvaz, Iran. This article is an open-access arti-
cle distributed under the terms and conditions of the Creative Commons Attribution-NonComertial 4.0
International (CC BY-NC 4.0 license) (http://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/).

2Corresponding author.
E-mail addresses: sahebi.aiau.ac.ir@gmail.com (H.R. Sahebi); mesamei@basu.ac.ir, mesamei@gmail.com
(M.E. Samei).

https://orcid.org/0000-0001-8258-6719
https://orcid.org/0000-0002-5450-3127
sahebi.aiau.ac.ir@gmail.com
mesamei@basu.ac.ir
mesamei@gmail.com

	مقدمه
	تعاریف و مقدمات مورد نیاز
	بررسی وجود جواب معادله (1.1)
	کاربردها
	نتیجه‌گیری

