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بازار يک براي شرطي ريسک معرض در ارزش معيار از استفاده با را بهينه سهام سبد انتخاب مسئله مقاله اين در چکيده:
ابتدا مي گيريم. نظر در است مجاز استقراضي فروش وقتي ريسک بدون دارايي يک و ريسکي دارايي n از متشکل مالي
سهام سبد است، ثابت دارايي ها واريانس/کوواريانس ماتريس و بازده ميانگين بردار اما مبهم دارايي ها بازده توزيع وقتي
و بيضي گون قطعيت عدم مجموعه به متعلق بازده ميانگين حالتي که در آن از پس مي آوريم. به دست را توزيعي استوار
استوار شرطي ريسک معرض در ارزش سهام سبد انتخاب مسئله براي صريح جواب يک است، مبهم دارايي ها بازده توزيع
داده هاي روي سپس مي دهيم. ارائه زيان حداکثر قيد با ريسک بدون دارايي حضور عدم همچنين و ريسک بدون دارايي با

مي شوند. بررسي آمده به دست نتايج S&P۵٠٠

بيضي گون قطعيت عدم توزيعي، قطعيت عدم شرطي، ريسک معرض در ارزش استوار، سهام سبد کليدي: واژه هاي
90C20; 91G10 رياضي: رده بندي

مقدمه ١
داراي بتواند که سهامي سبد تعيين بنابراين است. سرمايه گذاري مديريت و تصميم گيري حوزه هاي اصلي ترين از يکي بهينه سهام سبد تشکيل
در ارزش ريسک معيار است. شده تبديل مالي بازارهاي در اصلي مسائل از يکي به باشد سرمايه گذاري ريسک حداقل و بازده نرخ بالاترين
معيار اين چون است. مشخص اطمينان سطح يک با و معين زماني دوره يک در انتظار مورد زيان حداکثر بيانگر (V aR) ريسک معرض
به کار مالي صنعت در گسترده به طور نيست، حساس مشاهدات توزيع کوچک تغييرات به نسبت يعني است استوار برآوردي آماري نظر از ريسک
منسجم ريسک شرايط در همچنين و نمي گيرد در نظر را احتمالي زيان هاي بزرگي و است محدب غير V aR چون حال اين با .[۶] مي رود
تعريف V aR از بيشتر زيان هاي ميانگين که شد معرفي (CV aR) شرطي ريسک معرض در ارزش به نام ديگري معيار نمي  کند، صدق
دنياي در آنکه حال مي شوند، حل مسئله در موجود داده هاي بودن غيرقطعي فرض با عموماً رياضي برنامه ريزي مسئله هاي .[٢ ،١] مي شود
شود. غيرممکن حتي يا غير بهينه مسئله است ممکن و شده محدوديت ها از برخي نقض باعث آن ها در تغيير و بوده غيرقطعي داده ها واقعي
قطعيت عدم با مسائل مدل سازي در بسياري تلاش هاي محققان بنابراين است موثر بسيار بهينه سهام سبد تعيين در داده ها قطعيت عدم چون

مقاله مسئول ١نويسنده
(M.Salahi) salahim@guilan.ac.ir

٨٨

salahim@guilan.ac.ir


٨٩ استوار شرطي ريسک معرض در ارزش ميانگين

بهينه سازي رويکردها اين از يکي که است شده ارائه غير قطعي شرايط تحت مدل سازي براي مختلفي رويکردهاي همچنين دادند. انجام داده 
[٩] همکاران و ناتاراجان گرفت. قرار بررسي مورد [١٣] فوکوشيما و زو توسط عدم قطعيت با استوار سهام سبد انتخاب مسئله است. استوار
کران ها گرفتن نظر در با آن ها دادند. قرار مطالعه مورد را خطي تکه اي مقعر بازده تابع يک با سهام سبد بهينه سازي انتظار مورد بازده مدل هاي
تحقيقات [٣] همکاران و چن کردند. محاسبه را بهينه سهام سبد مخروطي، مسئله حل با و آورده به دست را انتظار مورد بازده حالت، بدترين در
با توزيع هاي همه روي CV aR ريسک معيار حالت بدترين در را سهام سبدهاي آن ها دادند. توسعه ريسکي دارايي n حالت در را [١٣]
با بازده ميانگين حداقل قيد با سهام سبد انتخاب مسئله براي صريح جواب يک [١٠] پينار و پک کردند. محاسبه ثابت دوم و اول گشتاور
توسعه را [٣] نتايج و کردند ارائه است مجاز استقراضي فروش وقتي ريسک بدون و ريسکي دارايي با بازده ميانگين و توزيع در قطعيت عدم
آن ها کردند. ارائه توزيع قطعيت عدم با استوار چندگانه ميانگين - ريسک بهينه سازي مدل براي بهينه سهام سبد يک [۴] لي و کانگ دادند.
که CV aR و V aR واريانس، شامل سه گانه ريسک اندازه يک پيشنهاد با توزيعي، استوار ميانگين - ريسک بهينه سازي مسئله حل براي
و ليو به دست آوردند. برآورد خطاي با ميانگين - ريسک مسئله براي بهينه جواب يک مي کرد ايجاد سهام سبد کردن پيدا در بيشتري انعطاف
عدم مجموعه يک گرفتن نظر در با را چند دوره اي و دوره اي يک توزيعي استوار CV aR ميانگين سهام سبد انتخاب مسئله [٧] همکاران
و پارامتريک روش از بسته فرم به بهينه جواب هاي يافتن براي و دادند قرار مطالعه مورد دوم و اول گشتاور توزيع، شامل ترکيبي قطعيت
مورد را کوواريانس و ميانگين توزيع، ابهام تحت استوار CV aR ميانگين مسئله [۵] زو و لي کانگ، کردند. استفاده پويا برنامه ريزي تکنيک
خطي محدوديت يک از استفاده با آن ها کردند. استفاده قطعيت عدم سطوح تنظيم براي بوت استرپ غيرپارامتريک روش از و دادند قرار مطالعه
نمونه به نسبت ثبات تري با و متنوع تر سهام سبدهاي و کردند مدل بندي مخروطي برنامه ريزي مسئله يک به صورت را مسئله بازده، ميانگين
و بازده ميانگين توزيع، در قطعيت عدم با استوار CV aR و V aR بهينه سازي مدل هاي [٨] زنيوس و لطفي آوردند. به دست غير استوار
قطعيت عدم مجموعه با را کوواريانس و ميانگين قطعيت عدم با مدل هاي آن ها دادند. توسعه بازده حداقل محدوديت با را کوواريانس ماتريس
محافظه کارانه توام، بيضي گون قطعيت عدم مجموعه ساخت براي الگوريتم هايي ارائه با و کردند مدل بندي بيضي گون و چندوجهي بازه اي،

کردند. محدود را استوار بهينه سازي مدل هاي بودن
از اطلاعي (هيچ توزيع قطعيت عدم با CV aR مينيمم سازي با سهام سبد انتخاب مسئله براي صريح جواب يک [١٠] مشابه مقاله اين در
از جزئي ريسک بدون دارايي چون مي کنيم. ارائه ندارد) وجود معلوم اند واريانس/کوواريانس و ميانگين وقتي ريسکي دارايي هاي بازده توزيع
به دست براي مي شود، سهام سبد در زياد فاصله با موقعيت هايي باعث دارايي ها ميان در آن گرفتن قرار و است بهينه سهام سبد انتخاب تئوري
قيد با مسئله همين [١٠] در که شود خاطر نشان مي بريم. به کار زيان حداکثر قيد با را CV aR معيار بسته، فرم به بهينه سهام سبد آوردن
بدترين در بهينه سهام سبد و کرده معرفي را استوار CV aR ميانگين سهام سبد دوم بخش در است. گرفته قرار مطالعه مورد بازده حداقل
که فرض اين با را استوار CV aR مسئله سوم بخش در مي آوريم. به دست را توزيع در قطعيت عدم با و زيان حداکثر قيد با CV aR حالت
بسته، فرم به مسئله حل با و مي گيريم نظر در است مبهم دارايي ها بازده توزيع و دارد قرار بيضي گون قطعيت عدم مجموعه در بازده ميانگين
ريسک بدون دارايي حضور عدم با استوار CV aR مسئله براي صريح جواب يک چهارم بخش در مي کنيم. محاسبه را بهينه سهام سبد
نيز شش بخش در مي پردازيم. آمده به دست نتايج بررسي به S&P۵٠٠ سهام داده هاي از استفاده با پنجم بخش در مي آوريم. به دست

مي کنيم. بيان را نتيجه  گيري

استوار CV aR ميانگين ٢
زير به صورت V aR اين صورت در باشد، مشخص زماني دوره يک در اطمينان سطح θ ∈ (٠, ١) و زيان تصادفي متغير X کنيد فرض

مي شود: تعريف
V aRθ(x) = min{c|p(x ⩽ c) ⩾ θ}

زيان توزيع تابع Fθ(x, γ) کنيد فرض همچنين است. ٪(١ − θ) سطح در زيان کمترين و ٪θ سطح در زيان بيشترين نشان دهنده که
مي شود: بيان زير به صورت است V aR از بيشتر انتظار مورد زيان مقدار که CV aR است. X تصادفي متغير

CV aRθ(x) = E[X|X ⩾ V aRθ(x)].

با CV aR محاسبه که دادند نشان و کردند ارائه جديدي تابع CV aR و V aR تعريف از استفاده با [١١] يوراسيو و راکفلر
مي آيد: به دست زير تابع مينيمم کردن

Fθ(x, γ) = {γ +
١

١− θ
E[(f(x, ξ)− γ)]+},

داريم: و است متناهي و محدب [t]+ = max{٠, t} آن در که

CV aRθ = min
γ∈R

Fθ(x, γ).
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است. مجموعه در مقدار کمترين که مي شود V aRθ شامل مي کند مينيمم را Fθ که γ از مقاديري از متشکل محدب مجموعه
بازده نرخ به ترتيب R و ξ کنيد فرض بگيريد. نظر در را ريسک بدون دارايي يک به علاوه ريسکي دارايي n با مالي بازار يک حال
زير به صورت است، ريسکي) دارايي هاي به (تخصيص x ∈ Rn بردار از تابع يک که را زيان تابع است. ريسک بدون و ريسکي دارايي هاي

مي کنيم: تعريف
f(x, ξ) = −(xT ξ +R(١− xT e)),

مي شود تعريف µ̃ = µ − Re به صورت مازاد بازده ميانگين کنيد فرض همچنين است. واحد تايي n بردار يک نشان دهنده e آن در که
زيان توزيع از تابعي به صورت CV aR ريسک معيار که آنجايي از است. بازار در آمده به دست شارپ نسبت بزرگترين h = µ̃TΓ−١µ̃ و
از دقيقي جواب مي توان به سختي نباشد دسترس در آن توزيع از اطلاعاتي هيچ اگر باشيم. داشته اطلاع آن توزيع از بايد ابتدا مي شود تعريف

مجموعه از توزيعي ξ وقتي که CV aR حالت بدترين بنابراين آورد. به دست را Fθ(x, γ)

D = {π|Eπ[ξ] = µ̄, covπ[ξ] = Γ ≻ ٠}

است: زير به صورت ( معلوم Γ کوواريانس و µ̄ ميانگين با نامعلوم توزيع هاي همه (مجموعه دارد

RCV aRα(x) = max
π∈D

CV aRα(x)

= max
π∈D

min
γ∈R

Fα(x, ξ).

مسئله براي صريح جواب يک و مي افتد اتفاق سوپريمم مي کنيم فرض حالت ها همه در چون مي کنيم ماکزيمم جايگزين را سوپريمم عملگر
مي آوريم. به دست زيان حداکثر قيد تحت حالت بدترين در CV aR مينيمم سهام سبد انتخاب

مي گيرند. قرار استفاده مورد اصلي قضيه اثبات در زير لم دو و قضيه

اوليه مسئله [١٢] .٢. ١ قضيه

min
x∈X

{
f(x) = sup

P∈M
EP [F (x, ξ)]

}
آن دوگان و

max
p∈M

{
g(p) = inf

x∈X
EP [F (x, ξ)]

}
احتمال) اندازه هاي يا توزيع ها (مجموعه M و بسته و محدب ناتهي، مجموعه زير يک X ⊆ Rn مجموعه فرض کنيد بگيريد. نظر در را
کراندار و ناتهي بهينه جواب هاي از مجموعه اي اوليه، مسئله و باشد محدب x در ξ ∈ θ هر ازاي به F (x, ξ) همچنين باشد. محدب

ندارد. وجود دوگاني شکاف دوگان، و اوليه مساله بين آن گاه باشد. داشته

،B = {η|E[η] = aTµ, V ar(η) = aTΓa} و A = {aTµ|E[ξ] = µ, cov(ξ) = Γ} کنيد فرض [٣] .٢. ٢ لم
.A = B داريم a ̸= ٠ ∈ Rn هر براي آن گاه

آن گاه X ∼ (µ, σ٢) اگر [٣] .٢. ٣ لم

sup
X∼(µ,σ٢)

E[(r −X)+] =
r − µ+

√
σ٢ + (r − µ)٢

٢
.

يعني زيان، حداکثر قيد يک با CV aR بدترين مينيمم سازي سهام سبد انتخاب مسئله از صريح جواب يک زير قضيه

min
x∈Rn

RCV aRθ(x) (٢. ١)

s.t. xTΓx ⩽ σ٠

مي دهد. ارائه

مسئله آن گاه ،θ > ۴h
١+۴h اگر همچنين است. x∗ =

√
σ٠√
h
Γ−١µ̃ بهينه جواب داراي (٢. ١) مسئله آن گاه ،θ ⩽ ۴h

١+۴h اگر .۴ .٢ قضيه
است. بي کران (٢. ١)
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٢. ١ قضيه بنا بر است محدب γ به نسبت ξ هر ازاي به γ+ ١
١−α

E[(f(x, ξ)− γ)]+ تابع و است محدب D مجموعه چون اثبات.
داريم: بنابراين کنيم، عوض را min و sup جاي مي توانيم

min
γ∈R

max
π∈D

Fθ(x, γ) = min
γ∈R

γ +
١

١− θ
max
π∈D

E[(−(xT ξ +R(١− xT e))− γ)+]

= min
γ∈R

γ +
١

١− θ
max
π∈D

E[(−xT ξ −R +RxT e− γ)+]

= min
γ∈R

γ +
١

١− θ
max
ξ∼(µ,γ)

E[(−R− γ − xT (ξ − Re))+] (٢. ٢)

= min
γ∈R

γ +
١

١− θ
max

η∼(ν,σ٢)
E[(−R− γ − η)+] (٢. ٣)

= min
γ∈R

γ +
١

١− θ

−R− γ − ν +
√

σ٢ + (−R− γ − ν)٢

٢
. (۴ .٢)

٢. ٢ لم در جزئي تغيير با و σ٢ = xTΓx و ν = xT (ξ −Re) فرض با چون معادل اند، (٢. ٣) و (٢. ٢) در ماکزيمم عملگرهاي
کنيم: بيان را زير متغيره تک تصادفي توزيع هاي از معادل مجموعه هاي مي توانيم

D١ = {xT (ξ − Re) : ξ ∼ (µ,Γ)},
D٢ = {η : η ∼ (ν, σ٢)}.

است: γ به نسبت زير تابع مينيمم RCV aRθ(x) پس مي شود. نتيجه ٢. ٣ لم از نيز (۴ .٢) تساوي

hx(γ) = γ +
١

١− θ

−R− γ − ν +
√
σ٢ + (R + γ + ν)٢

٢
.

داريم: hx(γ) مينيمم يافتن براي

h′
x(γ) = ١+

١
١− θ

−١+ (R + γ + ν) + (σ٢ + (R + γ + ν)٢)
− ١

٢

٢
و

h′′
x(γ) =

١
١)٢− θ)

(σ٢ + (R + γ + ν)٢)−
٣
٢σ٢.

مي افتد: اتفاق اول مشتق ريشه در آن مينيمم و است محدب hx(γ) بنابراين ،h′′
x(γ) ⩾ ٠ پس θ > ٠ چون

h′
x(γ) = ١+

١
١− θ

−١+ (R + γ + ν) + (σ٢ + (R + γ + ν)٢)
− ١

٢

٢
= ٠,

مي دهد نتيجه که

٢θ − ١ = (R + γ + ν)/

√
σ٢ + (R + γ + ν)٢,

(٢θ − ٢(١ =
(R + γ + ν)٢

σ٢ + (R + γ + ν)٢
,

(٢θ − ٢(١(σ٢ + (R + γ + ν)٢) = (R + γ + ν)٢,

(٢θ − ٢(١σ٢ + (٢θ − ٢(١(R + γ + ν) = (R + γ + ν)٢,

(٢θ − ٢(١σ٢ = (R + γ + ν)١)٢− (٢θ − ٢(١),

(R + γ + ν)٢ =
(٢θ − ٢(١σ٢

١− (٢θ − ٢(١
=

(٢θ − ٢(١σ٢

١− ۴θ٢ + ۴θ − ١
,

R + γ + ν =
(٢θ − ١)σ√
۴θ − ۴θ٢

.
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نتيجه در

γ∗
x = −R− ν +

(٢θ − ١)σ
٢
√
θ
√
١− θ

.

کنيم: محاسبه را مين ماکس مقدار مي توانيم hx(γ) در γ∗
x دادن قرار با بنابراين

min
γ∈R

max
π∈D

Fθ(x, γ) = min
γ∈R

hx(γ)

= hx(γ
∗
x)

= −R− ν +
(٢θ − ١)σ
٢
√
θ
√
١− θ

+
١

١− θ

(٢θ−١)σ
٢
√
θ
√
١−θ

+
√

σ٢ + (٢θ−١)٢

۴θ(θ−١)σ
٢

٢

= −R− ν +
(٢θ − ١)σ
٢
√
θ
√
١− θ

+
١

١− θ

σ

٢
(
−٢θ + ١+ ١
٢
√
θ
√
١− θ

)

= −R− ν +
(٢θ − ١)σ
٢
√
θ
√
١− θ

+
١

١− θ

σ(١− θ)

٢
√
θ
√
١− θ

= −R− ν +
٢θσ

٢
√
θ
√
١− θ

= −R− ν +

√
θ√

١− θσ

= −R− (µ− Re)Tx+

√
θ√

١− θ

√
xTΓx.

داريم: پس

RCV aRθ(x) = −R− (µ− Re)Tx+

√
θ√

١− θ

√
xTΓx.

مي گيريم: نظر در را (٢. ١) مسئله لاگرانژ تابع اکنون

L(x, λ) = −R− (µ− Re)Tx+

√
θ√

١− θ

√
xTΓx+ λ(xTΓx− σ٠).

داريم: اول مرتبه شرايط بنا بر و k =
√
θ√

١−θ
فرض با

∂L

∂x
= −(µ− Re) + k

Γx

٢
√
xTΓx

+ λΓx = ٠

= −µ̃+ (
k

٢√σ٠
+ λ)Γx = ٠,

پس

Γx =
µ̃

k
٢√σ٠

+ λ

مي دهد نتيجه که

x =
٢√σ٠

k + ٢√σ٠λ
Γ−١µ̃. (۵ .٢)



٩٣ استوار شرطي ريسک معرض در ارزش ميانگين

داريم: همچنين
∂L

∂λ
= xTΓx− σ٠ ⩽ ٠,

مي آيد: به   دست زير به صورت λ مقدار آن حل و شده اشاره رابطه در (۵ .٢) قراردادن و xTΓx = σ٠ فرض با .xTΓx ⩽ σ٠ بنابراين

(
٢√σ٠

k + ٢√σ٠λ
Γ−١µ̃)TΓ(

٢√σ٠
k + ٢√σ٠λ

Γ−١µ̃) = σ٠,

۴σ٠
(k + ٢√σ٠λ)

٢ µ̃
TΓ−١ΓΓ−١µ̃ = σ٠,

(k + ٢
√
σ٠λ)

٢ = ۴h,

k + ٢
√
σ٠λ = ٢

√
h,

٢
√
σ٠λ = ٢

√
h− k,

λ =
٢
√
h− k

٢√σ٠
. (۶ .٢)

بنابراين σ٠ > ٠ چون .λ ⩾ ٠ باشيم داشته هرگاه است بهينه جواب داراي مسئله

٢
√
h− k ⩾ ٠

داريم: نتيجه در

k٢ ⩽ ۴h. (٢. ٧)

مي آيد: به دست زير به صورت θ کران (٢. ٧) عبارت در k =
√
θ√

١−θ
جاي گذاري با

θ

١− θ
⩽ ۴h,

θ ⩽ ۴h− ۴hθ,
θ(١+ ۴h) ⩽ ۴h,

θ ⩽ ۴h
١+ ۴h

.

داريم: (۵ .٢) معادله در (۶ .٢) دادن قرار با همچنين

x =
٢√σ٠

k + ٢√σ٠(
٢
√
h−k

٢√σ٠
)
Γ−١µ̃

=

√
σ٠√
h
Γ−١µ̃.

است: زير به صورت مسئله بهينه جواب θ ⩽ ۴h
١+۴h براي بنابراين

x∗ =

√
σ٠√
h
Γ−١µ̃.

داريم: آن  گاه θ > ۴h
١+۴h اگر

θ >
۴h

١+ ۴h
⇔

√
θ√

١− θ
> ٢

√
h ⇔ ٢

√
h− k < ٠.

پس است، شدني (٢. ١) مسئله چون اکنون است. نشدني دوگان يعني است، λ < ٠ مقدار بنابراين ٢
√
h−k
٢σ٠ < ٠ پس σ٠ > ٠ چون

مي شود. بي کران مسئله دوگان، اساسي قضيه بنابر
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بازده ميانگين و توزيع قطعيت عدم با استوار CV aR ٣

مي گيريم: نظر در را زير سهام سبد انتخاب مسئله حال

max
π∈D,µ̄∈Uµ̄

CV aRθ(x) = max
µ̄∈Uµ̄

max
π∈D

min
γ∈R

Fθ(x, γ)

= max
µ̄∈Uµ̄

−R− (µ̄− Re)Tx+

√
θ√

١− θ

√
xTΓx

است: زير به صورت بيضي  گون قطعيت عدم مجموعه به متعلق µ̄ آن در که

Uµ̄ = {µ̄|
∥∥∥Γ− ١

٢ (µ̄− µnom)
∥∥∥
٢
⩽

√
ε},

به نيز ε پارامتر مي شود. گرفته نظر در بازده ميانگين دسترس در برآورد عنوان به که است اسمي بازده ميانگين بردار نشان دهنده µnom و
است. بازده ميانگين برآورد اطمينان معيار عنوان

مي کنيم. بيان مي گيرد، قرار استفاده مورد اصلي قضيه اثبات در که را زير لم ابتدا

مسئله بهينه جواب شده داده x براي .٣. ١ لم

max (µ̄− Re)Tx

s.t.
∥∥Γ−١/٢(µ̄− µnom)

∥∥
٢ ⩽

√
ε

است. µ̄∗ = µnom − Re+
∥∥Γ١/٢x

∥∥ √
ε به صورت µ̄ به نسبت

پس .µ̄ = µnom + Γ١/٢z نتيجه در و Γ١/٢z = µ̄− µnom داريم است. z = Γ−١/٢(µ̄− µnom) مي کنيم فرض اثبات.
داريم: را زير معادل مسئله

max (µnom − Re+Γ١/٢z)Tx

s.t. ∥z∥٢ ⩽
√
ε,

يا

(µnom − Re)Tx+max zTΓ١/٢x

s.t. ∥z∥٢ ⩽
√
ε.

داريم: کوشي-  شوارتز نامساوي از استفاده با

zTΓ١/٢x ⩽ ∥z∥
∥∥Γ١/٢x

∥∥ ⩽
∥∥Γ١/٢x

∥∥ √
ε

با است برابر مسئله بهينه جواب نتيجه در مي شود. برقرار تساوي z =
√
ε Γ١/٢x

∥Γ١/٢x∥ انتخاب با که

µ̄∗ = µnom − Re+
∥∥Γ١/٢x

∥∥ √
ε.

مي گيريم: نظر در را استوار RCV aR سهام سبد انتخاب مسئله اکنون

RRCV aRθ(x) = max
µ̄∈Uµ̄

max
π∈D

min
γ∈R

Fθ(x, γ)



٩۵ استوار شرطي ريسک معرض در ارزش ميانگين

مي گيريم: نظر در γ ∈ R و π ∈ D روي به ترتيب را دروني ماکس مين مسئله است، ثابت µ̄ وقتي که ۴ .٢ قضيه مانند

max
µ̄∈Uµ̄

RCV aRθ(x) = max
µ̄∈Uµ̄

−R− (µ̄− Re)Tx+

√
θ√

١− θ

√
xTΓx

= −R− (µ∗)Tx+
√
ε
√
xTΓx+

√
θ√

١− θ

√
xTΓx (٣. ١)

قيد با RRCV aR سهام سبد مينيمم سازي مسئله بنابراين .µ∗ = µnom −Re و مي شود نتيجه ٣. ١ لم از (٣. ١) تساوي آن در که
است: زير به صورت زيان حداکثر

min
x∈Rn

−R− xTµ∗ + (
√
ε+

√
θ√

١− θ
)
√
xTΓx (٣. ٢)

s.t. xTΓx ⩽ σ٠.

θ > اگر همچنين است. x∗ =
√
σ٠√
h
Γ−١µ∗ بهينه جواب داراي (٣. ٢) مسئله آن گاه ،θ ⩽ (٢

√
h−

√
ε)

٢

٢)+١
√
h−

√
ε)

٢ اگر .٣. ٢ قضيه

است. بي کران (٣. ٢) مسئله آن گاه ، (٢
√
h−

√
ε)

٢

٢)+١
√
h−

√
ε)

٢

است: زير به صورت مسئله لاگرانژ تابع ۴ .٢ قضيه اثبات با مشابه اثبات.

L(x, λ) = −R− xTµ∗ + (
√
ε+

√
θ√

١− θ
)
√
xTΓx+ λ(xTΓx− σ٠).

داريم: اول مرتبه شرايط بنابر و k =
√
θ√

١−θ
فرض با

∂L

∂x
= −µ∗ + (

√
ε+ k)

Γx

٢
√
xTΓx

+ λΓx = ٠.

داريم: بنابراين

(
√
ε+ k)

Γx

٢√σ٠
+ λΓx = µ∗,

(
(
√
ε+ k)

٢√σ٠
+ λ)Γx = µ∗,

Γx =
٢√σ٠

(
√
ε+ k) + ٢√σ٠λ

µ∗.

با است برابر x مقدار نتيجه در

x =
٢√σ٠

(
√
ε+ k) + ٢√σ٠λ

Γ−١µ∗.

داريم: همچنين
∂L

∂λ
= xTΓx− σ٠ ⩽ ٠,
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مي آيد: به دست زير به صورت λ مقدار xTΓx = σ٠ فرض با که

(
٢√σ٠

(
√
ε+ k) + ٢√σ٠λ

Γ−١µ∗)TΓ(
٢√σ٠

(
√
ε+ k) + ٢√σ٠λ

Γ−١µ∗) = σ٠,

۴σ٠
((
√
ε+ k) + ٢√σ٠λ)

٢µ
∗TΓ−١µ∗ = σ٠,

((
√
ε+ k) + ٢

√
σ٠λ)

٢ = ۴h,

(
√
ε+ k) + ٢

√
σ٠λ = ٢

√
h,

٢
√
σ٠λ = ٢

√
h− (

√
ε+ k),

λ =
٢
√
h− (

√
ε+ k)

٢√σ٠
.

داريم: پس ،λ ⩾ ٠ باشيم داشته هرگاه است بهينه جواب داراي مسئله

٢
√
h− (

√
ε+ k) ⩾ ٠,

k ⩽ ٢
√
h−

√
ε,

k٢ ⩽ (٢
√
h−

√
ε)٢.

داريم: فوق عبارت در k مقدار دادن قرار با

θ

١− θ
⩽ (٢

√
h−

√
ε)٢,

θ ⩽ (٢
√
h−

√
ε)٢ − (٢

√
h−

√
ε)٢θ,

θ(١+ (٢
√
h−

√
ε)٢) ⩽ (٢

√
h−

√
ε)٢,

θ ⩽ (٢
√
h−

√
ε)

٢

١+ (٢
√
h−

√
ε)

٢ .

مي آيد: به دست زير به صورت بهينه مقدار x در λ دادن قرار با حال

x =
٢√σ٠

(
√
ε+ k) + ٢√σ٠(

٢
√
h−(

√
ε+k)

٢√σ٠
)
Γ−١µ∗

=

√
σ٠√
h
Γ−١µ∗.

با است برابر بهينه جواب θ ⩽ (٢
√
h−

√
ε)

٢

٢)+١
√
h−

√
ε)

٢ براي پس

x∗ =

√
σ٠√
h
Γ−١µ∗.

است. بي کران (٣. ٢) مسئله θ > (٢
√
h−

√
ε)

٢

٢)+١
√
h−

√
ε)

٢ براي ۴ .٢ قضيه اثبات با مشابه به طور

ريسک بدون دارايي حضور عدم و بازده ميانگين و توزيع قطعيت عدم با استوار CV aR ۴
به صورت زيان تابع حالت اين در مي گيريم. نظر در زيان حداکثر قيد با و ريسک بدون دارايي حضور عدم حالت در را قبل بخش مسئله اکنون

مي شود: تعريف زير
f(x, ξ) = −xT ξ.



٩٧ استوار شرطي ريسک معرض در ارزش ميانگين

است: زير به صورت نيز مسئله کمکي تابع

Fθ(x, γ) = γ +
١

١− θ
E[(−xT ξ − γ)+].

بازده ميانگين و توزيع در قطعيت عدم با استوار CV aR مسئله .١ .۴ قضيه

min
x∈Rn

max
µ̄∈Uµ̄

max
π∈D

CV aRθ(x) (١ .۴)

s.t. xTΓx ⩽ σ٠

θ > اگر همچنين است. x∗ =
√
σ٠√
h
Γ−١µnom بهينه جواب داراي مسئله آن گاه ،θ ⩽ (٢

√
h−

√
ε)

٢

٢)+١
√
h−

√
ε)

٢ اگر بگيريد. نظر در را

است. بي کران مسئله آن گاه ، (٢
√
h−

√
ε)

٢

٢)+١
√
h−

√
ε)

٢

بيضي به بازده ها، ميانگين خطاي که فرض اين با را مسئله اثبات.

Uµ̄ = {µ̄|
∥∥∥Γ− ١

٢ (µ̄− µnom)
∥∥∥
٢
⩽

√
ε},

داريم: دلخواه µ̄ براي ،۴ .٢ قضيه اثبات با مشابه مي کنيم. بررسي است اسمي بازده ميانگين بردار نشان دهنده µnom آن در که است، محدود

max
π∈D

CV aRθ(x) = −xT µ̄+

√
θ√

١− θ

√
xTΓx.

داريم: بنابراين

max
µ̄∈Uµ̄

max
π∈D

CV aRθ(x) = max
µ̄∈Uµ̄

−xT µ̄++

√
θ√

١− θ

√
xTΓx

= −xTµnom +

√
θ√

١− θ

√
xTΓx+

√
ε
√
xTΓx, (٢ .۴)

مي رسيم: زير مسئله به پس مي شود. نتيجه ٣. ١ لم از (٢ .۴) تساوي آن در که

min
x∈Rn

−xTµnom + (

√
θ√

١− θ
+
√
ε)
√
xTΓx

s.t. xTΓx ⩽ σ٠.

است: زير به صورت نيز مسئله لاگرانژ تابع

L(x, λ) = −xTµnom + (

√
θ√

١− θ
+
√
ε)
√
xTΓx+ λ(xTΓx− σ٠).

مي آيد: به دست زير به صورت x مقدار اول مرتبه شرايط از

∂L

∂x
= −µnom + (k +

√
ε)

Γx

٢
√
xTΓx

+ λΓx = ٠,

(
k +

√
ε

٢√σ٠
+ λ)Γx = µnom,

x =
٢√σ٠

(k +
√
ε) + ٢√σ٠λ

Γ−١µnom,
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مي آيد: به دست زير به صورت نيز λ مقدار .xTΓx = σ٠ و k =
√
θ√

١−θ
آن در که

(
٢√σ٠

(k +
√
ε) + ٢√σ٠λ

Γ−١µnom)TΓ(
٢√σ٠

(k +
√
ε) + ٢√σ٠λ

Γ−١µnom) = σ٠,

۴σ٠
((k +

√
ε) + ٢√σ٠λ)

٢ (µ
nom)TΓ−١(µnom) = σ٠,

((k +
√
ε) + ٢

√
σ٠λ)

٢ = ۴h,

(k +
√
ε) + ٢

√
σ٠λ = ٢

√
h,

λ =
٢
√
h− (k +

√
ε)

٢√σ٠
.

داريم: نتيجه در λ ⩾ ٠ اگر

٢
√
h− (k +

√
ε) ⩾ ٠,

k +
√
ε ⩽ ٢

√
h,

k ⩽ ٢
√
h−

√
ε,

k٢ ⩽ (٢
√
h−

√
ε)٢,

θ

١− θ
⩽ (٢

√
h−

√
ε)٢,

θ ⩽ (٢
√
h−

√
ε)٢ − (٢

√
h−

√
ε)٢θ,

θ(١+ (٢
√
h−

√
ε)٢) ⩽ (٢

√
h−

√
ε)٢,

θ ⩽ (٢
√
h−

√
ε)

٢

١+ (٢
√
h−

√
ε)

٢ .

مي آيد: به دست زير به صورت بهينه جواب x در λ مقدار دادن قرار با همچنين

x =
٢√σ٠

(k +
√
ε) + ٢√σ٠(

٢
√
h−(k+

√
ε)

٢√σ٠
)
Γ−١µnom

=

√
σ٠√
h
Γ−١µnom.

با است برابر بهينه جواب θ ⩽ (٢
√
h−

√
ε)

٢

٢)+١
√
h−

√
ε)

٢ براي پس

x∗ =

√
σ٠√
h
Γ−١µnom.

است. بي کران (١ .۴) مسئله θ > (٢
√
h−

√
ε)

٢

٢)+١
√
h−

√
ε)

٢ براي مشابه به طور

بگيريد: نظر در را توزيع در قطعيت عدم با استوار CV aR مسئله .٢ .۴ نتيجه

min
x∈Rn

max
π∈D

CV aRθ(x)

s.t. xTΓx ⩽ σ٠

است. بي کران مسئله اين آن گاه ،θ > ۴h
١+۴h اگر است. x∗ =

√
σ٠√
h
Γ−١µ بهينه جواب داراي مسئله اين آن گاه ،θ ⩽ ۴h

١+۴h اگر
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عددي نتايج ۵
RCV aR مقدار (١) شکل مي کنيم. بررسي را RCV aR رفتار S&P۵٠٠ سهام از سهم ۵٠ داده هاي از استفاده با بخش اين در
واقعيت با که دارد نزولي شيب RCV aR مقدار ،σ٠ افزايش با مي شود ملاحظه که همان طور مي دهد. نشان σ٠ مختلف مقادير براي را

است. منطبق
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σ٠ مختلف مقادير براي RCV aR نمودار :١ شکل

آمده ريسک بدون دارايي بدون و با حالت در (٢) شکل در قطعيت) عدم (پارامتر ε مختلف مقادير به ازاي RCV aR نمودار همچنين
است. افزايشي RCV aR مقدار ε افزايش با مي رود انتظار که همان طور است.
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ريسک بدون دارايي بدون و ريسک بدون دارايي با ε مختلف مقادير به ازاي RCV aR نمودار :٢ شکل

نتيجه گيري ۶
براي صريح جواب يک و شد بيان زيان حداکثر قيد با و ريسک بدون دارايي با CV aR استوار سهام سبد بهينه سازي مسئله مقاله، اين در
مجموعه يک با و است قطعيت عدم داراي نيز بازده ميانگين توزيع، ابهام بر علاوه وقتي که همچنين آمد. به دست توزيع قطعيت عدم با مسئله
حضور عدم و ريسک بدون دارايي با استوار CV aR سهام سبد مسئله براي بهينه جواب يک است، شده مدل بندي بيضي گون قطعيت عدم
گرفت. قرار بررسي مورد S&P۵٠٠ سهام از استفاده با آمده به دست نتايج نيز پايان در و آمد به دست زيان حداکثر قيد با ريسک بدون دارايي
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Robust mean-CVaR under distribution and mean return ambiguity
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Abstract: In this paper, we consider the problem of optimal portfolio selection using CVaR measure for a
financial market consisting of n risky assets and a riskless asset, where short positions are allowed. First,
we obtain the distributionally robust portfolio when the distribution of return of assets is unknown but the
mean return vector and variance/covariancematrix of assets are fixed. Then, we present an explicit solution
for the problem of robust CVaR portfolio selection in the presence of a riskless asset andwithout the riskless
asset with a maximum loss constraint, in the case that the mean return is in ellipsoidal uncertainty set and
the distribution of returns unknown. Finally, the results are examined on the S&P500 stock data.

Keywords: Robust portfolio, Conditional Value at Risk, distributional uncertainty, ellipsoidal
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