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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
١٠٢–١١٧ ص ،٣ شماره ،١۵ دوره ،١۴٠۴ سال

کسري برنامه ريزي مسائل حل در سيگنوميال هندسي برنامه ريزي رويکرد
چندهدفه غيرخطي

١ (٢) سراج منصور و (١) حسيني عباس

ايران اهواز، اهواز، چمران شهيد دانشگاه کامپيوتر، و رياضي علوم دانشکده رياضي، گروه (١,٢)

صلاحي مازيار مسئول: دبير

١۴٠۴/٠٨/٠۶ پذيرش: تاريخ ١۴٠٣/١١/٢٣ دريافت: تاريخ

ساختار با چندهدفه غيرخطي کسري برنامه ريزي مسائل حل براي کارآمد و ترکيبي روش يک مقاله، اين در چکيده:
حوزه در را قابل توجهي چالش هاي خود، ذاتي پيچيدگي هاي دليل به مسائل اين است. شده ارائه نامحدب سيگنوميال
مسئله اوليه محدب سازي به نيازي پيشنهادي، روش کلاسيک، هاي روش برخلاف مي کنند. ايجاد رياضي بهينه سازي
به طور را مسئله حل زمان و محاسبات پيچيدگي ويژگي، اين مي کند. فراهم را نامحدب مسائل مستقيم حل امکان و ندارد
جواب هاي روش، اين اول گام در مي دهد. ارائه کلاسيک روش هاي از کارآمدتر رويکردي و داده کاهش چشم گيري
تا مي شود استفاده aکوپر و چارنز روش از راستا، همين در مي شوند. محاسبه مستقل به صورت هدف تابع هر براي ايده آل
برنامه ريزي رويکرد آن از پس شود. تبديل غيرخطي برنامه ريزي مسئله يک به غيرخطي کسري فرم از هدف تابع هر
بهين مقادير و شود انجام محدوديت ها و اهداف تابع دقيق تر مدل سازي تا مي شود گرفته به کار bسيگنوميال هندسي
الگوريتم بعد، گام در هستند. هدف تابع هر براي ايده آل جواب هاي همان مقادير، اين گردند. محاسبه مسئله متغيرهاي
برنامه ريزي مسئله يک به چندهدفه) غيرخطي کسري (برنامه ريزي اصلي مسئله تا مي شود گرفته به کار cباخ دينکل
مجدد گيري به کار با آخر، گام در مي کند. تسهيل را مسئله حل فرايند تبديل، اين که گردد، تبديل تک هدفه غيرخطي
جواب يک عنوان به آن، از حاصل بهين جواب و شده حل تک هدفه مسئله سيگنوميال، هندسي برنامه ريزي رويکرد
کارايي و صحت ارزيابي براي عددي مثال يک مقاله، پايان در مي شود. گرفته نظر در اصلي مسئله براي پاراتو بهين

است. شده ارائه پيشنهادي روش

هندسي برنامه ريزي باخ، دينکل الگوريتم کوپر، و چارنز روش چندهدفه، غيرخطي کسري برنامه ريزي کليدي: واژه هاي
سيگنوميال.

aCharnes & Cooper method
bSignomial geometric programming approach
cDinkelbach’s algorithm
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١٠٣ ... حل در سيگنوميال هندسي برنامه ريزي رويکرد

مقدمه ١

ميان، اين در است. شده تبديل اهميت حائز تحقيقاتي حوزه هاي از يکي به بهينه سازي حوزه رايانه، فناوري سريع پيشرفت با اخير، سال هاي در
در که است شده انجام زمينه اين در متعددي تحقيقات و کرده اند جلب خود به را پژوهشگران از بسياري توجه غيرخطي، برنامه ريزي مسائل

شد: خواهد اشاره پژوهش ها اين از برخي به ادامه،
هزينه هاي رساندن حداقل به منظور به [۵ ،۴] زينر۴ کلارنس و پترسون٣ المور دافين٢، ريچارد توسط بار اولين براي هندسي، برنامه ريزي
سراج٧ منصور و بازي کار۶ فاطمه نمود. تأليف معياره» چند «بهينه سازي عنوان با کتابي [۶] ارگوت۵ ماتياس گرديد. معرفي مدل يک طراحي
و اوز٨ کرد. استفاده خطي چندهدفه هندسي برنامه ريزي مسئله يک حل براي مرجع، نقطه روش از مي توان که دادند پيشنهاد را رويکردي [١]
هندسي برنامه ريزي رويکرد از استفاده با چندهدفه، خطي کسري برنامه ريزي مسائل پاراتو بهين جواب هاي يافتن براي روشي ،[١١] همکاران
خطي برنامه ريزي مسئله يک به خطي، کسري برنامه ريزي مسئله يک تبديل براي موثر، و ساده روش يک [٢] کوپر٩ و چارنز دادند. ارائه
با را غيرخطي کسري برنامه ريزي مسئله يک ،[١٠] رنجان١١ رشمي و ١٠ ميشرا سوديپتا کوپر، و چارنز تکنيک از استفاده با کردند. معرفي
برنامه ريزي مسئله يک تبديل براي مي توان [٣] باخ دينکل الگوريتم از همچنين نمودند. حل سيگنوميال هندسي برنامه ريزي رويکرد از استفاده

نمود. استفاده غيرخطي برنامه ريزي مسائل از دنباله اي به غيرخطي، کسري

سيگنوميال هندسي برنامه ريزي ٢

اولين براي عمومي” جبري “بهينه سازي زمينه در خود تحقيقات در پترسون، المور و دافين ريچارد ،١٩٧٠ دهه اوايل و ١٩۶٠ دهه اواخر در
اجازه ضرايب به که هستند (پوزينوميال ها) چندبُعدي چندجمله اي هاي از گسترشي واقع در سيگنوميال ها کردند. معرفي را سيگنوميال مفهوم بار
در پيشرفته روش هاي از يکي سيگنوميال هندسي برنامه ريزي نامنفي. صحيح اعداد صرفاً نه باشند، دلخواهي حقيقي عدد هر که مي دهند
برنامه ريزي از تعميم يافته اي نسخه تکنيک اين مي رود. به کار بزرگ مقياس در غيرخطي و پيچيده مسائل حل براي که است رياضي بهينه سازي
به مي توان روش اين مهم کاربردهاي جمله از مي سازد. فراهم را ها محدوديت و اهداف دقيق تر مدل سازي امکان و مي شود محسوب هندسي
شکل کوپر و چارنز ،١٩٨٨ سال در کرد. اشاره مهندسي حوزه هاي ساير و مالي بهينه سازي آماري، تحليل هاي الکتريکي، مدارهاي طراحي
نمودند. معرفي هندسي برنامه ريزي مسئله يک با آن تقريب براي روش هايي و دادند ارائه را سيگنوميال هندسي برنامه ريزي مسئله يک کلي
.[٩] مي دهد ارائه واقعي دنياي مسائل حل در بهتري بسيار رياضي نتايج غيرخطي، بهينه سازي روش هاي ساير با مقايسه در اغلب تکنيک، اين
مسئله يک آنگاه، باشند، X = (x١, x٢, . . . , xm)

t مثبت متغيرهاي از حقيقي توابع ،t = ٠, ١, ٢, . . . , q براي Gt(X) اگر
مي شود: تعريف زير به صورت سيگنوميال، هندسي برنامه ريزي

min
X⊆Rm

G٠(X) =

p∑
i=١

σici

m∏
j=١

x
aij
j (٢. ١)

s.t. Gt(X) =
n∑

i=p+١

σici

m∏
j=١

x
aij
j ≤ ζt aij ∈ R, (t = ١, ٢, . . . , q)

ci, xj > ٠, σi = ±١, ζt = ±١, (i = ١, ٢, . . . , n; j = ١, ٢, . . . ,m).

آن: در که
شود. کمينه بايد و است اوليه مسئله هدف تابع G٠(X) •

شوند. رعايت بايد و هستند اوليه مسئله قيود ،t = ١, ٢, ..., q براي Gt(X) •
هستند. مثبت ضرايب ،i = ١, ٢, ..., n براي ci •

2Richard Duffin
3Elmore Peterson
4Clarence Zener
5Matthias Ehrgott
6Fatemeh Bazikar
7Mansour Saraj
8Öz
9Charnes & Cooper
10Sudipta Mishra
11Rashmi Ranjan



١١٧-١٠٢ صفحه ٣ شماره ١۵ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و سراج منصور ١٠۴

باشد. ±١ مي تواند آن ها مقدار و مي کنند مشخص را جمله هر علامت ،i = ١, ٢, ..., n براي σi •
است. مثبت آن ها مقدار و هستند تصميم گيري متغيرهاي ،j = ١, ٢, ...,m براي xj •

باشند. داشته حقيقي مقادير مي توانند و هستند تصميم گيري متغيرهاي توان هاي aij •
باشد. ±١ مي تواند آن ها مقدار و هستند اوليه مسئله قيود براي حدي مقادير ،t = ١, ٢, ..., q براي ζt •

که است آن امر اين دليل مي شود. استفاده بهين جواب هاي يافتن براي مسئله دوگان فرم از اغلب سيگنوميال، هندسي برنامه ريزي مسائل در
ساده تري رياضي ساختار معمولاً دوگان فرم مقابل، در است. زمان بر و دشوار آن ها مستقيم حل و بوده نامحدب معمولاً مسائل اين اوليه فرم
و آسان تر محدب بهينه سازي روش هاي از استفاده با مسئله حل که مي شود موجب خاصيت اين است. محدب موارد از بسياري در و دارد

باشد. کارآمدتر
مي شود: تعريف زير به صورت سيگنوميال، هندسي برنامه ريزي مسئله يک دوگان

max
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s.t. ζtλt =
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i=p+١

σiδi, (t = ١, ٢, . . . , q)

λ٠ =

p∑
i=١

σiδi = ζ٠ نرمال) ∑(شرط
i,j

σiaijδi = ٠, aij ∈ R, (i = ١, ٢, . . . , n; j = ١, ٢, . . . ,m) متعامد) (شرايط

ci, δi > ٠, σi = ±١, ζ٠ = ±١, ζt = ±١, (i = ١, ٢, . . . , n; t = ١, ٢, . . . , q) شدني) .(شرط

آن: در که
شود. بيشينه بايد و است دوگان مسئله هدف تابع ν(δ) •

هستند. مثبت ضرايب ،i = ١, ٢, ..., n براي ci •
را کدام هر تأثير ميزان و هستند اوليه مسئله قيود و هدف تابع با متناظر وزن هاي يا دوگان متغيرهاي ،i = ١, ٢, ..., n براي δi •

مي کنند. مشخص دوگان سازي فرايند در
باشد. ±١ مي تواند آن مقدار و مي کنند مشخص را جمله هر علامت ،i = ١, ٢, ..., n براي σi •

است. دوگان مسئله هدف تابع جملات با مرتبط وزن هاي مجموع λ٠ •
است. دوگان مسئله قيود جملات با مرتبط وزن هاي مجموع ،t = ١, ٢, ..., q براي λt •

باشند. داشته حقيقي مقادير مي توانند که هستند اوليه مسئله در تصميم گيري متغيرهاي توان aij •
±١ مي تواند آن ها مقدار و هستند دوگان مسئله قيود و هدف تابع براي حدي مقادير ترتيب به ،t = ١, ٢, ..., q براي ζt و ζ٠ •

باشد.

زير به صورت ١٢(DD) سختي درجه است، متغير m و جمله n داراي که سيگنوميال هندسي برنامه ريزي مسئله هر براي .٢. ١ تعريف
مي شود: تعريف

DD = n−m− ١. (٢. ٣)

برنامه ريزي مسئله شناخته شده، تکنيک هاي اعمال با آنگاه ،(DD ≥ ٠) شود صفر مساوي يا تر بزرگ سختي، درجه ي اگر اين صورت، در
مسئله، آنگاه ،(DD < ٠) باشد صفر از کوچکتر سختي درجه ي اگر اما مي شود. يافت بهين جواب و بوده، حل قابل سيگنوميال هندسي
به دست مسائل اين براي تقريبي جواب يک ميني- ماکس، روش يا مربعات حداقل روش از استفاده با مي توان حال، اين با بود؛ خواهد جواب فاقد

.[٧] آورد

برنامه ريزي مسئله دوگان براي شدني جواب يک ،δ و سيگنوميال، هندسي برنامه ريزي مسئله براي شدني جواب يک ،X اگر [٩] .٢. ٢ لم
آنگاه: باشد، سيگنوميال هندسي

G٠(X) ≥ ν(δ) اوليه-دوگان) .(نامساوي (۴ .٢)
12Degree of Difficulty



١٠۵ ... حل در سيگنوميال هندسي برنامه ريزي رويکرد

اگر: تنها و اگر (X)G٠؛ = ν(δ) شرايط، همين تحت

δ∗i =


gi(X)

ζ٠ν(δ∗)
; (i = ١, ٢, . . . , p)

λtgi(X); (i = p+ ١, . . . , n; t = ١, ٢, . . . , q).
(۵ .٢)

آن: در که
است. دوگان متغيرهاي بهين مقدار ،i = ١, ٢, ..., n براي δ∗i •

مرتبط مقادير ،i = p+١, ..., n براي و است اوليه مسئله هدف تابع جملات با مرتبط مقادير ،i = ١, ٢, ..., p براي gi(X) •
باشند. مي اوليه مسئله قيود جملات با

است. دوگان مسئله در هدف تابع بهين مقدار ν(δ∗) •
است. دوگان مسئله قيود با مرتبط هاي وزن مجموع ،t = ١, ٢, ..., q براي :λt •

باشد. ±١ مي تواند آن مقدار و است دوگان مسئله و اوليه مسئله هدف تابع براي حدي مقدار يک ζ٠ •

با: است برابر سيگنوميال، هندسي برنامه ريزي مسئله در هدف، تابع با متناظر جمله هر [٩] .٢. ٣ نتيجه

gi(X) = ζ٠δ
∗
i ν(δ

∗), (i = ١, ٢, . . . , p) (۶ .٢)

با: است برابر سيگنوميال، هندسي برنامه ريزي مسئله در قيود، با متناظر جمله هر و

gi(X) =
δ∗i
λt

, (i = p+ ١, . . . , n; t = ١, ٢, . . . , q). (٢. ٧)

تبديل پوزينوميال هندسي برنامه ريزي مسئله يک به سيگنوميال هندسي برنامه ريزي مسئله آنگاه شود، ζ٠ = +١ اگر [٩] .۴ .٢ نتيجه
مسئله حل در همين راستا، در است. سيگنوميال هندسي برنامه ريزي مسئله از ساده تر بسيار مسئله، حل روند و محاسبات لحاظ از که مي شود
آنگاه آيد، به دست منفي دوگان، متغيرهاي مقدار اگر مي کنيم. حل را مسئله و داده قرار ζ٠ = +١ ابتدا سيگنوميال، هندسي برنامه ريزي

مي نماييم. حل مجدداً را مسئله و داده قرار ζ٠ = −١

چندهدفه برنامه ريزي ٣
به کار متضاد اهداف با پيچيده مسائل در تصميم گيري براي که است رياضي بهينه سازي در پيشرفته روش هاي از يکي چندهدفه برنامه ريزي
دنبال به تنها که بهينه سازي سنتي روش هاي برخلاف دارد. کاربرد مديريت و اقتصاد مهندسي، مانند مختلفي حوزه هاي در رويکرد اين مي رود.
جواب هاي مجموعه به عنوان اغلب که مي دهد ارائه را بهين جواب هاي از مجموعه اي چندهدفه برنامه ريزي هستند، بهين جواب يک يافتن
مناسب ترين خود، اولويت هاي و ترجيحات به توجه با تا مي دهد را امکان اين تصميم گيرندگان به ويژگي اين مي شوند. شناخته پارتو بهين
راهکاري تا است متضاد اهداف ميان تعادل نوعي به دستيابي روش، اين اصلي هدف واقع، در کنند. انتخاب مجموعه اين ميان از را گزينه

.[۶] شود فراهم قابل قبول و کارآمد جامع،

آنگاه، باشند، X = (x١, x٢, . . . , xm)
t مثبت متغيرهاي از حقيقي توابعي ،α = ١, ٢, . . . , k براي fα(X) اگر .٣. ١ تعريف

مي گويند. هدف بردار را هدف توابع اين تمامي از مجموعه يک

است. هدف تابع k از يکي مقدار با متناظر آن از بعد هر که مي باشد (k ≥ ٢) k−بُعدي فضاي يک اهداف فضاي .٣. ٢ تعريف

چندهدفه برنامه ريزي مسئله يک بنابراين است. هم زمان به صورت هدف، تابع k بهينه سازي چندهدفه، برنامه ريزي مسئله يک از هدف
مي شود: تعريف زير به صورت

min
X⊆Rm

f(X) = (f١(X), f٢(X), . . . , fk(X)) (٣. ١)

s.t. Rt(X) ≤ ٠; (t = ١, ٢, . . . , q).

تابع بيشينه سازي به منجر هدف، تابع يک کمينه سازي يعني، مي گيرند؛ قرار يکديگر با تضاد در مسائل نوع اين هدف توابع موارد، بيشتر در
هدف توابع تمامي هم زمان، به طور بتواند که نقطه اي چندهدفه، برنامه ريزي مسائل اغلب در که است آشکار بنابراين، مي شود. ديگري هدف
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مي شود. يافت ندرت به نمايد، سراسري مينيمم را

بگيرد: قرار زير وضعيت هاي از يکي در مي تواند چندهدفه، برنامه ريزي مسئله يک جواب ∗
کامل بهين جواب (١

پاراتو) (بهين کارا جواب (٢
ضعيف پاراتو بهين جواب (٣

ايده آل جواب (۴
ح مُرجَّ بهين جواب (۵

رضايت بخش. جواب (۶

ديگر عبارت به مي گويند. کامل بهين جواب نمايد، بهينه هم زمان به صورت را اهداف توابع تمامي بتواند که شدني جواب هر .٣. ٣ تعريف
:X ⊆ Rm هر ازاي به اگر تنها و اگر است (٣. ١) مسئله براي کامل بهين جواب يک X∗ ⊆ Rm

fα(X
∗) ≤ fα(X), (α = ١, ٢, . . . , k). (٣. ٢)

نشود، يافت X ⊆ Rm هرگاه مي ناميم، (٣. ١) مسئله براي پاراتو) (بهين کارا جواب يک را X∗ ⊆ Rm شدني جواب .۴ .٣ تعريف
به طوري که:

fα(X) ≤ fα(X
∗), (α = ١, ٢, . . . , k) (٣. ٣)

:١ ≤ β ≤ k يک حداقل براي و

fβ(X) < fβ(X
∗), (α ̸= β). (۴ .٣)

پاراتو مرز اهداف، فضاي در جواب ها اين مجموعه ي باشد. داشته پاراتو بهين جواب بيشماري تعداد مي تواند چندهدفه برنامه ريزي مسئله يک ∗
مي آورند. وجود به را

نيز پاراتو بهين جواب کارا، جواب به دليل، همين به گرديد؛ معرفي پاراتو١٣ ويلفردو نام به فردي توسط بار نخستين کارايي، مفهوم ∗
مي شود. گفته

نشود، يافت X ⊆ Rm هرگاه مي ناميم، (٣. ١) مسئله براي ضعيف پاراتو بهين جواب يک را X∗ ⊆ Rm شدني جواب .۵ .٣ تعريف
به طوري که:

fα(X) < fα(X
∗), (α = ١, ٢, . . . , k). (۵ .٣)

کامل بهين جواب و پاراتو، بهين جواب ضعيف، پاراتو بهين جواب بردارهاي مجموعه نمايش ترتيب، به Xc و Xp ،Xw اگر .۶ .٣ نکته
است: برقرار آن ها بين زير رابطه ي آنگاه باشند،

Xc ⊆ Xp ⊆ Xw. (۶ .٣)

خود مقدار بهترين به مستقل به طور هدف توابع تمامي آن، در که مي شود اطلاق اهداف فضاي در جوابي به ايده آل، جواب .٣. ٧ تعريف
پارتو بهين جواب هاي ارزيابي براي نظري مرجع يک عنوان به نيست، دستيابي قابل اهداف بين تضاد دليل به معمولاً که جواب اين رسيده اند.
زير به صورت z∗ = (z∗١ , z

∗
٢ , . . . , z

∗
k) ايده آل جواب باشند، مسئله هدف توابع f١, f٢, . . . , fk اگر ديگر، عبارت به مي شود. استفاده

مي شود: تعريف
z∗α = min

X⊆Rm
fα(X), (α = ١, ٢, . . . , k).

مي شود. ناميده ح مُرجَّ بهين جواب کند، انتخاب پاراتو بهين جواب هاي بين از تصميم گيرنده، که بهيني جواب هر .٣. ٨ تعريف

به بسته کاملاً جواب، اين انتخاب مي شود. ناميده رضايت بخش جواب سازد، برآورده را تصميم گيرنده انتظار سطح که جواب هر .٣. ٩ تعريف
شود. انتخاب پاراتو بهين جواب هاي بين از که ندارد لزومي و دارد تصميم گيرنده نظر

13Vilfredo Pareto
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غيرخطي کسري برنامه ريزي ۴
يا توابع اين از يکي حداقل به طوري که مي شود؛ ظاهر حقيقي تابع دو نسبت به صورت هدف، تابع غيرخطي، کسري برنامه ريزي مسائل در
مديريت با مرتبط علمي برنامه هاي فرمول بندي براي قدرتمندي تکنيک غيرخطي، کسري برنامه ريزي باشند. غيرخطي مسئله، محدوديت هاي

.[١٣] است توليد برنامه ريزي و مالي، مديريت پورتفوليو،
مي شود: تعريف زير به صورت غيرخطي کسري برنامه ريزي مسئله يک

min
X⊆Rm

f(X) =
N(X)

D(X)
(١ .۴)

s.t. Rt(X) ≤ ٠; (t = ١, ٢, . . . , q)
D(X) ̸= ٠

است. غيرخطي آن ها از يکي حداقل و حقيقي، توابعي ،Rt(X) و D(X) ،N(X) آن در که

کوپر و چارنز روش ۵
از استفاده با مي توانيم شد، معرفي کوپر١۵ ويليام و چارنز١۴ ابراهام توسط ١٩۶٢ سال در بار اولين براي که کوپر، و چارنز روش کمک به

.[٢] نماييم تبديل خطي برنامه ريزي مسئله ي يک به را خطي کسري برنامه ريزي مسئله ي يک مناسب، متغيرهاي تغيير
مي گيريم: نظر در زير به صورت را متغير m و قيد q با خطي کسري برنامه ريزي مسئله يک

min
X⊆Rm

f(X) =
CTX + η

DTX + θ
(١ .۵)

s.t. AX(≤=≥)B

X ≥ ٠

و DT = (d١, d٢, . . . , dm) و ،CT = (c١, c٢, . . . , cm) و حقيقي، اعدادي θ و η آن در که

A =

 a١١ . . . a١m
... . . . ...

aq١ . . . aqm

 , X =

 x١
...

xm

 , B =

 b١
...
bq


مي باشد.

کند. اختيار را مثبت مقادير تنها شدني، جواب هر ازاي به کسر مخرج و باشد ناتهي ،(١ .۵) مسئله شدني ناحيه کنيم فرض
مي بريم: به کار آن براي را زير متغير تغيير حال،

z =
١

DTX + θ
. (٢ .۵)

به جديد محدوديت يک عنوان به بايد که مي گردد حاصل زير تساوي ،(٢ .۵) رابطه روي بر وسطين طرفين روش اعمال با اين صورت، در
شود: اضافه مسئله

DTXz + θz = ١. (٣ .۵)

شد: خواهد تبديل زير شکل به خطي کسري برنامه ريزي نهايت، در و مي بريم، به کار X =
Y

z
متغير تغيير اکنون

min
Y⊆Rm,z∈R

f(Y, z) = CTY + ηz (۴ .۵)

s.t. AY (≤=≥)Bz

DTY + θz = ١
Y > ٠, z > ٠.

14Abraham Charnes
15William Cooper
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است. حل قابل M−بزرگ يا فازي دو روش به و بوده متغير (m+ ١) و قيد (q+ ١) داراي خطي، برنامه ريزي مسئله يک فوق، مسئله

باخ دينکل الگوريتم ۶
توسط ١٩۶٧ سال در که است غيرخطي و خطي کسري برنامه ريزي مسائل حل براي شده شناخته تکنيک هاي از يکي باخ دينکل الگوريتم
مسئله براي بهين جواب يک به دستيابي امکان غيرخطي، برنامه ريزي مسائل از دنباله اي حل با روش اين شد. معرفي باخ١۶ دينکل ورنر
اطلاعات از گيري بهره با سپس و شده محاسبه جديد بهين جواب يک روش، اين از تکرار هر در مي کند. فراهم را غيرخطي کسري برنامه ريزي

يابيم. دست اصلي مسئله بهين جواب به نهايت در تا مي شود محدودتر جست وجو فضاي آمده، به دست
اين از مي توان که دادند نشان همکارانش و رودنز١٧ اما شد. گرفته به کار محدب غيرخطي کسري برنامه ريزي مسائل براي ابتدا در روش اين

.[١٢] کرد استفاده نيز نامحدب غيرخطي کسري برنامه ريزي مسائل حل براي روش

نظر در را ϕ(µ) = min
X⊆Rm

{N(X)− µD(X) : µ ∈ R} کمکي تابع و (٢ .۴) مسئله جاگاناتان١٨): (قضيه [١٢] .١ .۶ قضيه
باشد: زير پارامتري مسئله براي بهين جواب يک X∗ اگر تنها و اگر است (٢ .۴) مسئله براي بهين جواب يک X∗ بردار بگيريد.

ϕ(µ∗) = N(X∗)− µ∗D(X∗) = ٠ (١ .۶)

آن در که

µ∗ =
N(X∗)

D(X∗)
. (٢ .۶)

مي شود. انجام قسمت دو در قضيه اين برهان اثبات.

بود. خواهد (١ .۶) مسئله براي بهين جواب يک X∗ آنگاه باشد، (٢ .۴) مسئله براي بهين جواب يک ،X∗ بردار اگر اوّل: قسمت
آنگاه: باشد، (٢ .۴) مسئله براي بهين جواب يک ،X∗ بردار اگر برهان.

µ∗ =
N(X∗)

D(X∗)
≤ N(X)

D(X)
, ∀X ⊆ Rm

داشت: خواهيم و مي کنيم ضرب D(X) در را فوق نامساوي ،D(X) بودن مثبت فرض با

N(X∗)

D(X∗)
D(X) ≤ N(X) ⇒ N(X)− N(X∗)

D(X∗)
D(X) ≥ ٠, ∀X ⊆ Rm

نوشت: توان مي (٢ .۶) رابطه به توجه با آنگاه

N(X)− µ∗D(X) ≥ ٠, ∀X ⊆ Rm

آوريم: مي به دست X ⊆ Rm روي فوق رابطه از گرفتن مينيمم با

min
X⊆Rm

{N(X)− µ∗D(X)} = ٠

داريم: X = X∗ ازاي به و
N(X∗)− µ∗D(X∗) = ٠

است. (١ .۶) مسئله براي بهين جواب يک X∗ مي دهد نشان اين که

16Werner Dinkelbach
17Ródenas
18Jagannathan’s theorem
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است. (٢ .۴) مسئله براي بهين جواب يک ،X∗ آنگاه باشد، (١ .۶) مسئله براي بهين جواب يک ،X∗ بردار اگر دوم: قسمت
آنگاه: باشد، (١ .۶) مسئله براي بهين جواب يک ،X∗ بردار اگر برهان.

٠ = N(X∗)− µ∗D(X∗) ≤ N(X)− µ∗D(X), ∀X ⊆ Rm

نوشت: مي توان (٢ .۶) رابطه به توجه با

N(X)− N(X∗)

D(X∗)
D(X) ≥ ٠ ⇒ N(X) ≥ N(X∗)

D(X∗)
D(X), ∀X ⊆ Rm

داشت: خواهيم و مي کنيم تقسيم D(X) بر را فوق نامساوي ،D(X) بودن مثبت فرض با

N(X∗)

D(X∗)
≤ N(X)

D(X)
, ∀X ⊆ Rm

است. (٢ .۴) مسئله براي بهين جواب يک X∗ بردار مي دهد نشان اين که

است: زير شرح به باخ دينکل الگوريتم

.µk =
N(Xk)

D(Xk)
کنيد تعريف و بگيريد، نظر در را Xk ⊆ Rm :١ گام •

کنيد. محاسبه را Xk+١ = arg min
X⊆Rm

{N(X)− µkD(X)} :٢ گام •

اين صورت، غير در کنيد. متوقف را مسئله حل روند بايد، و است، بهين جواب يک ،Xk+١ = X∗ آنگاه ،F (Xk+١) = ٠ اگر :٣ گام •
برويد. ۴ گام به

برويد. ٢ گام به و ،µk+١ =
N(Xk+١)

D(Xk+١)
دهيد قرار :۴ گام •

تک هدفه غيرخطي برنامه ريزي مسئله يک به را چندهدفه غيرخطي کسري برنامه ريزي مسئله يک مي توان باخ، دينکل الگوريتم از استفاده با
مي پردازيم. آن شرح به ادامه در که کرد تبديل

مي گيريم: نظر در را زير صورت به چندهدفه غيرخطي کسري برنامه ريزي مسئله يک .٢ .۶ لم

min
X⊆Rm

f(X) = (f١(X), f٢(X), . . . , fk(X)) (٣ .۶)

s.t. Rt(X) ≤ ٠; (t = ١, ٢, . . . , q)

آن: در که

fα(X) =
Nα(X)

Dα(X)
; (α = ١, ٢, . . . , k) (۴ .۶)

.Dα(X) ̸= ٠ همچنين است. غيرخطي ،Rt(X) و Dα(X) ،Nα(X) حقيقي توابع از يکي حداقل و
باشد: زير مسئله براي بهين جواب يک ،X∗ اگر تنها و اگر است (٣ .۶) مسئله براي پاراتو بهين جواب يک ،X∗ اين صورت، در

F (X∗) = min
X⊆Rm

k∑
α=١

(Nα(X)− µ∗
αDα(X)) (۵ .۶)

s.t. Rt(X) ≤ ٠; (t = ١, ٢, . . . , q)

آن: در که

µ∗
α =

Nα(X
∗)

Dα(X∗)
; (α = ١, ٢, . . . , k). (۶ .۶)
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مي شود. انجام قسمت دو در لم اين برهان اثبات.

بود. خواهد (۵ .۶) مسئله براي بهين جواب يک X∗ آنگاه باشد، (٣ .۶) مسئله براي پاراتو بهين جواب يک X∗ اگر اوّل: قسمت
اين صورت در نباشد، (۵ .۶) مسئله براي بهين جواب يک اما باشد، (٣ .۶) مسئله براي پاراتو بهين جواب يک X∗ کنيم فرض خلف: برهان

به طوري که: دارد وجود X ⊆ Rm

k∑
α=١

(Nα(X)− µ∗
αDα(X)) <

k∑
α=١

(Nα(X
∗)− µ∗

αDα(X
∗)) . (٧ .۶)

نوشت: مي توان (۶ .۶) رابطه به توجه با

Nα(X
∗)− µ∗

αDα(X
∗) = Nα(X

∗)− Nα(X
∗)

Dα(X∗)
Dα(X

∗) = ٠. (٨ .۶)

داريم: (٨ .۶) و (٧ .۶) روابط به توجه با همچنين

k∑
α=١

(Nα(X)− µ∗
αDα(X)) <

k∑
α=١

(
Nα(X)− Nα(X

∗)

Dα(X∗)
Dα(X)

)
< ٠. (٩ .۶)

باشيم: داشته ١ ≤ α ≤ k هر براي مي کنيم فرض اکنون

Nα(X)

Dα(X)
≥ Nα(X

∗)

Dα(X∗)
. (١٠ .۶)

داشت: خواهيم و مي کنيم ضرب Dα(X) در را (١٠ .۶) نامساوي ،Dα(X) بودن مثبت فرض با

Nα(X) ≥ Nα(X
∗)

Dα(X∗)
Dα(X) ⇒ Nα(X)− Nα(X

∗)

Dα(X∗)
Dα(X) ≥ ٠, (α = ١, ٢, . . . , k). (١١ .۶)

داشت: خواهيم (١١ .۶) نامساوي کردن جمع با

k∑
α=١

(
Nα(X)− Nα(X

∗)

Dα(X∗)
Dα(X)

)
≥ ٠, (١٢ .۶)

به طوري که: باشد داشته وجود ١ ≤ α ≤ k يک حداقل بايد بنابراين است. (٩ .۶) نامساوي با تناقض در که

Nα(X)

Dα(X)
<

Nα(X
∗)

Dα(X∗)
. (١٣ .۶)

نوشت: مي توان (۴ .۶) رابطه به توجه با

fα(X) < fα(X
∗), (α = ١, ٢, . . . , k).

دارد. تناقض است»، (٣ .۶) مسئله براي پاراتو بهين جواب يک X∗» که: اوّليه فرض با اين، و دارد غلبه X∗ بر X که معناست بدين اين
باشد. (۵ .۶) مسئله براي بهين جواب يک بايد ،X∗ بنابراين

بود. خواهد (٣ .۶) مسئله براي پاراتو بهين جواب يک X∗ آنگاه باشد، (۵ .۶) مسئله براي بهين جواب يک X∗ اگر دوم: قسمت
اين صورت در نباشد، (٣ .۶) مسئله براي پاراتو بهين جواب يک اما باشد، (۵ .۶) مسئله براي بهين جواب يک X∗ کنيم فرض خلف: برهان

به طوري که: دارد وجود X ⊆ Rm

fα(X) < fα(X
∗), (α = ١, ٢, . . . , k), (١۴ .۶)



١١١ ... حل در سيگنوميال هندسي برنامه ريزي رويکرد

نوشت: مي توان (۴ .۶) رابطه به توجه با
Nα(X)

Dα(X)
<

Nα(X
∗)

Dα(X∗)
, (α = ١, ٢, . . . , k). (١۵ .۶)

داشت: خواهيم و مي کنيم ضرب Dα(X) در را (١۵ .۶) نامساوي ،Dα(X) بودن مثبت فرض با

Nα(X) <
Nα(X

∗)

Dα(X∗)
Dα(X) ⇒ Nα(X)− Nα(X

∗)

Dα(X∗)
Dα(X) < ٠ (α = ١, ٢, . . . , k). (١۶ .۶)

داشت: خواهيم (١۶ .۶) نامساوي کردن جمع با
k∑

α=١

(
Nα(X)− Nα(X

∗)

Dα(X∗)
Dα(X)

)
< ٠. (١٧ .۶)

نوشت: مي توان (۶ .۶) رابطه به توجه با طرفي، از
k∑

α=١

(Nα(X)− µ∗
αDα(X)) < ٠. (١٨ .۶)

تساوي ،(٨ .۶) رابطه به توجه با
k∑

α=١

(Nα(X
∗)− µ∗

αDα(X
∗)) = ٠, (١٩ .۶)

X∗» که: اوّليه فرض با اين، و دارد (۵ .۶) مسئله در X∗ به نسبت کمتري مقدار ،X که مي دهد نشان (١٨ .۶) نامساوي پس است، برقرار
باشد. (٣ .۶) مسئله براي پاراتو بهين جواب يک بايد X∗ بنابراين دارد. تناقض است»، (۵ .۶) مسئله براي بهين جواب يک

پيشنهادي الگوريتم ٧
ماهيت دليل به مسائل، اين مي شود. معرفي چندهدفه غيرخطي کسري برنامه ريزي مسائل حل براي کارآمد ترکيبي روش يک بخش، اين در
دينکل باخ الگوريتم که حالي در مي کنند. ايجاد بهين جواب يافتن در را توجهي قابل چالش هاي شدني، فضاي بودن غيرمحدب و پيچيده
کسري برنامه ريزي مسائل چارچوب در پژوهش، اين در مي شود، شناخته کسري برنامه ريزي مسائل حل براي کلاسيک ابزار يک عنوان به
برنامه ريزي رويکرد و دينکل باخ الگوريتم تلفيق با پيشنهادي، روش است. شده گرفته به کار غيرمحدب سيگنوميال ساختار با چندهدفه غيرخطي
پيچيدگي کاهش به منجر امر اين مي سازد. فراهم اوليه محدب سازي به نياز بدون را مسائل از دسته اين حل امکان سيگنوميال، هندسي
کسري برنامه ريزي مسائل حل در آن عملکرد چگونگي و الگوريتم اين جزئيات ادامه، در مي گردد. مسئله حل فرايند کارايي بهبود و محاسباتي

شد. خواهد تشريح کامل به طور چندهدفه غيرخطي

است: زير شرح به پيشنهادي الگوريتم •

به است، خطي غير کسري برنامه ريزي مسئله يک به صورت که هدف تابع هر کوپر، و چارنز روش از استفاده با مرحله، اين در اوّل: گام
مقادير و شده حل مسئله اين سيگنوميال، هندسي برنامه ريزي رويکرد از بهره گيري با سپس، مي شود. تبديل غيرخطي برنامه ريزي مسئله يک
متغيرهاي بهين مقادير کوپر، و چارنز روش در شده تعريف متغير تغيير روابط کارگيري به با ادامه، در مي آيد. به دست يافته تغيير متغيرهاي بهين
.[١٠] مي دهند تشکيل را اصلي مسئله هدف توابع از يک هر براي ايده آل جواب هاي مقادير، اين مي شود. استخراج هدف توابع با مرتبط اصلي

مي شود استفاده باخ دينکل الگويتم از هدف، تابع هر براي اول گام از آمده به دست ايده آل جواب هاي اساس بر مرحله، اين در دوم: گام
شود. تبديل تک هدفه غيرخطي برنامه ريزي مسئله يک به است، چندهدفه غير خطي کسري برنامه ريزي مسئله يک که اصلي مسئله تا

استفاده تک هدفه غيرخطي برنامه ريزي مسئله حل براي سيگنوميال هندسي برنامه ريزي رويکرد از اول، گام مشابه مرحله، اين در سوم: گام
بود. خواهد چندهدفه غيرخطي کسري برنامه ريزي يعني اصلي، مسئله براي پاراتو بهين جواب يک مسئله، اين از حاصل بهين جواب مي شود.

داد. خواهيم قرار ارزيابي مورد عددي مثال يک ارائه با را پيشنهادي الگوريتم ادامه، در
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عددي مثال بررسي ٨

مي گيريم: نظر در را زير چندهدفه غيرخطي کسري برنامه ريزي مسئله .٨. ١ مثال

min
X⊆R٢

f١(X) =
x۴

١ − x٢
٢

x٢
١ + x−١

٢

min
X⊆R٢

f٢(X) =
x٢

١x
٣
٢ − x١

x٢
١ + x−١

٢

s.t. x−٣
١ x۵

٢ ≤ ١
X = (x١, x٢) > ٠.

آوريم. به دست را شده داده مسئله هدف توابع از يک هر براي ايده آل جواب هاي بايد ابتدا در حل.
مي کنيم: نام گذاري µ∗

١ را آن و آورده به دست را اول هدف تابع براي ايده آل جواب نخست

min
X⊆R٢

f١(X) =
x۴

١ − x٢
٢

x٢
١ + x−١

٢

s.t. x−٣
١ x۵

٢ ≤ ١
X = (x١, x٢) > ٠.

مي نماييم. تبديل غيرخطي برنامه ريزي مسئله يک به را مسئله اين کوپر، و چارنز الگوريتم از استفاده با

مي کنيم: تبديل زير به صورت را مسئله ،x٢ =
y٢

z
و x١ =

y١

z
متغيرهاي تغيير با منظور، اين براي

min
Y⊆R٢,z∈R

f١(Y, z) = y۴
١z

−٢ − y٢
٢

s.t. y٢
١ + y−١

٢ z٣ = ١
y−٣

١ y۵
٢z

−٢ ≤ ١
Y = (y١, y٢) > ٠, z > ٠.

مي کنيم: حل را فوق مسئله سيگنوميال، هندسي برنامه ريزي رويکرد از استفاده با اکنون،

g١(Y, z) = y۴
١z

−٢, g٢(Y, z) = y٢
٢, g٣(Y, z) = y٢

١

g۴(Y, z) = y−١
٢ z٣, g۵(Y, z) = y−٣

١ y۵
٢z

−٢, n = ۵, m = ٣

DD = n−m− ١ = ۵ − ٣ − ١ = ١ > ٠

مي نويسيم: را فوق مسئله دوگان اکنون بود. خواهد جواب داراي مسئله بنابراين،

max
δ⊆R۵

ν١(δ) = ζ٠

((
١
δ١

)δ١ ( ١
δ٢

)−δ٢ ( ١
δ٣

)δ٣ ( ١
δ۴

)δ۴ ( ١
δ۵

)δ۵

(δ٣ + δ۴)
δ٣+δ۴ (δ۵)

δ۵

)ζ٠

s.t. δ١ − δ٢ = ζ٠

۴δ١ + ٢δ٣ − ٣δ۵ = ٠
−٢δ٢ − δ۴ + ۵δ۵ = ٠
−٢δ١ + ٣δ۴ − ٢δ۵ = ٠,
δi > ٠, i = ١, ٢, . . . , ۵.



١١٣ ... حل در سيگنوميال هندسي برنامه ريزي رويکرد

نظر در ،ζ٠ = −١ مسئله اين در بنابراين، مي آيد. به دست منفي دوگان، متغيرهاي بهين مقادير فوق، مسئله در ،ζ٠ = +١ دادن قرار با
مي شود: استخراج زير شرح به دوگان متغيرهاي بهين مقادير لينگو، نرم افزار از استفاده با اکنون مي شود. گرفته

δ١ = ٠٫۴١٧, δ٢ = ١٫۴١٧, δ٣ = ٠٫٢۴٣, δ۴ = ٠٫٧۵٧, δ۵ = ٠٫٧١٨.

نتيجه در
max
δ⊆R۵

ν١(δ) = −٠٫٢۴٣.

مي آوريم: به دست را z و y٢ ،y١ بهين مقدار ،٢. ٣ نتيجه طبق اکنون

با: است برابر سيگنوميال، هندسي برنامه ريزي مسئله در هدف، تابع با متناظر جمله هر *

gi(X) = ζ٠δ
∗
i ν(δ

∗), (i = ١, ٢) ζ١−=٠⇒

{
g١ = −٠٫۴١٧ × (−٠٫٢۴٣) = ٠٫١٠١
g٢ = −١٫۴١٧ × (−٠٫٢۴٣) = ٠٫٣۴۴.

با: است برابر سيگنوميال، هندسي برنامه ريزي مسئله در قيود، با متناظر جمله هر *

gi =
δi
λt

, (t = ١, i = ٣, ۴) ⇒


g٣ =

δ٣

δ٣ + δ۴
=

٠٫٢۴٣
١

= ٠٫٢۴٣

g۴ =
δ۴

δ٣ + δ۴
=

٠٫٧۵٧
١

= ٠٫٧۵٧

gi =
δi
λt

, (t = ٢, i = ۵) ⇒ g۵ =
δ۵

δ۵
=

٠٫٧١٨
٠٫٧١٨

= ١.

داشت: خواهيم بنابراين

g١ = ٠٫١٠١
g٢ = ٠٫٣۴۴
g٣ = ٠٫٢۴٣
g۴ = ٠٫٧۵٧
g۵ = ١

⇒



y۴
١z

−٢ = ٠٫١٠١
y٢

٢ = ٠٫٣۴۴
y٢

١ = ٠٫٢۴٣
y−١

٢ z٣ = ٠٫٧۵٧
y−٣

١ y۵
٢z

−٢ = ١

⇒


y١ = ٠٫۴٩٣
y٢ = ٠٫۵٨٧
z = ٠٫٧۶٣.

مي کنيم: پيدا را مسئله اصلي متغيرهاي بهين مقدار نموديم، تعريف کوپر و چارنز روش در که متغيري تغيير روابط از اکنون،

xj =
yj
z
; (j = ١, ٢) ⇒


x١ =

y١

z
=

٠٫۴٩٣
٠٫٧۶٣

= ٠٫۶۴۶

x٢ =
y٢

z
=

٠٫۵٨٧
٠٫٧۶٣

= ٠٫٧۶٩

⇒ f٠٫)١۶۴۶, ٠٫٧۶٩) = −٠٫٢۴٣ = µ∗
١

مي آوريم: به دست را دوم هدف تابع براي ايده آل نقطه ي شکل همين به و

x١ = ١٫١٢٢, x١ = ٠٫۵٢٩ ⇒ f١٫١٢٢)٢, ٠٫۵٢٩) = −٠٫٢٩٧ = µ∗
٢.

اصلي مسئله هدف توابع روي را باخ دينکل الگوريتم مي توانيم دوم، و اول هدف توابع براي آمده دست به ايده آل جواب هاي از استفاده با اکنون
کنيم: پياده زير به صورت

F (X∗) = min
X⊆R٢

(
(x۴

١ − x٢
٢)− (−٠٫٢۴٣)(x٢

١ + x−١
٢ )
)
+
(
(x٢

١x
٣
٢ − x١)− (−٠٫٢٩٧)(x٢

١ + x−١
٢ )
)
.
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مي آيد: به دست زير به صورت نهايي مسئله نتيجه در

min
X⊆R٢

F (X) = x۴
١ − x٢

٢ + x٢
١x

٣
٢ − x١ + ٠٫۵۴x٢

١ + ٠٫۵۴x−١
٢

s.t. x−٣
١ x۵

٢ ≤ ١
X = (x١, x٢) > ٠.

مي کنيم: حل سيگنوميال هندسي برنامه ريزي رويکرد از بهره گيري با را فوق مسئله قبلي، مراحل مشابه

g١(X) = x۴
١, g٢(X) = x٢

٢, g٣(X) = x٢
١x

٣
٢, g۴(X) = x١

g۵(X) = ٠/۵۴x٢
١, g۶(X) = ٠/۵۴x−١

٢ , g٧(X) = x−٣
١ x۵

٢, n = ٧, m = ٢

DD = n−m− ١ = ٧ − ٢ − ١ = ۴ > ٠

مي نويسيم: را فوق مسئله دوگان اكنون بود. خواهد جواب داراي مسئله بنابراين،

max
δ⊆R٧

ν(δ) = ζ٠

(
(

١
δ١
)δ١(

١
δ٢
)−δ٢(

١
δ٣
)δ٣(

١
δ۴
)−δ۴(

٠٫۵۴
δ۵

)δ۵(
٠٫۵۴
δ۶

)δ۶(
١
δ٧
)−δ٧(δ٧)

δ٧

)ζ٠

s.t. δ١ − δ٢ + δ٣ − δ۴ + δ۵ + δ۶ = ζ٠

۴δ١ + ٢δ٣ − δ۴ + ٢δ۵ − ٣δ٧ = ٠
−٢δ٢ + ٣δ٣ − δ۶ + ۵δ٧ = ٠
δi > ٠, i = ١, ٢, . . . , ٧.

مي شود: استخراج زير شرح به دوگان متغيرهاي بهين مقادير لينگو، افزار نرم از استفاده و ζ٠ = +١ گرفتن نظر در با

δ∗١ = ٣٫١٠٧, δ∗٢ = ١١٫١٣٧, δ∗٣ = ٣٫۴٠۵, δ∗۴ = ١٢٫١٩٣
δ∗۵ = ۴٫١٧٣, δ∗۶ = ١٣٫۶۴۵, δ∗٧ = ۵٫١٣١.

نتيجه: در
max
δ⊆R٧

ν(δ∗) = ٠/٠۵٢.

مي آوريم: به دست را x٢ و x١ بهين مقدار ٢. ٣ نتيجه طبق اکنون
با: است برابر سيگنوميال، هندسي برنامه ريزي مسئله در هدف، تابع با متناظر جمله هر *

gi(X) = ζ٠δ
∗
i ν(δ

∗), (i = ١, . . . , ۶) ζ١+=٠−−−→



g١ = ٣/١٠٧ × (٠/٠۵٢) = ٠/١۶٢
g٢ = ١١/١٣٧ × (٠/٠۵٢) = ٠/۵٧٩
g٣ = ٣/۴٠۵ × (٠/٠۵٢) = ٠/١٧٧
g۴ = ١٢/١٩٣ × (٠/٠۵٢) = ٠/۶٣۴
g۵ = ۴/١٧٣ × (٠/٠۵٢) = ٠/٢١٧
g۶ = ١٣/۶۴۵ × (٠/٠۵٢) = ٠/٧١٠

با: است برابر سيگنوميال، هندسي برنامه ريزي مسئله در قيود، با متناظر جمله هر *

gi =
δi
λt

, (t = ١, i = ٧) ⇒ g٧ =
δ٧

δ٧
=

۵/١٣١
۵/١٣١

= ١
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داشت: خواهيم بنابراين

g١ = ٠/١۶٢
g٢ = ٠/۵٧٩
g٣ = ٠/١٧٧
g۴ = ٠/۶٣۴
g۵ = ٠/٢١٧
g۶ = ٠/٧١٠
g٧ = ١



x۴
١ = ٠/١۶٢

x٢
٢ = ٠/۵٧٩

x٢
١x

٣
٢ = ٠/١٧٧

x١ = ٠/۶٣۴
٠/۵۴x٢

١ = ٠/٢١٧
٠/۵۴x−١

٢ = ٠/٧١٠
x−٣

١ x۵
٢ = ١

⇒



x۴
١ = ٠/١۶٢

x٢
٢ = ٠/۵٧٩

x٢
١x

٣
٢ = ٠/١٧٧

x١ = ٠/۶٣۴
x٢

١ = ٠/۴٠٢
x٢ = ٠/٧۶١
x−٣

١ x۵
٢ = ١

مي شود: حاصل زير به صورت تک هدفه غيرخطي برنامه ريزي مسئله جواب نهايت، در

x∗
١ = ٠٫۶٣۴ , x∗

٢ = ٠٫٧۶١,

به دست زير به صورت f ∗
٢ و f ∗

١ مقادير همچنين، است. هدفه) دو غيرخطي کسري (برنامه ريزي اصلي مسئله براي پاراتو بهين جواب يک که
مي آيند:

f ∗
١ = −٠٫٢۴٣ , f ∗

٢ = −٠٫٢۶۶.

پيشنهادات و نتيجه گيري ٩

شده بررسي نامحدب سيگنوميال ساختار با چندهدفه غيرخطي کسري برنامه ريزي مسائل حل براي ترکيبي روش يک کارايي مقاله، اين در
(شامل سيگنوميال عبارات و تعابير وجود دليل به مسئله شدني فضاي بودن نامحدب مسائل، از دسته اين حل در اساسي چالش هاي از يکي است.
طراحي محدب مسائل حل براي عمدتاً که کلاسيک روش هاي است. محدوديت ها و هدف توابع در مختلف) علامت هاي با ضرايب و توان ها
پيچيدگي هاي اغلب محدب به نامحدب مسائل تبديل همچنين، مي شوند. روبه رو جدي محدوديت هاي با مسائلي چنين با مواجهه در شده اند،
ترکيب با پيشنهادي، روش شود. اصلي مسئله ويژگي هاي از برخي رفتن دست از به منجر است ممکن و دارد همراه به زيادي محاسباتي
مي سازد فراهم اوليه محدب سازي به نياز بدون را مسائل اين مستقيم حل امکان سيگنوميال، هندسي برنامه ريزي رويکرد و دينکل باخ الگوريتم
ذاتي پيچيدگي هاي علي رغم چندهدفه، غيرخطي کسري برنامه ريزي مسائل بهين جواب هاي به دستيابي در بالاتري کارايي و دقت نتيجه، در و
واقع، در باشند. سيگنوميال عبارات و تعابير شامل که مسائلي با مواجهه در به ويژه مي کند؛ ايجاد کلاسيک، روش هاي با مقايسه در مسائل اين
برنامه ريزي مسائل به به سادگي چندهدفه غيرخطي کسري برنامه ريزي مسائل که مي سازد فراهم را امکان اين دينکل باخ الگوريتم از استفاده
چشمگيري به طور را مسائل اين حل و تحليل توانايي بلکه مي بخشد، بهبود را نتايج کيفيت نه تنها تبديل اين شوند. تبديل تک هدفه غيرخطي
برنامه ريزي رويکرد از استفاده همچنين و کوپر، و چارنز تکنيک از بهره گيري با متغيرها تغيير در انعطاف پذيري اين، علاوه بر مي دهد. افزايش
نهايت در ويژگي ها اين مي کند. تسهيل را حل فرايند و کرده فراهم را محدوديت ها و اهداف دقيق تر مدل سازي امکان سيگنوميال، هندسي
براي نياز مورد تکرارهاي تعداد مي تواند که است آن روش اين مزاياي ديگر از مي شوند. محاسباتي هزينه هاي و مسئله حل زمان کاهش موجب
مثال، به عنوان دهد. کاهش مسئله اين هدف توابع تعداد از بيشتر مرتبه يک به تنها را چندهدفه غيرخطي کسري برنامه ريزي مسئله يک حل
خواهد حل قابل سيگنوميال هندسي برنامه ريزي رويکرد از استفاده بار سه با تنها هدف، تابع دو با غيرخطي کسري برنامه ريزي مسئله يک
برنامه ريزي حوزه در مؤثرتر راه حل هاي به دستيابي براي نقطه شروعي به عنوان بتواند پيشنهادي روش که مي شود سبب مزايا اين مجموع بود.
پژوهش هاي در مي شود پيشنهاد دهد. قرار عرصه اين پژوهشگران روي پيش را جديدي افق هاي و شود گرفته نظر در چندهدفه غيرخطي
بهبوديافته روش هاي توسعه به و گيرد قرار بررسي مورد زيستي محيط يا اقتصادي مسائل مانند ديگري زمينه هاي در رويکرد اين اثرات آتي،

شود. ويژه اي توجه بزرگ تر، ابعاد با مسائلي حل براي

تشکر و تقدير
تشکر و تقدير SCU ·MM١۴٠۴ · ۴١۴ شماره پژوهانه تحت مالي حمايت دليل به اهواز چمران شهيد دانشگاه از مقاله نويسندگان

مي نمايند.
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Abstract: In this paper, a hybrid and efficient method is presented for solving multi-objective non-linear
fractional programming problems with a non-convex signomial structure. These problems, due to their
inherent complexities, pose significant challenges in the field of mathematical optimization. Unlike clas-
sical methods, the proposed method does not require initial convexification of the problem and allows for
the direct solution of non-convex problems. This feature significantly reduces the computational com-
plexity and solution time of the problem, offering a more efficient approach than classical methods. In this
method, the ideal solutions for each objective function are first calculated independently. In this regard, the
Charnes-Cooper transformation is used to convert each objective function from a non-linear fractional form
into a non-linear programming problem. Subsequently, the signomial geometric programming approach
is employed to model the objective functions and constraints more accurately and to calculate the optimal
values of the problem variables. These values are the ideal solutions for each objective function. Then, the
Dinkelbach’s algorithm is applied to transform the original problem (multi-objective non-linear fractional
programming) into a single-objective non-linear programming problem, which facilitates the solution pro-
cess. Finally, the signomial geometric programming approach is used again to solve this single-objective
programming problem. The optimal solution of this problem is considered a Pareto optimal solution for
the original problem. At the end of the paper, a numerical example is provided to evaluate the accuracy
and efficiency of the proposed method.

Keywords: Multi-objective Nonlinear Fractional Programming, Charnes and Cooper Method,
Dinkelbach’s Algorithm, Signomial Geometric Programming.
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