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در مي پردازد. آنها ويژگي هاي و غيردوطرفه حلقه هاي در ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هاي بررسي به مقاله اين چکيده:
فرض اين با زيرحلقه ها، اين رفتار آن از پس و مي شود ارائه ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هاي    ويژگي هاي و تعريف ابتدا،
زيرحلقه ها اين از ويژگي هايي چگونه که مي شود داده نشان و مي گردد بررسي ue-حلقه ها در باشند، معکوس نگه دار که
معکوس پذير، يا است مرکزي يا عضو هر آنها در که دوطرفه، شديداً حلقه هاي سپس، مي شود. منتقل اصلي حلقه به
حلقه ها، اين از بديهي مثال هاي به عنوان تقسيم حلقه هاي و تعويض پذير حلقه هاي گرفتن نظر در با مي شوند. بررسي
و هستند موضعي حلقه ها اين غيربديهي، حالت در که مي شود داده نشان سرانجام مي شود. ارائه  غيربديهي نمونه يک
حلقه که مي شود ثابت اين بر علاوه و است حلقه جمعي جابجاگر عناصر مجموعه پوچ ساز آنها يکتاي ماکسيمال ايده آل

است. ميدان يک ماکسيمال ايده آل اين از حاصل خارج قسمتي

ue-حلقه. معکوس نگه دار، زيرحلقه دوطرفه، شديداً حلقه دوطرفه، حلقه کليدي: واژه هاي

16D25; 16L30; 16U60;16P20 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
زيرحلقه يِ مفهوم نيست. برقرار ١ = ٠ تساوي هيچ يک، در و بوده يک دار و شرکت پذير حلقه ها همه که است اين بر فرض مقاله، اين در
يکتا مينيمال زيرحلقه ي با دامنه هايي بررسي به پژوهش اين در او شد. معرفي [٩] در گيلمر توسط ابتدا جابجايي، حلقه هاي در ماکسيمال
جلب ماکسيمال جابجايي زيرحلقه هاي به را رياضي دانان توجه که کرد ارائه کليدي قضيه اي [١٨] در شور ،١٩٠۵ سال در است. پرداخته
برابر حداکثر مختلط اعداد ميدان روي n× n ماتريس هاي حلقه در ماکسيمال جابجايي زيرحلقه ي يک بُعدِ که مي کند بيان قضيه اين نمود.
که مطالعاتي اين، وجود با نمي کند. تضمين را جابجايي حلقه ي يک در ماکسيمال جابجايي زيرحلقه هاي وجود زورن، لم است. [n٢

۴ ] + ١
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،[٣] ،[٢] ،[١]) هستند جابجايي ماکسيمال زيرحلقه ي داراي جابجايي حلقه هاي اکثر که مي دهد نشان شده، انجام آذرنگ و کرم زاده توسط
ويژگي هاي و خواص دارد. وجود همواره جابجايي زيرحلقه ي  ماکسيمال ناجابجايي، حلقه ي يک در جابجايي، حلقه هاي بر خلاف .( [۵] و [۴]

است. شده بيان [١۵] مرجع در نظري و کرم زاده توسط زيرحلقه ها اين
همچنين، باشد. ماکسيمال شمول رابطه به نسبت سره، زيرحلقه هاي مجموعه در که است زيرحلقه اي ماکسيمال، زيرحلقه ي از منظور
باشد. ماکسيمال شمول، رابطه به نسبت سره، جابجايي زيرحلقه هاي مجموعه در که است زيرحلقه اي ماکسيمال، جابجايي زيرحلقه ي از منظور
زيرحلقه ي مفهوم دو بود، خواهند جابجايي سره زيرحلقه هاي تمامي که دليل اين به باشد، جابجايي حلقه يک R هرگاه باشيم داشته توجه
دوطرفه آن راست ايده آل هر هرگاه گوييم راست دوطرفه را R حلقه ي شد. خواهند منطبق هم بر ماکسيمال جابجايي زيرحلقه ي و ماکسيمال
چپ و راست دوطرفه هرگاه گوييم دوطرفه را R حلقه ي باشد. دوطرفه آن چپ ايده آل هر هرگاه گوييم چپ دوطرفه مشابه، به طور و باشد،
مي شود ثابت زورن لم بر بنا آن وجود که ماکسيمال جابجايي زيرحلقه مفهوم دو بر علاوه  باشد، ناجابجايي دوطرفه حلقه ي يک R هرگاه باشد.
که است زيرحلقه اي ماکيسمال، دوطرفه زيرحلقه ي از منظور است. طرح قابل نيز ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه ي مفهوم ماکسيمال، زيرحلقه و
وضعيت دوطرفه، حلقه هاي در ماکسيمال زيرحلقه ي دوطرفه وجود عدم يا وجود مورد در باشد. ماکسيمال سره، دوطرفه زيرحلقه هاي بين در
حالتي در (١) گيرند: قرار مطالعه مورد بايد حلقه ها از دسته دو در ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هاي بنابراين ، است. جابجايي حالت مانند دقيقاً
حالت اين در وضعيت که غيردوطرفه، ناجابجايي حلقه هاي (٢) است؛ جابجايي حالت مانند دقيقاً حالت اين که باشد، دوطرفه حلقه يک R که

است. دوم حالت بررسي مقاله، اين در ما هدف است. ناجابجايي حلقه هاي در جابجايي ماکسيمال زيرحلقه هاي وجود مانند
معکوس پذير يا مرکزي عضوش هر که (حلقه اي خاص دوطرفه حلقه ي نوع يک به دوطرفه ، حلقه هاي اعضاي روي بر مطالعه هنگام در ما
حلقه هاي شناخته شده ي ساختار دو از تعميمي مي توان را دوطرفه شديداً حلقه هاي واقع  ، در ناميديم . دوطرفه شديداً را آن که کرديم برخورد است)
J و I ايده آل دو هر براي (يعني است جابجا پذير دل خو اه ايده آل دو هر ضرب آنها در که حلقه هايي دانست؛ قوي دوطرفه حلقه هاي دوطرفه  و

مي دهيم. ارجاع [٢٠ ،١٢ ،۶] به را خواننده دوطرفه، حلقه هاي مورد در بيشتر اطلاعات براي باشد). برقرار IJ = JI تساوي ،R از
همچنين، مي بريم. به کار R حلقه ي مرکزي اعضاي و معکوس پذير اعضاي مجموعه براي به ترتيب را Cen(R) ،U(R) نمادهاي ما
مي باشد. حلقه پوچ راديکال Nil∗(R) و R حلقه مينيمال (چپ) راست ايده آل هاي همه ي جمع ،(Soc(RR)) Soc(RR) نماد از منظور
حالت در مي کنيم. استفاده R حلقه ي در X راست و چپ پوچ ساز نمايش براي به ترتيب r(X) ،l(X) نمادهاي از ،X ⊆ R چنان چه
هر با که R حلقه ي در I چپ ايده آل مي دهيم. نمايش r(a) و l(a) نمادهاي با به ترتيب را X راست و چپ پوچ ساز ،X = {a} خاص
مي گردد. تعريف مشابه به طور اساسي راست ايده آل مي شود. ناميده اساسي چپ ايده آل يک باشد، داشته ناصفر اشتراک R ناصفر چپ ايده آل
اساسي (راست) چپ ايده آل يک آنها (راست) چپ پوچ ساز که مي گيريم R حلقه عضوهاي همه مجموعه را (Zr(R)) Zl(R) مجموعه
ناميده R حلقه راست تکين ايده آل و چپ تکين ايده آل به ترتيب که هستند R حلقه ي از ايده آل هايي Zr(R) و Zl(R) واقع، در باشد.
مي نامند. چپ ناتکين حلقه يک را آن ،Zl(R) = ٠ صورتي که در و چپ تکين حلقه يک را R حلقه ي ،Zl(R) = R چنان چه مي شوند.
يکتا ماکسيمال چپ ايده آل يک داراي هرگاه مي نامند موضعي را R حلقه ي مي شوند. تعريف مشابه به طور راست ناتکين و راست تکين حلقه
به طور يا و باشد ماکسيمال راست ايده آل يک داراي اگر تنها و اگر است موضعي R حلقه است شده ثابت ،[١. ١٩ قضيه ،١٧] در باشد.
پوچ توان عضو فاقد هرگاه مي نامند کاهش يافته را R حلقه ي دهد. تشکيل گروه يک حلقه، ضرب عمل با R \U(R) اگر تنها و اگر معادل ،
عبارت ،R حلقه ي در y و x عضو دو هر براي مي گويند. نيم اول باشد نداشته ناصفر ي پوچ توان چپ ايده آل هيچ که را حلقه اي و باشد، ناصفر
خواننده و آمده [١٧ ،١۶] در است، نياز مورد حلقه ها مورد در هرآنچه که مي شود نشان خاطر مي نامند. y و x جمعي جابجاگر را xy− yx

بنگرد. را منابع اين بيشتر جزئيات ديدن براي مي تواند

ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هاي ٢
به عنوان دوطرفه، ماکسيمال زيرحلقه هاي مي شود. پرداخته غيردوطرفه حلقه هاي در دوطرفه ماکسيمال زيرحلقه هاي بررسي به بخش، اين در
حلقه ها جبري ساختار تحليل در مهمي نقش هستند، ماکسيمال شمول رابطه به نسبت سره دوطرفه زيرحلقه هاي مجموعه در که زيرحلقه هايي
و بديهي مثال هاي از استفاده با سپس، مي شود. بررسي آنها اساسي ويژگي هاي و شده ارائه زيرحلقه ها اين دقيق تعريف ابتدا، مي کنند. ايفا
جمله از اصلي، حلقه جبري خواص و دوطرفه ماکسيمال زيرحلقه هاي بين ارتباط ادامه، در مي گردد. روشن تر زيرحلقه ها اين خواص غيربديهي،
غيردوطرفه حلقه هاي در زيرحلقه ها اين وجود زورن، لم مانند ابزارهايي از بهره گيري با همچنين، مي شود. تحليل بودن، نوتري و بودن موضعي

مي شود. ارائه آنها ساختار درباره نتايجي و شده اثبات

زيرحلقه ي S و R بين هرگاه گوييم ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه ي را R از S سره زيرحلقه باشد. حلقه يک R کنيم فرض .٢. ١ تعريف
نباشد. موجود ديگري دوطرفه

ماکسيمال ايده آل M = ٠ که آن جايي  از باشد. △ = {(a, a) : a ∈ R} و تقسيم حلقه يک R کنيم فرض مثال، به عنوان
است. R×R ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه △ ،[٢. ٢ قضيه ،١] بر بنا پس است، R

مي کنيم. بيان را دوطرفه حلقه ي يک از ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه از غيربديهي مثال يک زير در



١٣٩ ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هاي

مي کنيم: تعريف زير به صورت را T حلقه ي باشد. تقسيم حلقه يک R کنيم فرض .٢. ٢ مثال

T =

{[
a b
٠ a

]
: a, b ∈ R

}
که ديد مي توان به سادگي اين صورت در .([٨] مرجع از ٢. ١ (لم است دوطرفه حلقه يک T

M =

{[
٠ b
٠ ٠

]
: b ∈ R

}
،[٢. ٢ قضيه ،١] طبق پس است. T در ماکسيمال ايده آل يک

R′ = diag(T × T ) +M ×M =

{([
a x
٠ a

]
,

[
a y
٠ a

])
: a, x, y ∈ R

}
است. T × T از ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه ي يک

بود. خواهد دوطرفه زيرحلقه اي خود حلقه، يک دوطرفه زيرحلقه هاي از دل خواه زنجير هر اجتماع مي دهيم نشان زير گزاره در

است. دوطرفه زيرحلقه ي يک نيز
∪

i∈I Ri آن گاه باشد، حلقه يک دوطرفه زيرحلقه هاي از دل خواه زنجير يک {Ri}i∈I اگر .٢. ٣ گزاره

معادل، به طور .aR = Ra باشيم داشته ،a ∈ R هر براي اگر تنها و اگر است دوطرفه R حلقه ي يک که مي کنيم يادآوري ابتدا اثبات.
اکنون .ab = b

′
a = a

′
b به طوري که باشند داشته وجود a′

, b
′ ∈ R عناصر ،a, b ∈ R هر براي اگر تنها و اگر است دوطرفه R

چون .b ∈ Rk و a ∈ Rn که دارند وجود I در k و n انديس هاي آن گاه باشند. دل خواه عضو دو a, b ∈
∪

i∈I Ri کنيم فرض
پس است، دوطرفه حلقه يک Rk طرفي از .a, b ∈ Rk کنيم فرض مي توانيم کليت، دادن دست از بدون است، زنجير يک {Ri}i∈I

است. دوطرفه
∪

i∈I Ri بنابراين .ab = b
′
a = a

′
b به طوري که دارند وجود

∪
i∈I Ri در نتيجه در و Rk در a′

, b
′ عناصر

است. ماکسيمال جابجايي) لزوماً (نه دوطرفه زيرحلقه داراي غيردوطرفه حلقه هر .۴ .٢ نتيجه

دارد. قرار ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه يک در غيردوطرفه، حلقه يک از زيرحلقه  دوطرفه هر مي دهد نشان زير ملاحظه ي

ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه ي ،R Dاز دوطرفه زيرحلقه ي هر براي اين صورت در باشد. غيردوطرفه حلقه ي Rيک کنيم فرض .۵ .٢ ملاحظه
.D ⊆ S که است موجود S

مي گيريم: نظر در را زير مجموعه باشد. R از دوطرفه زيرحلقه يک D و حلقه ي غيردوطرفه يک R کنيم فرض اثبات.
Σ = {L : D ⊆ L, {Lدوطرفه

استفاده با بود، خواهد دوطرفه زيرحلقه يک دوطرفه، زيرحلقه هاي از دل خواه زنجير هر اجتماع چون .Σ ̸= ∅ داريم ،D ∈ Σ که آن جا از
داشت. خواهد S مانند ماکسيمال عضوي Σ مجموعه زورن، لم از

R از ماکسيمال جابجايي) لزوماً (نه دوطرفه زيرحلقه يک در r ∈ R دل خواه عضو هر آن گاه باشد، غيردوطرفه حلقه يک R اگر .۶ .٢ لم
دارد. قرار

بر بنا مي باشد. r شامل که است R از دوطرفه زيرحلقه ي يک C[r] اين صورت، در باشد. R حلقه مرکز C و r ∈ R کنيم فرض اثبات.
.r ∈ S نتيجه در و ،C[r] ⊆ S به طوري که دارد وجود R از S ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه ،۵ .٢ ملاحظه ي

مي کند. پيدا سرايت اصلي حلقه به ماکسيمال، دوطرفه زيرحلقه بودن موضعي چگونه مي دهد نشان زير گزاره

حلقه ي يک نيز R آن گاه باشد، موضعي R از ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه ي هر اگر باشد. غيردوطرفه حلقه يک R کنيم فرض .٢. ٧ گزاره
است. موضعي

زيرحلقه ،r ∈ R هر به ازاي ،۶ .٢ لم از استفاده با اين صورت در باشد، موضعي R از ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هر کنيم فرض اثبات.
موضعي حلقه يک نيز R نتيجه در است، معکوس پذير ١ − r يا r مي دهد نشان مطلب اين دارد. وجود r شامل S ماکسيمال دوطرفه

است.
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موضعي که است ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه ي يک داراي حداقل نباشد، موضعي که غيردوطرفه حلقه هر مي کند بيان فوق گزاره .٢. ٨ تذکر
نيست.

[R :
∩

i∈I Ri] اگر Rباشد. ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هاي همه مجموعه {Ri}i∈I و غيردوطرفه حلقه Rيک کنيم فرض .٢. ٩ قضيه
است. ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه متناهي تعداد داراي R آن گاه باشد، متناهي

زيرگروه هاي تعداد نتيجه، در و است متناهي گروه يک R∩
i∈I Ri

اين صورت، در باشد. متناهي [R :
∩

i∈I Ri] فرض کنيم اثبات.

دارند؛ قرار
∩

i∈I Ri و R بين که هستند زيرحلقه هايي با متناظر زيرگروه ها اين که است بديهي ديگر، سوي از است. متناهي R∩
i∈I Ri

است. متناهي نيز زيرحلقه ها اين تعداد بنابراين،

اگر اين صورت در باشد. R ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هاي همه مجموعه {Ri}i∈I و غيردوطرفه حلقه يک R کنيم فرض .٢. ١٠ نتيجه
است. خود دوطرفه زيرحلقه هاي روي کاهشي و افزايشي زنجير شرط داراي R آن گاه باشد، متناهي [R :

∩
i∈I Ri]

ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه ي متناهي تعداد تنها R حلقه ي آن گاه باشد، متناهي [R :
∩

i∈I Ri] اگر که داديم نشان ٢. ٩ قضيه ي در
دوطرفه زيرحلقه ي متناهي تعداد داراي R اگر ديگر، بيان به است؟ برقرار نيز نتيجه اين عکس آيا که است اين طبيعي پرسش اکنون دارد.

آورد؟ به دست نتيجه اي نيز [R :
∩

i∈I Ri] انديس بودن متناهي دربار  ي مي توان آيا باشد، ماکسيمال
مي کنيم. مطرح را زير گزار ه ي موضوع، اين بررسي براي

به را R مي توان آن گاه باشد، متناهي R ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هاي تعداد اگر باشد. غيردوطرفه حلقه يک R کنيم فرض .٢. ١١ گزاره
باشد. متناهي زيرحلقه ها اين اشتراک در R انديس به گونه اي که داد، کاهش ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هاي اين از کمتر ي تعداد اجتماع

گزاره ي٢. ١١ از .R =
∪n

i=١Ri داريم: ،۶ .٢ بنابه Rباشند. ماکسيمال دوطرفه ,R١زيرحلقه هاي R٢, . . . , Rn کنيم فرض اثبات.
[R :

∩k
i=١Ri] نتيجه در است. متناهي [R : Ri] انديس ،١ ≤ i ≤ k هر براي به طوري که ،R =

∪k
i=١Ri مي شود: نتيجه

است. متناهي

[R :
∩

i∈I Si] اگر Rباشد. ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هاي همه مجموعه {Si}i∈I غيردوطرفه، حلقه Rيک کنيم فرض .٢. ١٢ قضيه
است. نوتري نيز R خود اين صورت در باشد، نوتري R ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه ي هر و باشد متناهي

همه مجموعه {S١, . . . , Sn} کنيم فرض پس است. ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه متناهي تعداد داراي R ،٢. ٩ قضيه به توجه با اثبات.
داشت خواهيم اين صورت در باشد. R دل خواه (راست) چپ ايده آل يک I کنيم فرض اکنون باشد. R ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هاي
هر براي اگر است. مولد متناهي ايده آل اين پس است، Si ايده آل يک I ∩ Si و نوتري Si هر که آن جا از .I =

∪n
i=١(I

∩
Si)

هر بنابراين، است. I مولد مجوعه يک
∪n

i=١Ai که ديد مي توان به سادگي آن گاه باشد، I ∩ Si مولد مجموعه Ai ،١ ≤ i ≤ n
است. (راست) چپ نوتري حلقه يک R اين رو از و مولد متناهي R از (راست) چپ ايده آل

[R :
∩

i∈I Si] و R ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هاي همه مجموعه {Si}i∈I غيردوطرفه، حلقه يک R کنيم فرض .٢. ١٣ قضيه
است. آرتيني نيز R آن گاه باشد، آرتيني R ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه ي هر اگر اين صورت در باشد. متناهي

به توجه با باشد. R از (راست) چپ ايده آل هاي از نزولي زنجير يک I١ ⊃ I٢ ⊃ I٣ ⊃ . . . ⊃ In ⊃ . . . کنيم فرض اثبات.
به چون حالت اين در باشد. R از ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هاي همه ي از متشکل مجموعه ي {S١, S٢, . . . , Sn} کنيم فرض ،٢. ٩
،m ≥ ki هر براي به طوري که دارد وجود ki ∈ N ،١ ≤ i ≤ n هر براي است، آرتيني حلقه يک Si ،١ ≤ i ≤ n هر ازاي
فرض منظور، اين براي .It = It+١ مي کنيم ادعا .t = max{k١, . . . , kn} فرض کنيم اکنون .Si ∩ Im = Si ∩ Im+١
شده، گرفته نظر در فرض به توجه با اما .a ∈ Si به طوري که دارد وجود Si ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه ي اين صورت در ،a ∈ It کنيم

است. تمام کار و a ∈ It+١ بنابراين .Si ∩ It = Si ∩ It+١

ue-حلقه ها در ماکسيمال معکوس نگه دار دوطرفه زيرحلقه هاي ٣
نيست. کامل همواره تطابق، اين اما مي مانند؛ برقرار نيز دوطرفه حلقه هاي در طبيعي به طور جابجايي ، حلقه هاي شناخته شده ي خواص از بسياري
اساسي پرسش اين اين رو، از بود. نخواهد راست صفر مقسوم عليه ي لزوماً چپ، صفر مقسوم عليه ي يک دوطرفه، حلقه ي يک در نمونه، براي



١۴١ ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هاي

مقسوم عليه ي نيز چپ صفر مقسوم عليه ي هر دوطرفه، حلقه ي يک در که کرد تضمين مي توان قيودي يا شرايط چه تحت که: مي شود مطرح
باشد؟ راست صفر

حلقه اي هر در زورن، لم اساس بر کنيم. توجه ue-حلقه ها به موسوم حلقه ها از ويژه دسته اي به است لازم پرسش، اين به پاسخ براي
حائز ايده آل ها، ساختار ديدگاه از حلقه هايي چنين مطالعه ي اين رو، از مي شود. تضمين چپ سره ي اساسي ايده آل يک وجود نباشد، نيم ساده که

است. اهميت
راست ue-حلقه ي را R حلقه ي يک دقيق، به طور شدند. معرفي [١۴] در ديگران و کرم زاده توسط نخستين بار نوع ، اين از حلقه هايي
ايده آل يک تنها داراي R هرگاه مي خوانند، راست uem-حلقه ي و باشد؛ سره راست اساسي ايده آل يک داراي دقيقاً R هرگاه مي نامند،
همان چپ، به ايده آل هاي گرفتن نظر در با نيز چپ uem-حلقه ي و چپ ue-حلقه ي تعاريف مشابه، به طور باشد. ماکسيمال راست اساسي

مي دهد. ارائه ue-حلقه ها از مشخصه سازي يک بعد، گزاره مي شوند. ارائه صورت

باشد: برقرار زير شرايط از يکي اگر تنها و اگر است راست ue-حلقه يک R حلقه ([١۶ قضيه ،١۴]) .٣. ١ گزاره
است. M ٢ = ٠ و M ماکسيمال ايده آل يگانه با موضعي حلقه يک R (١)

نيست. آن از جمعوندي که است R از ماکسيمال ايده آل تنها Soc(RR) به طوري که است راست uem-حلقه يک R (٢)

است. راست صفر مقسوم عليه يک چپ صفر مقسوم عليه هر چگونه ue-حلقه ها در مي دهد نشان بعد گزاره

است. نيز راست صف مقسوم عليه ،R در چپ صفر مقسوم عليه هر اين صورت، در باشد. دوطرفه ue-حلقه ي يک R کنيم فرض .٣. ٢ گزاره

که مي دانيم است. منظم قوياً نتيجه در و منظم، R حلقه ي ،[١٨ قضيه ،١۴] بر بنا آ  ن گاه ،J(R) = ٠ اگر مي کنيم توجه نخست اثبات.
که کرد فرض مي توان کليت، از کاستن بدون بنابراين است. نيز راست صفر مقسوم عليه چپ، صفر مقسوم عليه هر منظم، قوياً حلقه هاي در

.J(R) ̸= ٠
است. نيز راست صفر مقسوم عليه a عنصر ،٣. ١ گزاره حالت هر در باشد، چپ صفر مقسوم عليه يک a اگر مي دهيم نشان اکنون

ديد مي توان به سادگي حالت، اين در باشد. M ٢ = ٠ شرط و M ماکسيمال ايده آل يگانه با موضعي حلقه ي يک R کنيم فرض ابتدا
است. برقرار حکم که

نيست. آن جمعوند که باشد R ماکسيمال ايده آل يگانه M = Soc(RR) و باشد uem-حلقه يک R کنيم فرض دوم، حالت در
وجود e مرکزي خودتوان يک آن گاه نباشد، اساسي N اگر است بديهي .a ∈ N که باشد ماکسيمالي ايده آل N کنيم فرض اين صورت، در
اگر اما است. راست صفر مقسوم عليه يک a مي دهد نشان که ،(١ − e)a = ٠ داشت خواهيم بنابراين .N = eR به گونه اي که دارد

است. برقرار همچنان حکم ،J(R)M = ٠ اينکه به توجه با و N = M آن گاه باشد، اساسي ايده آل N

S = Soc(RR) ساکل با موضعي راست ue-حلقه يک در را T ⊆ R ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه يک وجود که بعد قضيه
صورت بندي واقع در ،Rd ⊆ T و ،T ∩ U(R) = U(T ) است، S ساکل با راست ue-حلقه T به گونه اي که مي دهد نشان
که کرده اند اشاره نويسندگان ملاحظه، اين در است. شده بيان رسمي اثبات بدون [١۴] مرجع در ٣٩ ملاحظه در پيش تر که است ادعايي
به صورت را قضيه اين ما دارد. قرار S ساکل با ue-حلقه ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه يک در Rd =

∩
t∈S{r ∈ R : rt = tr}

چنين که مي دهد نشان قضيه اين کنيم. تأکيد ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هاي مطالعه اهميت بر تا کرده ايم ارائه کامل اثبات با و صريح
جبري خواص درک در مهمي نقش شد، اشاره قبلاً که همان طور و دارند وجود موضعي ue-حلقه هاي ساختار در طبيعي به صورت زيرحلقه هايي
آن تحت که کرد بررسي را شرايطي مي توان آيا که است اين دارد وجود رابطه اين در طبيعي به طور که سوال يک مي کنند. ايفا حلقه ها اين

باشد. ماکسيمال زيرحلقه يک خود Rd

T ⊆ R ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه آن گاه باشد. S = Soc(RR) راست ساکل با موضعي ue-حلقه يک R کنيم فرض .٣. ٣ گزاره
آن در که ،Rd ⊆ T و ،T ∩ U(R) = U(T ) است، S راست ساکل با راست ue-حلقه يک T که به گونه اي دارد وجود

.Rd =
∩

t∈S{r ∈ R : rt = tr}

راست ue-حلقه يک T و Rd ⊆ T که: مي کنيم تعريف T ⊆ R دوطرفه زيرحلقه هاي تمام مجموعه به صورت را F مجموعه اثبات.
در باشد. F در زنجير يک {Ti}i∈I کنيم فرض اکنون .F ̸= ∅ و ،Rd ∈ F ،[٣۶ قضيه ،١۴] طبق است. S راست ساکل با
زورن لم از دارد. بالا کران C در صعودي زنجير هر بنابراين .T ∈ F آن گاه ،T =

∪
i∈I Ti دهيم قرار اگر که است آشکار اين صورت

راست ساکل و مي شود شامل را Rd که است ماکسيمال ue-زيرحلقه يک عنصر اين دارد؛ ماکسيمال عنصر يک حداقل C که مي شود نتيجه
است. S همان آن

پيدا سرايت اصلي حلقه به Rd بودن آرتيني آن گاه باشد، موضعي ue-حلقه يک R اگر که مي دهد نشان ٣۶ قضيه ،[١۴] مرجع در
هستند، آرتيني نوتري، جابجايي حلقه هاي روي شده نشانده متناهي مدول هاي اينکه مورد در متليس مهم نتيجه ،[١١] در همچنن مي کند.

است. نوتري نيز R آن گاه باشد، نوتري Rd اگر که مي دهيم نشان نتيجه اين از استفاده با داده اند. نعميم دوطرفه حلقه هاي به
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است. نوتري نيز R آن گاه باشد، نوتري Rd اگر باشد. موضعي ue-حلقه حلقه يک R کنيم فرض .۴ .٣ گزاره

Rd که دريافت مي توان ،(۴ .٢ قضيه [١١]) طبق بنابراين است. متناهي توليد با S = Soc(Rd) مي دهد نشان Rd بودن نوتري اثبات.
است. نوتري نتيجه در و آرتيني R ،[٣۶ قضيه ،١۴] بر بنا اين رو از است. آرتيني

است. آرتيني R آن گاه باشد، کرول بعد داراي Rd اگر باشد. موضعي ue-حلقه يک R کنيم فرض .۵ .٣ گزاره

و آرتيني حلقه يک Rd داشت خواهيم (١. ٢ گزاره [١٣]) به کارگيري با اکنون است. مدول لووي يک بنابراين و ue-حلقه يک Rd اثبات.
است. آرتيني حلقه يک R بنابراين

است. متناهي توليد با S = Soc(Rd) آن گاه باشد، کرول بعد داراي Rd اگر .۶ .٣ ملاحظه

که زيرحلقه، از عضوي هر معکوس که است اين ناجابجايي حلقه هاي در جابجايي ماکسيمال زيرحلقه هاي ويژگي هاي مهم ترين از يکي
زيرحلقه خصوصيات از بسياري ويژگي، اين پايه ي بر حقيقت، در مي باشد. زيرحلقه همان از عضوي خود است، معکوس پذير اصلي حلقه ي در

ببينيد). را [١۵]) مي شود منتقل زيرحلقه به حلقه از ــ ديگر ويژگي هر از فارغ ــ

در ،a ∈ S هر براي اگر مي نامند، معکوس نگه دار را S زيرحلقه ي باشد. آن زيرحلقه ي يک S و حلقه يک R کنيم فرض .٣. ٧ تعريف
باشد. داشته قرار S در نيز آن معکوس باشد، معکوس پذير R در a که  صورتي 

از يکي ادامه، در است. گرديده ارائه متعددي مثال هاي و شده پژوهش معکوس نگه دار زيرحلقه هاي درباره مفصل به طور [١٩] مرجع در
مي کنيم. بررسي را مثال ها اين

است. معکوس نگه دار S آن گاه باشد، R از منظم قوياً زيرحلقه يک S و حلقه يک R اگر .٣. ٨ مثال

به گونه اي که دارد وجود y ∈ S چون عنصري تعريف براساس باشد. R در معکوس پذير عنصري x ∈ S مي کنيم فرض اثبات.
و ،(١− xy) = ٠ مي گيريم نتيجه است، معکوس پذير x که آن جا از .x(١− xy) = ٠ نوشت مي توان تساوي اين از .x = x٢y

.x−١ = y ∈ S نتيجه در

R (حلقه ي منظم يکه R حلقه که مي کنيم يادآوري آن، بيان از پيش مي کند. بيان را فوق نتيجه عکس شرايطي، تحت بعد، گزاره
و اگر است (a = aua به طوري که باشد موجود u ∈ R معکوس پذير عنصر ،R به متعلق عنصر هر براي هرگاه مي شود ناميده منظم يکه
براي .Ra ∩ Re = ٠ و a = u + e به طوري که باشند موجود R در u وارون پذير و e خودتوان عناصر ،a ∈ R هر براي اگر تنها
هستند، مرکزي کاهش  يافته حلقه يک خودتوان هاي که دليل اين به همچنين نگريست. را [١ قضيه ،٧] مي توان مطلب اين اثبات مشاهده ي

است. منظم قوياً حلقه ي يک کاهش يافته، نيومان فون منظم حلقه هر که مي شود نتيجه به سادگي

است. منظم قوياً نيز باشد، حلقه مرکز شامل که R معکوس نگه دار زيرحلقه هر آن گاه باشد، منظم قوياً حلقه يک R اگر .٣. ٩ گزاره

دارند وجود R در u معکوس پذير و e خودتوان عناصر اين صورت در باشد. دل خواه عنصري a ∈ S و منظم قوياً R کنيم فرض اثبات.
خودتوان ها کاهش يافته حلقه هاي در و کاهش يافته منظم قوياً حلقه هاي که آن جا از .eR ∩ aR = ٠ و a = e + u به طوري که
پس است، معکوس پذير u چون معکوس نگه دار، زيرحلقه هاي تعريف براساس همچنين .e ∈ S نتيجه مي گيريم دارند، قرار حلقه مرکز در

است. منظم قوياً حلقه يک S که مي شود نتيجه aS ∩ eS = ٠ تساوي از اکنون .u−١ ∈ S

مي کنيم. بيان حلقه، معکوس نگه دار ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هاي درباره را نتايجي ادامه در

اگر به ويژه .J(R)∩S ⊆ J(S) ،R از S معکوس نگه دار زيرحلقه هر براي اين صورت در باشد. حلقه يک R کنيم فرض .٣. ١٠ گزاره
ماکسيمال ايده آل يگانه با موضعي نيز R از S معکوس نگه دار زيرحلقه هر آن گاه باشد، M ماکسيمال ايده آل يگانه با موضعي حلقه ي يک R

است. S ∩M

از است. معکوس پذير R در ١ − sx ،s ∈ S هر براي اين صورت، در باشد. دل خواه عضوي x ∈ J(R) ∩ S کنيم فرض اثبات.
حلقه ي يک R کنيم فرض اکنون مي شود. حاصل نظر مورد حکم بنابراين x ∈ J(S) مي گيريم نتيجه ،(١− sx)−١ ∈ S که آن جا

است. بديهي S بودن موضعي ،U(S) = U(R) ∩ S اينکه به توجه با باشد. آن از زيرحلقه اي S و   موضعي

،Nil(S) يعني ،S حلقه ي پوچ توان عناصر مجموعه با Nil∗(S) آن گاه باشد، دوطرفه حلقه ي يک S اگر که است آشکار .٣. ١١ ملاحظه
.Nil∗(R) ∩ S ⊆ Nil(S) آن گاه باشد، R دوطرفه ي زيرحلقه ي يک S اگر که است بديهي نکته، اين به توجه با است. برابر

است. برقرار زير نتيجه ي ٣. ١١ ملاحظه ي و ٣. ١٠ گزاره ي  به توجه با
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اين صورت، در باشند. معکوس نگه دار ،R از ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هاي همه و باشد غيردوطرفه حلقه يک R کنيم فرض .٣. ١٢ گزاره
دوطرفه زيرحلقه ي هر اگر تنها و اگر است شده تشکيل پوچ توان عناصر از آن ماکسيمال ايده آل تنها به طوري که است موضعي حلقه يک R

باشد. داشته اول ايده آل يک تنها R ماکسيمال

آن گاه باشد، R معکوس نگه دار زيرحلقه ي يک S اگر باشد. M يکتاي ماکسيمال ايده آل با موضعي حلقه يک R کنيم فرض .٣. ١٣ گزاره
.S ∩ Soc(RR) = Soc(SS) يا است، تقسيم حلقه يک S آن گاه ،M ٢ = ٠ اگر همچنين .S ∩ Soc(RR) ⊆ Soc(SS)

توجه با .S ∩M = ٠ که مي گيريم نظر در را حالتي ابتدا .M ̸= ٠ کنيم فرض بنابراين است. برقرار حکم آن گاه ،M = ٠ اگر اثبات.
S ∩ Soc(RR) = ٠ مي شود نتيجه است S ∩M ماکسيمال ايده آل يگانه با موضعي حلقه يک S چون ،٣. ١٠ گزاره ي و فرض به
از باشد. دل خواه عضوي ٠ ̸= x ∈ S ∩ Soc(RR) و S ∩ M ̸= ٠ کنيم فرض اکنون است. برقرار حکم نتيجه، در و
نتيجه در و است S در چپ مينيمال ايده آل يک Sx بنابراين .(S ∩ M)x = ٠ مي شود نتيجه ،MSoc(RR) = ٠ آن جا که
،S∩M = ٠ اگر اثبات، نخست بخش به توجه با حالت اين در .M = Soc(RR) آن گاه ،M ٢ = ٠ اگر اکنون .x ∈ Soc(SS)

.S ∩ Soc(RR) = Soc(SS) آن گاه ،S ∩M ̸= ٠ اگر و است ؛ تقسيم حلقه ي S آن گاه

دوطرفه زيرحلقه ي هر اين صورت، در باشد. نداشته نابديهي خودتوان هيچ به طوري که باشد، چپ ue-حلقه يک R کنيم فرض .١۴ .٣ گزاره
ue-حلقه. يک يا است، تقسيم حلقه يک يا ،R معکوس نگه دار و

چپ ايده آل هاي همه بنابراين و است چپ uem-حلقه يک همچنين R اين صورت ، در باشد. چپ ue-حلقه يک R کنيم فرض اثبات.
حلقه ماکسيمال ايده آل تنها و است حلقه ساکل استثناء ايده آل آن واقع، در مي شوند. توليد خودتوان عضو يک توسط يکي، جز به ،R ماکسيمال
R اين صورت، در باشد.  R از دوطرفه زيرحلقه ي يک S و نابديهي خودتوان بدون ue-حلقه يک R کنيم فرض اکنون مي شود. محسوب نيز
مي باشد. R ماکسيمال چپ ايده آل تنها N = Soc(RR) يا است، M ٢ = ٠ يا که است M مانند ماکسيمال چپ ايده آل يک داراي
R نتيجه در و است R ماکسيمال چپ ايده آل تنها M بنابراين، .N ٢ = ٠ داريم ،J(R)Soc(RR) = ٠ که آن جا از دوم، حالت در
،S ∩M = ٠ اگر است. S ∩M ماکسيمال ايده آل يگانه با موضعي حلقه يک نيز S ،٣. ١٠ نتيجه ي طبق است. موضعي حلقه يک

است. ue-حلقه يک S نيز حالت اين در و ،(S ∩M)٢ = ٠ آن گاه ،S ∩M ̸= ٠ اگر اما است. تقسيم حلقه يک S آن گاه

ue-حلقه ي يک يا تقسيم حلقه يک يا R از ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه هر اگر باشد. غيردوطرفه حلقه يک R کنيم فرض .١۵ .٣ گزاره
است. شده تشکيل پوچ توان عناصر از آن ماکسيمال ايده آل يگانه که است موضعي حلقه يک R آن گاه باشد، نابديهي خودتوان بدون

دوم توان که به گونه اي است، موضعي حلقه يک R ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه ي هر که مي شود مشاهده پيشين، گزاره ي به توجه با اثبات.
عضو يک r ∈ R کنيم فرض اکنون است. موضعي حلقه يک R ،٢. ٧ گزاره ي طبق بنابراين، است. صفر آن يکتاي ماکسيمال ايده آل
دارد، وجود M ماکسيمال ايده آل يگانه با S ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه ي يک ،۶ .٢ لم از استفاده با اين صورت، در باشد. معکوس ناپذير

مي آيد. دست به مطلوب نتيجه ي ،M ٢ = ٠ که آن جا از .r ∈ M به طوري که

آن ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه ي هر و ندارد نابديهي خودتوان عضو هيچ که باشد ناجابجايي حلقه يک R کنيم فرض .١۶ .٣ نتيجه
S ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه ي هر براي اگر تنها و اگر است چپ ue-حلقه يک يا تقسيم حلقه يک R اين صورت، در است. معکوس نگه دار

باشد: برقرار زير شرايط از يکي ،R از

است. تقسيم حلقه يک S .١

.S ∩ Soc(RR) = Soc(S) به گونه اي که است، ue-حلقه يک S .٢

فرض اکنون باشد. تقسيم حلقه يک نيز S که مي کند ايجاب S هر بودن معکوس نگه دار باشد. تقسيم حلقه يک R کنيم فرض ابتدا اثبات.
توان که است موضعي حلقه يک R است، آمده ١۴ .٣ در آنچه مشابه استدلال با باشد. نابديهي خودتوان بدون چپ ue-حلقه يک R کنيم

است. برقرار قضيه اول قسمت ،٣. ١٣ طبق بنابراين، است. صفر آن ماکسيمال ايده آل دوم
،r ∈ R هر براي زيرا است، تقسيم حلقه يک نيز R که است بديهي اين صورت، در باشد. تقسيم حلقه يک S کنيم فرض اکنون
باشد R از ماکسيمال دوطرفه ue-حلقه  ي يک S کنيم فرض حال .r ∈ S که دارد وجود R از S ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه ي يک
S ماکسيمال ايده آل تنها N = Soc(S) که است آشکار است. چپ ue-حلقه يک R که مي دهيم نشان نيست. تقسيم حلقه که
ماکسيمال ايده آل تنها M اگر است. موضعي حلقه يک R ،١۵ .٣ طبق بنابراين، .N = Soc(S) = S ∩ Soc(RR) و است
در .M = Soc(RR) که مي کنيم ادعا .N = S ∩ M = S ∩ Soc(RR) داريم ،٣. ١٠ گزار  ه ي طبق آن گاه باشد، R
دهيم نشان است کافي ادعا، اثبات براي مي شود. حاصل نظر مورد نتيجه ي و است چپ ue-حلقه يک R بنابراين و M ٢ = ٠ اين صورت،
است. x شامل که باشد R از ماکسيمال دوطرفه زيرحلقه ي يک T و ٠ ̸= x ∈ M کنيم فرض منظور، اين براي .M ⊆ Soc(RR)
آنچه طبق است. چپ ue-حلقه يک T فرض، به توجه با اين رو، از باشد. تقسيم حلقه يک نمي تواند T بنابراين و x ∈ M ∩T نتيجه، در

است. برقرار ١۴ .٣ از استفاده با اثبات ادامه ي .x ∈ Soc(RR) نتيجه در و ،T ∩M = T ∩ Soc(RR) شد، اثبات بالا در
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دوطرفه شديداً حلقه هاي ۴
از است. داشته ساختارها اين جبري ويژگي هاي و ماهيت درک در اساسي نقشي همواره آنها ويژه ي عناصر به توجه حلقه ها، ساختار بررسي در
اشاره مشابه موارد و خودتوان عناصر صفر، مقسوم عليه هاي معکوس پذير، عناصر مرکزي، عناصر به مي توان حلقه يک در خاص عناصر جمله
نظريه ي گسترش در قابل توجهي سهم يک هر که شده اند معرفي حلقه ها از گوناگوني کلاس هاي عناصر، اين رفتار پايه ي بر واقع، در کرد.
حلقه هاي و است) معکوس پذير يا صفر مقسوم عليه عضوشان هر که (حلقه هايي کوهن حلقه هاي به مي توان نمونه به عنوان  داشته اند. حلقه ها
معرفي به ما مقاله، اين در کرد. اشاره نوشت) معکوس پذير يک و خودتوان يک مجموع به صورت مي توان را آنها عضو هر که (حلقه هايي پاک
مي ناميم. دوطرفه شديداً حلقه هاي را حلقه ها اين و معکوس پذير، يا است مرکزي يا عضو هر آنها در که مي پردازيم حلقه ها از جديدي کلاس
حالت هاي به عنوان مطالعه اين در که مي شوند محسوب کلاس اين از ابتدايي نمونه هاي جابجايي حلقه هاي و تقسيم حلقه هاي که است بديهي

مي شوند.  گرفته نظر در بديهي

معکوس پذير. يا باشد حلقه مرکز در يا آن عضو هر اگر مي ناميم، دوطرفه شديداً را R حلقه .١ .۴ تعريف

مي دهد. ارائه دوطرفه شديداً حلقه هاي از غيربديهي نمونه يک زير مثال

با t و s حسب بر چندجمله اي ها حلقه کسرهاي ميدان T = K(s, t) و مجهول دو s, t دل خواه، ميدان يک K کنيم فرض .٢ .۴ مثال
مي دهيم قرار باشد. K ميدان در ضرايب

R =


a as b
٠ a at
٠ ٠ a

 : a, b ∈ T


است. دوطرفه شديداً حلقه يک ماتريس ها ضرب و جمع با R هستند. t و s به نسبت a جزيي مشتق ترتيب به at و as آن در که

زيرا نيست، جابجايي فوق حلقه که داريم توجه ابتدا sدر ١ ٠
٠ s ٠
٠ ٠ s

t ٠ ٠
٠ t ١
٠ ٠ t

 =

st t ١
٠ st s
٠ ٠ st


tاما ٠ ٠

٠ t ١
٠ ٠ t

s ١ ٠
٠ s ٠
٠ ٠ s

 =

st t ٠
٠ st s
٠ ٠ st


زيرا نيست، هم تقسيم ٠حلقه ٠ ١

٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 =

٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠


a as b
٠ a at
٠ ٠ a

 آن گاه باشد، ناصفر a اگر که است روشن باشد. R در دل خواه عضو يک

a as b
٠ a at
٠ ٠ a

 کنيم فرض اکنون

عضو هر براي که آن جا از .

a−١ −asa
−٢ (a)−٣(asat − ba)

٠ a−١ −ata
−٢

٠ ٠ a−١

 با است برابر آن معکوس و R در معکوس پذير عضو يک

داريم

٠ ٠ b
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 معکوس ناپذير

٠ ٠ b
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

c cs d
٠ c ct
٠ ٠ c

 =

٠ ٠ bc
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 =

c cs d
٠ c ct
٠ ٠ c

٠ ٠ b
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠


است. نابديهي دوطرفه شديداً حلقه يک R مي گيريم نتيجه
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مانند ماتريسي زيرحلقه هاي مثال، به عنوان باشند. مفيد C∗ جبرهاي مطالعه در مي توانند نابديهي دوطرفه شديداً حلقه هاي .٣ .۴ ملاحظه
ساختار اين در کليدي نقش معکوس پذير و مرکزي عناصر که جايي دارند، هيلبرت فضاهاي روي عملگر جبرهاي به شباهت هايي ،٢ .۴ مثال

دهد. ارائه ناجابجايي جبرهاي نظريه در جديدي ديدگاه هاي مي تواند ارتباط اين بررسي مي کنند. ايفا جبري

هستند. موضعي حلقه هايي نابديهي، دوطرفه شديداً حلقه هاي که مي دهد نشان زير قضيه

است. موضعي حلقه يک ناجابجايي دوطرفه شديداً حلقه ي هر .۴ .۴ قضيه

R در معکوس ناپذير عنصر يک x و معکوس پذير عنصر دو v و u باشد، ناجابجايي دوطرفه ي شديداً حلقه ي يک R کنيم فرض اثبات.
نيز xv و xu حاصل ضرب هاي همچنين، دارد. قرار حلقه مرکز در لزوماً x است، دوطرفه شديداً حلقه و معکوس ناپذير x چون باشند.

داريم اکنون دارند. قرار حلقه مرکز در بودن، معکوس ناپذير دليل به نيز، عنصر دو اين بنابراين، هستند. معکوس ناپذير

x(uv) = (xu)v = v(xu) = (vx)u = (xv)u = x(vu)

آن جابجاگرهاي مجموعه پوچ ساز ،R حلقه معکوس ناپذير عناصر مجموعه که مي دهد نشان تساوي اين .x(vu− uv) = ٠ نتيجه در و
است. موضعي حلقه ي يک R نتيجه در و مي دهد تشکيل ايده آل يک R معکوس ناپذير عناصر مجموعه بنابراين، است.

است. دوطرفه شديداً حلقه يک دوطرفه، شديداً حلقه هر همريخت تصوير .۵ .۴ ملاحظه

است. ميدان يک R

M
اين صورت در باشد، نابديهي دوطرفه شديداً حلقه يک R کنيم فرض .۶ .۴ گزاره

.ab − ba ∈ M دهيم نشان بايد R در b و a عضو دو هر براي پس است. جابجايي حلقه ي يک R

M
دهيم نشان است کافي اثبات.

معکوس پذير عضو يک ab− ba خلف فرض به بنا چون و M(ab− ba) = ٠ مي دهد نشان ،۴ .۴ قضيه اثبات آن گاه نباشد، چنين اگر
است. تناقض يک اين و است تقسيم حلقه يک R پس .M = ٠ که مي شود نتيجه است،

C اگر تنها و اگر است کاهش يافته R اين صورت در .C = Cen(R) و باشد دوطرفه شديداً حلقه يک R کنيم فرض .٧ .۴ ملاحظه
باشد. کاهش يافته

است. جابجايي حلقه يک R اين صورت در نيست. تقسيم حلقه که باشد کاهش يافته دوطرفه شديداً حلقه يک R کنيم فرض .٨ .۴ گزاره

مي دهيم: قرار C = Cen(R) فرض با .uv − vu ̸= ٠ که موجودند u, v ∈ R آن گاه نباشد، جابجايي R اگر اثبات.

E = {c ∈ C : uc ∈ C}

حالت دو .x = ٠ آن گاه ،xE = ٠ که باشد موجود x ∈ C اگر مي کنيم ادعا است. C ناصفر و سره ايده آل يک E که است آشکار
فرض اکنون .x = ٠ که مي رسيم نتيجه اين به u بودن معکوس پذير به دليل حالت اين در .ux = ٠ کنيم فرض ابتدا مي گيريم. نظر در
در که x٢ = ٠ پس .x ∈ E داشت خواهيم E تعريف به توجه با اين رو از و است مرکزي عضو يک ux حالت اين در .ux ̸= ٠ کنيم
عضو هر چون حال است. برقرار اشاره مورد ادعاي حالت هر در بنابراين .x = ٠ که مي کند ايجاب حلقه بودن کاهش يافته فرض اين صورت
معکوس پذير عضو يک uv − vu لذا و (uv − vu)E = ٠ داشت خواهيم است، جابجاگرها مجموعه پوچ ساز به متعلق معکوس ناپذير
يک R مي گيريم نتيجه و بوده نادرست خلف فرض بنابراين است. تناقض يک اين که E = ٠ مي آوريم به دست اين صورت در اما است.

است. جابجايي حلقه ي

نيست. کاهش يافته حلقه ي يک R آن گاه باشد، نابديهي دوطرفه شديداً حلقه يک R اگر .٩ .۴ نتيجه

لم است. R در اساسي راست ايده آل يک l(N) آن گاه باشد، R حلقه در پوچ توان ايده آل يک N اگر ،[ZA۵ تمرين ،١٠] با مطابق
مي آوريم. ادامه در را آن اثبات خواننده، مطالعه ي سهولت براي که است تمرين اين از ويژه اي حالت واقع در زير

است. اساسي ايده آل يک l(a) آن گاه باشد، پوچ توان عضو يک a ∈ R و دوطرفه حلقه يک R اگر .١٠ .۴ لم

که ويژگي اين با مي کنيم انتخاب طبيعي عدد کوچک ترين را k باشد. R حلقه در ناصفر و دل خواه ايده آل يک J کنيم فرض اثبات.
اساسي ايده آل يک l(a) بنابراين .l(a) ∩ J ̸= ٠ پس ،Jak−١ ⊆ l(a) ∩ J چون و Jak−١ ̸= ٠ اين صورت در .Jak = ٠

است. R
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کاهش يافته جابجايي حلقه يک R اين صورت در نيست، تقسيم حلقه که باشد ناتکين دوطرفه شديداً حلقه ي يک R کنيم فرض .١١ .۴ گزاره
است.

R حلقه در پوچ توان عضو يک a کنيم فرض است. کاهش يافته حلقه ي يک R دهيم نشان است کافي ،٨ .۴ گزاره ي به توجه با اثبات.
تناقض اين که ،Z(R) ̸= ٠ بنابراين .a ∈ Z(R) نتيجه در و است اساسي ايده آل يک l(a) مي دهد نشان قبل لم ،a ̸= ٠ اگر باشد.

است.

است. جابجايي حلقه آن باشد، متناهي دوطرفه شديداً حلقه ي يک معکوس پذير عناصر مجموعه  اگر که مي دهد نشان بعد گزاره ي

جابجايي حلقه ي يک R اين صورت، در باشد. معکوس پذير عنصر متناهي تعداد با دوطرفه شديداً حلقه ي يک R کنيم فرض .١٢ .۴ قضيه
است.

در بنابراين، مي باشد. جابجايي بنابراين و است ميدان يک ودربورن کوچک قضيه ي بر بنا R آن گاه باشد، تقسيم حلقه ي يک R اگر اثبات.
جابجايي R کنيم فرض  خلف، فرض به است. جابجايي حلقه ي يک R مي دهيم نشان و نباشد تقسيم حلقه ي يک R مي کنيم فرض ادامه
ايده  آل يگانه با موضعي حلقه ي يک R ،۶ .۴ گزاره ي بر بنا پس است. نابديهي دوطرفه ي شديداً حلقه ي يک R اين صورت، در نباشد.
گروه يک (R/M)∗ = R/M \ {٠} ضربي گروه نتيجه در و متناهي ميدان يک R/M فرض، بر بنا اين رو، از است. M ماکسيمال
اين اثبات براي است. حلقه مرکز C آن در که ،R = C[u] که مي کنيم ادعا .(R/M)∗ = ⟨u +M⟩ کنيم فرض است. دوري

به طوري که دارد وجود n طبيعي عدد اين صورت، در باشد. دل خواه عنصر يک x ∈ R \M کنيم فرض ادعا،

x+M = (u+M)n = un +M.

به صورت را x مي توان ديگر، به عبارت .x− un ∈ C داريم ،M ⊆ C که آن جايي از .x− un ∈ M بنابراين

x = un + c

دارد، قرار C[u] در x ∈ R هر بنابراين، .x ∈ C[u] که مي شود نتيجه ،un + c ∈ C[u] که آن جايي از .c ∈ C آن در که نوشت،
C[u] زيرا است، جابجايي حلقه يک R که مي دهد نشان اين .R = C[u] داريم ،C[u] ⊆ R چون طرفي، از .R ⊆ C[u] يعني

دارد. تناقض است، نابديهي دوطرفه ي شديداً حلقه ي يک R اينکه فرض با اين و است؛ جابجايي حلقه يک آشکارا

مي توان جهت، اين از مي دهد. تقليل ودربورن کوچک قضيه ي به را تقسيم حلقه هاي حالت قضيه، اثبات نخست بخش که مي کنيم توجه
معکوس پذير عناصر گروه بودن متناهي شرط زيرا دانست؛ حلقه ها از بزرگ تري کلاس براي ودربورن قضيه ي از طبيعي گسترشي را بالا نتيجه ي

مي کند. ايفا اساسي نقش نتيجه دو هر در

باشد. متناهي آن معکوس پذير عناصر مجموعه ي که ندارد وجود نابديهي دوطرفه ي شديداً حلقه ي هيچ .١٣ .۴ نتيجه
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Abstract: In this paper, we study maximal duo subrings in non-duo rings and investigate their structural
properties. First, the definition and properties of maximal duo subrings are presented. Assuming, that these
subrings are inverse-closed, their behavior in ue-rings is studied, and it is shown how certain properties
of these subrings are transferred to the original ring. Furthermore, extremely duo rings, in which every
element is either central or invertible, are introduced. Considering commutative rings and division rings
as trivial examples of these rings, a nontrivial example is also constructed. It is shown that, in the non-
trivial case, such rings are local, with the unique maximal ideal being the annihilator of the set of additive
commutators of the ring. Moreover, it is proved that the quotient ring modulo this maximal ideal is a field.
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