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عملگرها از خانواده ای برای مشترک موضعی ابردوری بردارهای

رضایی(٣) حمید و اسدی پور(٢)١ میثم و پارسا(١) راضیه سیده

ایران یاسوج، یاسوج، دانشگاه پایه، علوم دانشکده آمار، و ریاضی گروه (١),(٢),(٣)
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ترایای عملگرهای ابتدا می شود. بررسی عملگرها نظریۀ در اصلی موضوع دو پژوهش این در چکیده:
سپس می کنیم. مقایسه را X دلخواه باناخ فضای در موضعی توپولوژیک ترایای عملگرهای و توپولوژیک
معرفی موضعی توپولوژیک ترایای عملگرهای از خانواده ای برای را مشترک موضعی ابردوری بردارهای
مجموعه و مشترک موضعی ابردوری بردارهای مجموعه  میان ساختاری تفاوت چند همچنین، می کنیم.
مجموعه که داده ایم نشان مختلف، مثال های بررسی با درواقع می کنیم. ارائه را مشترک ابردوری بردارهای
مواردی در و چگال موارد برخی در تهی، موارد برخی در است ممکن مشترک موضعی ابردوری بردارهای
مشترک موضعی ابردوری بردارهای مجموعه رفتار تفاوت بیانگر موارد این باشد. تفکیک ناپذیر حتی دیگر

عملگرهاست. نظریه ی در مشترک ابردوری بردارهای مجموعه و

مشترک. موضعی ابردوری بردار موضعی، ابردوری عملگر ابردوری، عملگر کليدي: واژه هاي

37B99 ;47A16 ریاضی: رده بندی

مقدمه ١
در که بود ابردوری عملگرهای اولین از است) معروف نیز رولویچ عملگر به (که وزن دار عقب به انتقال عملگر اگرچه
دانشگاه در کیتای دکتری رساله با خطی دینامیک سیستمهای که است این بر اعتقاد اما ،[١٧] شد کشف ١٩۶٠ دهه
پرطرفدار شاخه درواقع کرد. تعیین را عملگرها نظریه از شاخه این در ریاضی تحقیقات مسیر که شد متولد [١۶] تورنتو
چگال مدارهای جمله از جدیدی پدیده های منظر، این از و می پردازد خطی تبدیل های تکرار نحوه بررسی به خطی دینامیک
ابردوری مفهوم که کرد ادعا میتوان و شدهاند واقع محققین توجه مورد دارند، اشاره ابردوری مفهوم به که خطی عملگرهای

مقاله مسئول ١نویسنده
rezaei@yu.ac.ir, (M. Asadipour) asadipour.mey@gmail.com, (S. R. Parsa) razieh0parsa@gmail.com

(H. Rezaei)

۶٣

rezaei@yu.ac.ir
asadipour.mey@gmail.com
razieh0parsa@gmail.com


٧٣-۶٣ صفحه ۴ شماره ١۵ دوره / ریاضی پیشرفته مدل سازی مجله / رضایی و اسدی پور و پارسا ۶۴

مفهوم زمینه، این در دقیقتر توضیح برای می شود. محسوب خطی دینامیک شاخه پیشرفت در مفاهیم تأثیرگذارترین از
مفهوم بررسی و معرفی به سپس و داد خواهیم ارائه ادامه در را عملگر یک بودن ابردوری با آن ارتباط و توپولوژیک ترایای

گردد. فراهم مقاله این ارائه انگیزه و هدف شرح برای زمینه تا میپردازیم موضعی توپولوژیک ترایای

توپولوژیک ترایای ١. ١
این صورت در است. X فضای روی کراندار خطی عملگر یک معرف T و تفکیک پذیر باناخ فضای یک X کنیم فرض
اشتراک بطوری که باشد، داشته وجود n نامنفی صحیح عدد ،X از V و U دلخواه باز زیرمجموعه دو هر به ازای اگر
T عملگر معکوس پذیری، صورت در به وضوح است. توپولوژیک ترایای عملگر یک T آنگاه باشد، ناتهی T n(U) ∩ V

می توان ،X بودن تفکیک پذیر اساس بر طرفی از باشد. توپولوژیک ترایای T−١ اگر فقط و اگر است توپولوژیک ترایای
x ∈ X بردار یک حداقل به ازای اگر فقط و اگر است توپولوژیک ترایای T که کرد ثابت به راحتی

orb(T, x) := {T kx; k = ٠, ١, ٢, ...} = X, [۶].

و گوئیم T عملگر برای ابردوری بردار یک را x بردار ،T عملگر برای بالا ویژگی با x ∈ X بردار وجود صورت در
T ابردوری عملگر وجود می گردد، مشاهده ابردوری عملگر تعریف از که همان طور می نامیم. ابردوری را T عملگر همچنین
فقط و اگر است تفکیک پذیر X که شده است ثابت طرفی از و می دهد نتیجه را X بودن تفکیک پذیر ،X باناخ فضای روی
HC(T ) نماد از نگارش، در اختصار رعایت برای ادامه در .[٣] باشد داشته وجود X فضای روی T ابردوری عملگر اگر
[۶] به میتوان عمیقتر توضیحات مشاهده برای کرد. خواهیم استفاده T عملگر ابردوری بردارهای مجموعه معرفی برای

کرد. مراجعه

موضعی توپولوژیک ترایای ١. ٢
تفکیک ناپذیر باناخ فضاهای گرفتن نادیده معنی به ابردوری عملگرهای مطالعه شد، داده توضیح قبل بخش در که همانگونه
وجود توپولوژیک ترایای عملگرهای تفکیک ناپذیر، باناخ فضاهای برخی روی است ممکن ابردوری، عملگر برخلاف و است
وجود توپولوژیکی ترایای عملگر هیچ ،ℓ∞(N) تفکیک ناپذیر باناخ فضای روی که است شده ثابت اما ،[١٠] باشد داشته
یا موضعی توپولوژیک ترایای عملگر توپولوژیک، ترایای عملگرهای مطالعه راستای در و توضیحات بنابراین .[٩] ندارد
موضعی توپولوژیک ترایای T ∈ B(X) عملگر واقع در است. گرفته قرار مطالعه مورد و معرفی [١٣] در J رده عملگر
عدد ،N ∈ N عدد هر و x ∈ U که X از U و V دلخواه باز زیرمجموعه دو به ازای هرگاه است، x ∈ X ناصفر بردار در
توپولوژیک ترایای عملگر هر به وضوح باشد. ناتهی T n(U) ∩ V اشتراک به طوری که باشد داشته وجود n > N صحیح
می توان ابردوری، عملگرهای تعریف مشابه است. موضعی توپولوژیک ترایای عملگر یک ،X تفکیک پذیر فضای یک روی
به ازای ابتدا منظور این برای کرد. معرفی X فضای بردارهای از زیرمجموعه ای براساس را توپولوژیک ترایای عملگر یک

میکنیم: تعریف زیر صورت به را X فضای از JT (x) زیرمجموعه x ∈ X بردار هر

JT (x) =

y ∈ X

∣∣∣∣∣
(١) ∃{xn}∞n=١ ⊂ X.

(٢) ∃{kn}∞n=١ ⊂ N : ∀n ∈ N, kn < kn+١

(٣) xn → x, T knxn → y.

 .

.JT (x) = X به طوری که باشد داشته وجود x ∈ X ناصفر بردار هرگاه است موضعی ابردوری T ∈ X عملگر سپس

.[۴] باشد موضعی توپولوژیک ترایای T اگر فقط و اگر است موضعی ابردوری T عملگر که کرد مشاهده به راحتی می توان
خواهیم استفاده T عملگر موضعی ابردوری بردارهای مجموعه معرفی برای JT نماد از نگارش، در اختصار رعایت برای
دو ،T ∈ B(X) عملگر برای ،X باناخ فضای بودن تفکیک پذیر فرض با که است اهمیت حائز نکته این بیان کرد.
به انتقال عملگر به ازای طرفی از و نمی باشند چگال دو هر یا و هستند چگال X در دو هر یا JT و HC(T ) مجموعه
ناتهی JλB مجموعه ،|λ| > ١ مختلط اعداد به ازای HC(λB) بودن تهی وجود با B : ℓ∞(N) −→ ℓ∞(N) عقب
[١٣] ،[١٢] ،[۵] ،[۴] مقالات می توان موضعی توپولوژیک ترایای عملگرهای مفهوم با بیشتر آشنایی برای .[١٣] است

کرد. مشاهده را [١٩] و



۶۵ مشترک موضعی ابردوری بردارهای

ارائه ابردوری عملگرهای و موضعی توپولوژیک ترایای عملگرهای بین تفاوت چند ٢ بخش در مقاله، این ادامه در
پایانی بخش در سپس شود. آشنا بیشتر J رده عملگر تعریف با خواننده تفاوت ها، این مطالعه اساس بر تا داد خواهیم
اینکه، مختصر توضیح می کنیم. معرفی بار اولین برای را عملگرها از خانواده ای برای مشترک موضعی ابردوری بردارهای
فضای یک روی ابردوری عملگرهای از شمارایی تعداد حتی یا سه دو، هرگاه که است این بئر رستهای قضیه مستقیم پیامد
چنین هستند. ابردوری عملگرها این همه برای همزمان به طور که دارند وجود بردارهایی باشیم، داشته تفکیکپذیر باناخ
عملگرها از شمارش ناپذیر خانواده های که می شود جالب زمانی مسئله اما می نامند. مشترک ابردوری بردارهای را بردارهایی
مشترک ابردوری بردارهای نیز شمارش ناپذیر خانواده های از برخی که است شده داده نشان [١] مرجع در بگیریم. نظر در را
شمارش ناپذیر خانوادههای برخی برای مشترک ابردوری بردارهای مجموعه بودن ناتهی [١١] مرجع در طرفی از و ندارند
باشد. مفید میتواند زمینه این در موضوعات بهتر درک و شناخت برای [١٨] و [٨] ،[٧] به مراجعه است. شده اثبات
عملگرهای از خانوادهای برای مشترک موضعی ابردوری بردارهای ٣ بخش در ما توضیحات، این براساس انگیزه کسب با
موضعی ابردوری بردارهای میان تفاوت مثال و قضیه چند ارائه با و کرد خواهیم معرفی را موضعی توپولوژیک ترایای
همانی عملگر معرف I نماد مقاله این در که است ذکر به لازم داد. خواهیم شرح را مشترک ابردوری بردارهای و مشترک

است. C مختلط اعداد فضای روی

ترایای عملگرهای و ابردوری عملگرهای میان تفاوت های برخی بررسی ٢
موضعی توپولوژیک

بنابراین و است موضعی توپولوژیک ترایای عملگر یک ،T ∈ B(X) ابردوری عملگر هر که شد داده توضیح مقدمه در
است. برخوردار بالایی اهمیت از عملگرها از رده دو این میان تفاوت های ارائه

مفهوم مطالعه در X زمینه فضای تفکیک پذیری به باید عملگرها از رده دو این تفاوت اساسی ترین شناخت برای ◀
تفکیک پذیر X نامتناهی بعد با باناخ فضای که شده است داده نشان [٣] مقاله در واقع در داشت. ویژه توجه بودن ابردوری
فضاهای گرفتن نادیده معنی به واقع در مطلب این باشد. داشته وجود T ∈ B(X) ابردوری عملگر اگر فقط و اگر است
ℓ∞(N) تفکیک ناپذیر باناخ فضاهای روی دیگر به عبارت می باشد. دینامیکی سیستم های مطالعه در تفکیک ناپذیر باناخ
روی بودن توپولوژیک ترایای و بودن ابردوری بودن معادل وجود با طرفی از ندارد. وجود ابردوری عملگر هیچ ℓ∞(Z) و
دارد وجود توپولوژیک ترایای عملگرهای آنها روی که دارند وجود تفکیک ناپذیر فضاهای برخی تفکیک پذیر، باناخ فضاهای
نتیجه در ندارد، وجود ℓ∞(Z) و ℓ∞(N) روی توولوژیکی ترایای عملگر هیچ که شده است ثابت [٩] در وجود این با .[١٠]
از ٢ · ۵ گزاره در است. اهمیت حائز فضا، دو این روی موضعی توپولوژیک ترایای عملگرهای وجود عدم یا وجود بررسی
این میان تفاوت اساسی ترین بنابراین و شده است ثابت ℓ∞(N) روی موضعی توپولوژیک ترایای عملگرهای وجود [١٣]
مورد ℓ∞(Z) و ℓ∞(N) روی وزن دار عقب به انتقال عملگرهای [١٢] در همچنین شده است. ارائه عملگرها از رده دو
زیر به صورت ℓ∞(N) روی عملگرها این بودن موضعی توپولوژیک ترایای برای کافی و لازم شرط که گرفته اند قرار مطالعه

شده است. ارائه

ℓ∞(N) فضای روی ω = {ωn}n∈N وزن دنباله با وزن دار عقب به انتقال عملگر معرف Bω کنیم فرض .٢. ١ قضیه
اگر فقط و اگر است موضعی توپولوژیک ترایای Bω عملگر این صورت در است.

lim
n→+∞

(
inf
j≥٠

n∏
i=١

ωi+j

)
= +∞.

ترایای Bω آنگاه گردد، جایگزین ℓ∞(Z) با ℓ∞(N) فضای ٢. ١ قضیه در اگر که شده است ثابت [١٢] در همچنین
نیست. موضعی توپولوژیک

شرط به آنگاه باشد ابردوری T ∈ B(X) عملگر اگر که است این کرد معرفی می توان که دیگر تفاوت ◀
اما می شود حاصل توپولوژیک ترایای تعریف از به راحتی مطلب این و است ابردوری نیز T−١ آن، بودن معکوس پذیر
X ⊕ C روی T ⊕ ٢I عملگر که داد نشان می توان ،T ∈ B(X) عملگر بودن ابردوری و معکوس پذیری فرض با
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کرد فرض میتوان T ⊕ ٢I عملگر بودن موضعی توپولوژیک ترایای بررسی برای زیرا است موضعی توپولوژیک ترایای
دارد وجود {mn}n∈N ⊂ N صعودی اکیداً دنباله این صورت در باشند. دلخواه z ∈ C و y ∈ X ،x ∈ HC(T )

دنباله به ازای اکنون .Tmnx −→ y بطوری که

{xn := x⊕ z

٢mn
}n∈N,

داریم

xn −→ x⊕ ٠, (T ⊕ ٢I)mnxn −→ y ⊕ z,

T ⊕٢I نتیجه در است ناصفر به ویژه و ابردوری x بردار اینکه به دلیل و JT⊕٢I(x⊕٠) = X⊕C دیگر به عبارت یا و
.[١٣] نیست موضعی توپولوژیک ترایای T−١⊕ ١

٢I یعنی عملگر این معکوس طرفی از است. موضعی توپولوژیک ترایای

x ∈ X بردار یک مدار میان تفاوت از منبعث بودن ابردوری و موضعی توپولوژیک ترایای میان دیگر تفاوت ◀
همواره که است توجه قابل موضوع این است. JT (x) مجموعه و orb(T, x) یعنی T ∈ B(X) عملگر تحت
عملگرها این از نمونه یک .JT (٠) = X که کرد تعریف چنان را T ∈ B(X) عملگر می توان اما ،orb(T, ٠) = {٠}

کرد. مشاهده ٢. ٢ مثال در می توان را

بردار هر به ازای این صورت در است. ℓ∞(N) باناخ فضای روی عقب به انتقال عملگر T کنیم فرض .٢. ٢ مثال
به صورت را {ωn}n∈N و {xn}n∈N ⊂ ℓ∞(N) دنباله های y = (y١, y٢, ...) ∈ ℓ∞(N)

ωn :=
(

٠, · · · , ٠︸ ︷︷ ︸
n−مرتبه

, y١
٢n ,

y٢
٢n , · · ·

)
, xn := (٠, ٠, · · · )

داریم و گرفته نظر در

(٢T )nxn −→ ٠, ωn −→ ٠, (٢T )nωn −→ y.

می دهد. نتیجه را J٢T (٠) = ℓ∞(N) تساوی [۴] در شده معرفی محک ،Y = ℓ∞(N) فرض با بنابراین

به صورت رابطه این در نیز قوی تر نتیجه ای می توان ،T ∈ B(X) عملگر یک برای JT (٠) = X تساوی علاوه بر
همان طور ولی کرد مشاهده [١٣] در می توان را بعد قضیه دو اثبات های اگرچه که، ضرویست مطلب این بیان کرد. بیان زیر

آورده ایم. مقاله این در را اثبات ها برخی تفاوت ها، این با خواننده بیشتر آشنایی به دلیل شد، داده توضیح که

.JT p(٠) = X ،p ∈ N هر به ازای اگر فقط اگرو JT (٠) = X این صورت در ،T ∈ B(X) کنیم فرض .٢. ٣ قضیه

اگر p ∈ N ثابت عدد به ازای منظور این برای و JT p(٠) = JT (٠) ،p ∈ N هر به ازای که کرد خواهیم ثابت اثبات.
و است اکید صعودی {kn}n∈N دنباله بطوری که دارند وجود {kn}n∈N و {xn}n∈N دنباله های آنگاه y ∈ JT (٠)

xn −→ ٠, T knxn −→ y. (٢. ١)

{rn}n∈N ⊂ {٠, ١, ٢, ..., p−١} و {qn}n∈N ⊂ N دنباله دو p عدد بر {kn}n∈N دنباله جملات همه تقسیم با اکنون
از کاستن بدون .kn = pqn + rn ،n ∈ N هر به ازای و است اکید صعودی {qn}n∈N دنباله بطوری که دارند وجود
kn = pqn + r ،n ∈ N هر به ازای بطوری که دارد وجود r ∈ {٠, ١, ٢, ..., p− ١} عدد که کرد فرض می توان کلیت

داریم: (٢. ١) از نتیجه در و

T rxn −→ ٠, (T p)qn(T rxn) −→ y.

JT p(z) ⊆ JT (z) ،z ∈ X هر به ازای اینکه به دلیل .JT (٠) ⊆ JT p(٠) بنابراین و است y ∈ JT p(٠) به معنی این و
است. کامل اثبات و JT (٠) = JT p(٠) نتیجه در
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مجموعه های میان تفاوت به را خود توجه مجدداً عملگرها، از رده دو این بین تفاوت آخرین بررسی برای ادامه در ◀
T ∈ B(X) عملگر برای دوره ای ناصفر بردار یک x ∈ X بردار صورتی که در کرد. خواهیم معطوف JT (x) و orb(T, x)
.x /∈ HC(T ) نتیجه در و است متناهی orb(T, x) مجموعه آنگاه Tmx = x تساوی m ∈ N عدد به ازای یعنی باشد
نتیجه می توان JT (٠) = X یا T عملگر بودن موضعی توپولوژیک ترایای شرط دو از یکی حداقل تضمین صورت در اما

است. موضعی توپولوژیک ترایای x ∈ X ناصفر بردار در T عملگر که گرفت

موارد این صورت در است. T ∈ B(X) عملگر برای دوره ای بردار یک x ∈ X ناصفر بردار کنیم فرض .۴ .٢ قضیه
هستند: معادل زیر

است. موضعی توپولوژیک ترایای T الف)
.JT (٠) = X ب)
.JT (x) = X پ)

.JT (z) = X بطوری که دارد وجود z ∈ X ناصفر بردار بنابراین و است موضعی توپولوژیک ترایای T کنیم فرض اثبات.

می شود. حاصل (الف) از (ب) گزاره نتیجه در و JT (λz) = X تساوی λ ∈ C هر به ازای [١٣] مقاله ١١ · ٢ لم بنابر
و می شود حاصل JTm(٠) = X تساوی ٢. ٣ قضیه بنابر آنگاه Tmx = x ،m ∈ N عدد به ازای و JT (٠) = X اگر

به طوری که دارند وجود {xn} ⊂ X و {kn}n∈N ⊂ N دنباله های ،ω ∈ X بردار هر برای نتیجه در

xn −→ ٠, Tmknxn −→ ω − x, kn < kn+١, n ∈ N.

بنابراین

x̃n := xn + x −→ x, Tmknx̃n −→ ω,

گرفتن نتیجه ،x بردار بودن ناصفر به دلیل می شود. حاصل (ب) از (پ) نتیجه در و JT (x) = X دیگر به عبارت یا
است. کامل اثبات و واضح (پ) از (الف)

به آن اثبات بیان از و است اهمیت حائز بسیار ۵ .٣ مثال ارائه در که می دهیم ارائه را قضیه ای بخش، این پایان در
کرد. خواهیم صرف نظر قبل قضیه اثبات با شباهت دلیل

هستند: معادل زیر موارد صورت این در است. نابدیهی T ∈ B(X) عملگر هسته کنیم فرض .۵ .٢ قضیه

است. موضعی توپولوژیک ترایای T الف)

.JT (٠) = X ب)

.ker(T ) = {x ∈ X; Tx = ٠} ⊆ JT پ)

مشترک موضعی ابردوری بردارهای ٣
بردارهای تعریف به توجه با و می کنیم تعریف را توابع از خانواده ای بین مشترک موضعی ابردوری بردارهای بخش این در
ابردوری بردارهای مختصر به طور ابتدا انگیزه، ایجاد برای می دهیم. ارائه را شباهت ها و تفاوت ها برخی مشترک، ابردوری

دهیم. قرار بررسی مورد باید را مشترک
ابردوری عملگر یک برای ابردوری بردارهای مجموعه ،X باناخ فضای روی ابردوری، عملگرهای برای اینکه دلیل به
،X روی ابردوری عملگرهای از شمارا خانواده اعضای نتیجه در می باشد X از چگال Gδ زیرمجموعه یک T ∈ B(X)
باشد شمارا مجموعه ای A و Γ = {Ti}i∈A ⊂ B(X) هرگاه که این صورت به هستند مشترک ابردوری بردار دارای
بودن ناتهی علاوه بر بئر رسته ای قضیه البته می شود. نتیجه بئر رسته ای قضیه از

⋂
i∈A HC(Ti) مجموعه بودن ناتهی آنگاه

،A مجموعه بودن ناشمارا حالت در که است این مهم مسئله بنابراین و می دهد نتیجه نیز آن را بودن چگال اخیر، اشتراک
به عنوان زیر مثال [١١] در سپس و شد مطرح [١۴] در ابتدا سؤال این دارد؟ وجود Γ برای مشترک ابردوری بردار آیا

گردید. ارائه سؤال این به مثبت پاسخ یک
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برای این صورت در است. ١ ≤ P < ∞ و ℓP (N) باناخ فضای روی عقب به انتقال عملگر B کنیم فرض .٣. ١ مثال
است. ℓP (N) از -چگال Gδ زیرمجموعه یک

⋂
|λ|>١

HC(Tλ) مجموعه Γ = {Tλ := λB}|λ|>١ خانواده

یک به عنوان را زیر مثال و پرداخته مشترک ابردوری بردارهای زمینه در مطالعه به [١] مقاله نویسندگان طرفی از و
داده اند. ارائه بالا سؤال به منفی پاسخ

خانواده برای این صورت در است. ℓ٢(N) فضای روی عقب به انتقال عملگر B کنیم فرض .٣. ٢ مثال

Γ = {Tλ,µ := λB ⊕ µB}λ,µ∈(٠,+∞),

مجموعه ،ℓ٢(N)⊕ ℓ٢(N) روی ابردوری عملگرهای ⋂از
λ,µ∈(٠,+∞)

HC(Tλ,µ)

است. تهی

به توجه با کرد. مراجعه [١٨] و [١١] ،[٨] ،[٧] به می توان مشترک ابردوری بردار زمینه در بیشتر مطالعه برای
ادامه در که است، درک قابل به وضوح مشترک موضعی ابردوری بردارهای تحلیل و تعریف ضرورت مطرح شده، مباحث

می پردازیم. آن به

است. X باناخ فضای روی موضعی توپولوژیک ترایای عملگرهای از خانواده ای Γ = {Ti}i∈I کنیم فرض .٣. ٣ تعریف
i ∈ I هر ازای به هرگاه گوئیم Γ برای مشترک موضعی ابردوری بردار یک را x ∈ X بردار این صورت در

x ∈ {z ∈ X \ {٠}; JTi
(z) = X} := JΓ.

ارائه بنابراین است موضعی توپولوژیک ترایای عملگر یک ،X باناخ فضای روی ابردوری عملگر هر اینکه به  توجه با
موضعی توپولوژیک ترایای که ناابردوری عملگرهای برای مشترک موضعی ابردوری بردار وجود عدم یا وجود درباره مثال
این مثال اولین در کرد. خواهیم معطوف عملگرها این به را خود توجه ادامه در بنابراین و است اهمیت دارای هستند،
موضعی توپولوژیک ترایای که ناابردوری عملگرهای برای مشترک موضعی ابردوری بردارهای مجموعه بودن ناتهی بخش،

داد. خواهیم نشان را هستند

٢ · ۵ گزاره بنابر این صورت در است. ℓ∞(N) تفکیک ناپذیر فضای به عقب روی شیفت عملگر B کنیم فرض .۴ .٣ مثال
|λ| > ١ شرط با λ مختلط عدد هر به ازای [١٣] از

JλB = {x ∈ ℓ∞(N); JλB(x) = ℓ∞(N)} = C٠(N).

.
⋂

|λ|>١
JTλ

= C٠(N) تساوی Γ = {Tλ := λB}|λ|>١ خانواده برای نتیجه در

موضعی توپولوژیک ترایای که ناابردوری عملگرهای از خانواده ای ،ℓ∞(N) بودن تفکیک ناپذیر به دلیل بالا مثال واقع در
چگال ،ℓ∞(N) در بودن نامتناهی وجود با آنها مشترک موضعی ابردوری بردارهای مجموعه که می کند معرفی را هستند
شرط اگر بنابراین نمی باشد، ℓ∞(N) از Gδ زیرمجموعه یک مجموعه این ،[٢] الکساندروف لم بنابر طرفی از و نیست
شمارای خانواده یک از مثالی آنگاه نمائیم جایگزین A = {λ ∈ Q|λ > ١} مجموعه با مثال این در را |λ| > ١
موضعی ابردوری بردارهای مجموعه که شد خواهد حاصل ناابردوری موضعی توپولوژیک ترایای عملگرهای از نامتناهی
ویژگی با متفاوت ویژگی یک این که نیست ℓ∞(N) در چگال Gδ زیرمجموعه یک بودن ناتهی علیرغم خانواده آن مشترک
است. بخش این ابتدای در شده داده توضیح ابردوری عملگرهای از شمارا خانواده ای مشترک ابردوری بردارهای مجموعه
خانواده می توان آیا که است مطرح سؤال این است، تفکیک پذیر مجموعه یک C٠ اینکه و بالا توضیحات به توجه با
موضعی ابردوری بردارهای مجموعه که کرد معرفی را ناابردوری موضعی توپولوژیک ترایای عملگرهای از Γ نامتناهی

باشد؟ تفکیک ناپذیر مجموعه یک Γ برای مشترک
می کند. ارائه سؤال این به مثبت پاسخی زیر مثال
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عملگر معرف R و دلخواه ایزومورفیسم یک S : ℓ∞(N) −→ ℓ∞(N)⊕ ℓ∞(N) کنیم فرض .۵ .٣ مثال

R : ℓ∞(N)⊕ ℓ∞(N) −→ ℓ∞(N), R(a⊕ b) = a

خانواده آنگاه باشد ℓ∞(N) فضای روی عقب به انتقال عملگر B اگر است.

Γ = {Tλ := λBoRoS}λ∈U , U = {λ ∈ C; |λ| > ∥S−١∥}

ابردوری بردارهای مجموعه که است ناابردوری موضعی توپولوژیک ترایای عملگرهای از نامتناهی خانواده یک از مثالی
است. تفکیک ناپذیر مجموعه یک خانواده این اعضای برای مشترک موضعی

منظور این برای است. موضعی توپولوژیک ترایای Tλ عملگر λ ∈ U عدد هر به ازای که می دهیم نشان اول قدم در
که داریم توجه ابتدا کرد. خواهیم استفاده ۵ .٢ قضیه از

E := S−{٠})١ ⊕ ℓ∞(N)),

ناتهی مجموعه یک {٠} ⊕ ℓ∞(N) و ایزومورفیسم S زیرا است ℓ∞(N) از تفکیک ناپذیر ناتهی زیرمجموعه یک
z̃٢ ∈ ℓ∞(N) ناصفر بردار آنگاه z ∈ E\{٠} اگر و نیست {٠} تکعضوی مجموعه E ویژه به است. تفکیک ناپذیر

عبارتی به یا Tλz = ٠ نتیجه در و Sz = ٠ ⊕ z̃٢ بطوری که دارد وجود

{٠} ̸= E ⊆ ker(Tλ). (٣. ١)

بردار y ∈ ℓ∞(N) دلخواه بردار به ازای کنیم فرض منظور این برای .JTλ
(٠) = X که داد خواهیم نشان دوم قدم در

شده است تعریف زیر به صورت x(١) ∈ ℓ∞(N)

x(١) :=
١
λ
(٠, y١, y٢, ...).

این صورت در
λBx(١) = y, R(x(١) ⊕ ٠) = x(١)

و
∥x(١) ⊕ ٠∥ℓ∞(N)⊕ℓ∞(N) = ∥x(١)∥ℓ∞(N) =

١
|λ|

∥y∥ℓ∞(N).

فرض با و Tλz
(١) = y یا Sz(١) = x(١) ⊕ ٠ به طوری که دارد وجود z(١) ∈ ℓ∞(N) بردار نتیجه در

r :=
١
|λ|

∥S−١∥

داریم

∥z(١)∥ = ∥S−١(x(١) ⊕ ٠)∥ ≤ ∥S−١∥∥x(١) ⊕ ٠∥ = ∥S−١∥∥x(١)∥ = r∥y∥. (٣. ٢)

به ازای آنگاه باشد داشته وجود مطلوب ویژگی های با z(٢), z(٣), ..., z(n−١) ∈ ℓ∞(N) بردارهای اگر مشابه به طور و
بردار

x(n) :=
١
λ
(٠, z(n−١)

١ , z
(n−١)
٢ , ...)

داریم

λBx(n) = z(n−١), R(x(n) ⊕ ٠) = x(n), ∥x(n) ⊕ ٠∥ = ∥x(n)∥ =
١
|λ|

∥z(n−١)∥. (٣. ٣)
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به طوری که می دهد نتیجه را z(n) ∈ ℓ∞(N) بردار وجود ،S بودن ایزومورفیسم اکنون

Sz(n) = x(n) ⊕ ٠. (۴ .٣)

می شود. حاصل زیر نامساوی (٣. ٢) و (٣. ٣) بنابر و

∥z(n)∥ ≤ ∥S−١∥∥x(n)∥ = ∥S−١∥ ١
|λ|

∥z(n−١)∥ = r∥z(n−١)∥ ≤ rn∥y∥. (۵ .٣)

داریم (۵ .٣) و r < ١ از نتیجه در و می شود حاصل Tλz
(n) = z(n−١) تساوی (۴ .٣) از n ∈ N هر به ازای طرفی از

z(n) −→ ٠, T n
λ z

(n) −→ y,

داریم ۵ .٢ قضیه و (٣. ١) براساس و JTλ
(٠) = X نمادین به طور یا

E\{٠} ⊆ ker(Tλ) \ {٠} ⊆ JTλ
.

موضعی ابردوری بردارهای مجموعه نتیجه در و E \ {٠} ⊆
⋂
λ∈U

JTλ
مجموعه که کنیم کید تأ است لازم پایان در

است. تفکیک ناپذیر اثبات، ابتدای توضیحات بنابر Γ خانواده اعضای برای مشترک

ناابردوری موضعی توپولوژیک ترایای عملگرهای از خانواده ای که داد خواهیم نشان مثال دو ارائه با مقاله این پایان در
همچنین و است تهی مجموعه یک خانواده  آن اعضای برای مشترک موضعی ابردوری بردارهای مجموعه بطوری که دارد وجود
موضعی ابردوری بردارهای مجموعه بطوری که دارد وجود ناابردوری موضعی توپولوژیک ترایای عملگرهای از خانواده ای
٣. ١ مثال های از منظور این برای است. X زمینه ای فضای در Gδ-چگال مجموعه یک خانواده  آن اعضای برای مشترک

می دهیم. قرار توجه مورد را زیر مثال ابتدا موردنظر، مثال های ارائه از قبل کرد. خواهیم استفاده ٣. ٢ و

که شده اند انتخاب چنان α, β ∈ C اعداد کنیم فرض .۶ .٣ مثال

٠ < |α| < ١ < ∥T̃∥ < |β|

باناخ فضای روی T := (
β

α
)I ⊕ T̃ عملگر [١۵] از ٢ · ۵ قضیه براساس است. ابردوری T̃ ∈ B(X) عملگر و

اکیداً دنباله آنگاه y ∈ HC((T̃ )) و ω ∈ X و λ ∈ C اگر ،T̃ بودن ابردوری بنابر اکنون نیست. ابردوری C⊕X
نتیجه در .T̃ kny −→ ω به طوری که دارد وجود {kn} ⊂ N صعودی

xn :=
(αknλ

βkn
⊕ y

)
−→ ٠ ⊕ y, T knxn −→ λ⊕ ω,

.JT (٠ ⊕ y) = C⊕X به عبارتی یا

مثال در Γ خانواده عضو عملگر همان Tλ عملگر |λ| > ١ که λ مختلط عدد هر به ازای کنیم فرض (الف) .٣. ٧ مثال
شرط با α, β مختلط اعداد به ازای این صورت در است. ٣. ١

٠ < |α| < ١ < ∥Tλ∥ < |β|,

خانواده

Γ̃ := {T̃λ :=
β

α
I ⊕ Tλ;Tλ ∈ Γ}
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.(۶ .٣ (مثال است ناابردوری موضعی توپولوژیک ترایای عملگرهای شامل
در است. ٣. ٢ مثال در Γ عضو همان Tλ,µ عملگر λ, µ ∈ (٠,+∞) حقیقی عدد دو هر به ازای کنیم فرض (ب)

شرط با α, β مختلط اعداد به ازای این صورت

٠ < |α| < ١ < ∥Tλ,µ∥ < |β|,

خانواده

Γ̂ := {T̂λ,µ :=
β

α
I ⊕ Tλ,µ;Tλ,µ ∈ Γ}

.(۶ .٣ (مثال است ناابردوری موضعی توپولوژیک ترایای عملگرهای شامل

Γ̃ و Γ̂ خانواده های در مشترک موضعی ابردوری بردارهای مجموعه که می دهد نشان ۶ .٣ مثال توضیحات اکنون
است. خانواده آن خود به مربوط X زمینه فضای از Gδ-چگال و تهی زیرمجموعه هایی به ترتیب

نتیجه گیری ۴
مشترک، ابردوری بردارهای با مقایسه در مشترک موضعی ابردوری بردارهای مفهوم که داد نشان ٣ بخش مثالهای مطالعه
مجموعه بودن چگال ،٣. ١ مثال در است. موردنظر عملگرهای خانواده ویژگیهای به وابسته و متفاوت ساختاری دارای
که داد نشان ٣. ٢ مثال که درحالی شد تأیید ابردوری عملگرهای از ناشمارا خانوادهای برای مشترک ابردوری بردارهای
٣. ٧ مثال در باشد. تهی ابردوری، عملگرهای از ناشمارا خانوادهای برای مشترک ابردوری بردارهای مجموعه است ممکن
موضعی توپولوژیک ترایای عملگرهای از Γ̃ و Γ̂ ناشمارا خانواده های میتوان ٣. ٢ و ٣. ١ مثال دو مشابه که شد تایید
و تهی زیرمجموعه های به ترتیب Γ̃ و Γ̂ برای مشترک موضعی ابردوری بردارهای مجموعه بهطوریکه داد ارائه را ناابردوری
چگونه که است شده داده شرح ۴ .٣ مثال وسیله به همچنین باشند. خانواده آن خود به مربوط زمینه فضای از Gδ-چگال

بهطوریکه داد ارائه ناابردوری موضعی توپولوژیک ترایای عملگرهای از شمارا نامتناهی خانوادهای از مثال یک میتوان
فضای در Gδ-چگال زیرمجموعه یک بودن بودن ناتهی علیرغم خانواده، آن مشترک موضعی ابردوری بردارهای مجموعه
ابردوری، عملگرهای از شمارا خانوادهای برای مشترک ابردوری بردارهای مجموعه با مقایسه در ترتیب این به و نباشد زمینه
بردارهای مجموعه که جایی است، شده برجسته نیز ۵ .٣ مثال در بنیادی تفاوت این است. شده معرفی متفاوت ویژگی یک
زیرمجموعه یک ناابردوری، موضعی توپولوژیک ترایای عملگرهای از نامتناهی خانوادهای برای مشترک موضعی ابردوری
از نامتناهی خانوادهای برای مشترک ابردوری بردارهای مجموعه که درحالی است، X زمینهای فضای از تفکیکناپذیر

است. تفکیکپذیر همواره بودن، ناتهی درصورت ابردوری عملگرهای
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Common Locally Hypercyclic Vectors for a Family of Operators
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Abstract: In this research, two main topics in operator theory are investigated. First, we compare topo-
logically transitive operators and locally topologically transitive operators on an arbitrary Banach space
X . Next, we introduce common locally hypercyclic vectors for a family of locally topologically transi-
tive operators. Furthermore, we present several structural differences between the set of common locally
hypercyclic vectors and the set of common hypercyclic vectors. Indeed, by examining various examples,
we demonstrate that the set of common locally hypercyclic vectors may, in some cases, be empty; in oth-
ers, dense; and in yet others, even non-separable. These cases highlight the distinct behavior of the set
of common locally hypercyclic vectors compared to the set of common hypercyclic vectors in operator
theory.

Keywords: Hypercyclic operator, locally hypercyclic operator, common locally hypercyclic vector.
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