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ریاضی پیشرفته مدلسازی مجله
۴٢٠–٠ ص ،۴ شماره ،١۵ دوره ،١۴٠۴ سال

دیفرانسیل-انتگرال معادلات حل برای موثر عددی روش یک
کاپوتو شده تعدیل مشتق با کسری

زارعی2 رضوان ، * 1 حیدری محمدحسین

ایران شیراز، شیراز، صنعتی دانشگاه ریاضی، دانشکده ریاضی، گروه 1,2

١۴٠۴/١٠/٠٧ پذيرش: تاريخ ١۴٠٣/٠٧/٠٨ دریافت: تاريخ
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شده تعدیل کسری مشتق با کسری دیفرانسیل-انتگرال معادلات از مهم رده یک مقاله، این در چکیده:
متعامد چندجمله ای های اساس بر عددی روش یک معادلات، این حل برای می گردد. معرفی کاپوتو
محاسبه برای صریح فرمول یک روش، این سازی پیاده به منظور گردید. پیشنهاد هان انتقال یافته یکه
آمده به دست چندجمله ای ها این با متناظر ریمان-لیوویل شده تعدیل کسری انتگرال عملگر ماتریس
به شده، بیان چندجمله ای های برحسب مساله کسری عبارت تقریب با پیشنهادی، روش در است.
معادله حل هم محلی، روش از استفاده با و چندجمله ای ها این کسری انتگرال عملگر  ماتریس  کارگ یری
جواب  یک دستگاه ، این حل با می شود. تبدیل جبری معادلات از دستگاه یک حل به مطالعه مورد
شده، پیشنهاد روش  کارایی و دقت بررسی منظور به می آید. به دست بررسی تحت معادله برای تقریبی

است. گرفته قرار مطالعه مورد عددی مثال چند

مشتق کسری، انتگرال عملگر  ماتریس  هان، انتقال یافته یکه متعامد چندجمله ای های کليدي: واژه هاي
شده. تعدیل کسری

33C45; 49-XX ریاضی: ردهبندی

مقدمه ١
جلب خود به را مهندسی و علوم مختلف رشته های در پژوهشگران از زیادی توجه کسری حسابان اخیر، دهه های در
ویژگی های کشیدن تصویر به در کسری انتگرال های و مشتقات توانایی کسری، حسابان اصلی مزیت است. کرده
و دیفرانسیل انتگرال، معادلات می کند. فراهم را پیچیده سیستم های از عمیق تری درک امکان که می باشد غیرمحلی
معادلات کاربردهای از برخی کرده اند. پیدا علمی مسایل مدل سازی در متنوعی کاربردهای کسری دیفرانسیل-انتگرال
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٢١ کاپوتو شده تعدیل مشتق با کسری دیفرانسیل-انتگرال معادلات حل برای موثر عددی روش یک

هسته ای راکتورهای دینامیک ،[۵] فراکتالی خواص با مواد در حرارت انتقال مدل سازی شامل کسری دیفرانسیل-انتگرال
تنوع کاربردها این است. [٢٠] دی الکتریکی قطبش و [٩] دی الکتریک محیط های در الکترومغناطیسی امواج ،[۴]

می دهند. نشان مهندسی و علوم مختلف زمینه های در پیچیده پدیده های پردازش در را معادلات این
کسری مشتق های گرفتن نظر در با کسری دیفرانسیل-انتگرال معادلات حل برای زیادی تلاش های اخیر، سال های در
کلاهی توابع اساس بر عددی هم محلی روش یک ،[٧] در نویسندگان است. گرفته صورت مختلف پایه ای توابع و
اساس بر موجک روش یک می دهند. پیشنهاد کاپوتو-هادامارد مشتق با کسری دیفرانسیل-انتگرال معادلات حل برای
مشتق شامل کسری انتگرال دیفرانسیل- معادلات از دسته یک حل برای [٨] در یافته توسعه چبیشف کاردینال موجک
برای کسری † برنشتاین چندجمله ای های اساس بر عددی روش یک ،[٣] در نویسندگان است. شده ارایه کاپوتو -ψ
روش اساس بر ترکیبی روش به کارگیری با می دهند. پیشنهاد کاپوتو مشتق با کسری دیفرانسیل-انتگرال معادلات حل
پرداخته کسری دیفرانسیل-انتگرال معادلات عددی حل به ،[١٠] در لژاندر متعامد چندجمله ای های و مربعات حداقل
معادلات عددی حل برای جدید عددی روش یک ،[٢٣] در چهار درجه کلاهی توابع روش گرفتن نظر در با است. شده
به ‡ بل چندجمله ای های روش به کارگیری با نویسنده ،[٢۵] مقاله در است. شده پیشنهاد کسری دیفرانسیل-انتگرال
نویسندگان است. پرداخته کاپوتو -ψ مشتق شامل کسری انتگرال دیفرانسیل- معادلات از دسته یک بررسی و حل
پیشنهاد آتانگانا-بالینو مشتق با کسری دیفرانسیل-انتگرال معادلات حل برای پالس بلاک توابع روش یک ،[١] در
عددی حل برای جدید عددی روش یک هان موجک های هم محلی روش گیری به کار با ،[٢۶] تحقیق در می دهند.

است. شده پیشنهاد کسری دیفرانسیل-انتگرال معادلات
کاپوتو شده تعدیل مشتق با کسری دیفرانسیل-انتگرال معادلات موضوع روی بر کمی خیلی مطالعه اینکه به توجه با
عددی روش یک و معرفی را معادلات نوع این از مهمی رده یک مقاله این در است، شده انجام آنها عددی روش های و

می دهیم. ارایه آنها حل برای مناسب
فرم به غیرخطی دیفرانسیل-انتگرال معادلات بنابراین

C

0D
α,λ
x u(t) = f(x) +

∫ x

0

k (x, s, u(s)) ds, m− 1 < α ≤ m ∈ Z+,

dk

dxk
(
eλxu(x)

) ∣∣∣
x=0

= ak k = 0, 1, . . . , m̂− 1.

(١. ١)

این جا در باشد. تعریفش دامنه روی پیوسته تابعی k که طوری به کنیم می معرفی در [0, X] دامنه روی را
می باشند. ثابت اعدادی ها ak و معلوم تابعی f ∈ L2([0, X])

این می شود. استفاده کسری مسایل حل برای مناسب پایه ای توابع عنوان به متعامد چند جمله ای های از امروزه
برای کسری و معمولی مشتق ماتریس های می باشند. کم محاسباتی حجم و طیفی دقت مهم، ویژگی دو دارای توابع
سیستمی اصلی، مساله در جایگزینی با عددی روش های در که آورد به دست می توان راحتی به را متعامد چندجمله ای های
جمله ای های گروه دو به متعامد جمله ای های چند است. حل قابل به راحتی که می آید به دست جبری معادلات شامل
یا پیوسته جمله ای های حسب بر را معین تابع یک می توانیم ما حال، این با می شوند. طبقه بندی گسسته و پیوسته
چند از استفاده با بسط یک در ضرایب دارد. وجود بسط هر ضرایب یافتن در توجهی قابل تفاوت بزنیم، تقریب گسسته
جمله ای های چند از استفاده با ضرایب این حالی که در می شوند، محاسبه انتگرال گیری با پیوسته متعامد جمله ای های
گسسته جمله ای های چند به می توان گسسته چندجمله ای های از می شوند. محاسبه متناهی سری یک با گسسته متعامد
پایه ای توابع عنوان به هان انتقال یافته گسسته چندجمله ای های از مقاله، این در برد. نام غیره و هان چبیشف، لژاندر،

می شود. استفاده
استراتژی های از یکی می باشد. دیفرانسیل-انتگرال معادلات از رده این حل برای موثر عددی روش یک ارایه هدف
(با متناهی سری بسط یک گرفتن نظر در کرد، استفاده کسری دیفرانسیل-انتگرال معادلات حل برای می توان که رایج
از مناسب خانواده یک است. بسط ضرایب یافتن سپس و مساله حل برای پایه ای توابع اساس بر مجهول) ضرایب
محاسبات که است آن به دلیل انتخاب این هستند. گسسته چندجمله ای های است، مفید زمینه این در که پایه ای توابع
سری یک محاسبه با به سادگی نیز مساله معلوم تابع بسط ضرایب و است کمتر حالت این در غیرخطی جملات به مربوط

†Bernstein
‡Bell
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دقت دارای چندجمله ای ها این بر مبتنی عددی روش های موارد، از بسیاری در این، بر علاوه می آید. به دست متناهی
عددی روش یک توسعه منظور به هان انتقال یافته یکه متعامد چندجمله ای های از مقاله این در هستند. (نمایی) طیفی
مقدماتی ٢ بخش در است: شرح این به مقاله این کلی چارچوب و ساختار می شود. استفاده (١. ١) مساله حل برای
رابطه در شده بیان مساله برای بفرد منحصر جواب یک یکتایی و وجود ٣ بخش در می گردد. بیان کسری حسابان از
۵ بخش در می شود. پرداخته هان انتقال یافته یکه متعامد چندجمله ای های معرفی به ۴ بخش در می شود. بررسی ،(١. ١)
روش توصیف به ۶ بخش می شود. محاسبه چندجمله ای ها این ریمان-لیوویل شده تعدیل کسری انتگرال عملگر ماتریس
پیشنهادی روش کارآیی و دقت می شود. پرداخته شده ارایه روش همگرایی بیان به ٧ بخش در می پردازد. شده پیشنهاد

می یابد. خاتمه نتیجه گیری با مقاله ٩ بخش نهایت در می شود. بررسی ٨ بخش در عددی مثال چند ذکر با

کسری حسابان از مقدماتی ٢
می پردازیم. کسری حسابان به مربوط اولیه تعاریف از تعدادی معرفی به بخش، این در

یک ،ε > 0 هر برای هرگاه گویند پیوسته مطلق طور به [a, b] ⊂ R بازه روی را u تابع ([١٨]) .٢. ١ تعریف
اگر [ak, bk] ⊂ [a, b] اشتراک بدون دو به دو بازه های زیر از متناهی مجموعه هر برای که شود یافت چنان δ > 0

مطلق به طور توابع فضای باشد. برقرار
n∑

k=1

|u(bk) − u(ak)| < ε نامساوی آن گاه باشد،
n∑

k=1

(bk − ak) < δ

می دهند. نمایش AC([a, b]) با را [a, b] بازه روی پیوسته

مشتقات دارای که است u توابع تمام شامل ACn([a, b]) فضای .[a, b] ⊂ R کنید فرض ([١٨]) .٢. ٢ تعریف
داریم دیگر به عبارت باشد. پیوسته مطلق به طور آن ها −n)ام 1) مرتبه مشتق و بوده [a, b] روی n− 1 مرتبه تا پیوسته

ACn([a, b]) =

{
u : [a, b] → R

∣∣∣∣ dn−1

dxn−1
u(x) ∈ AC([a, b])

}
.

از ریمان-لیوویل کسری انتگرال عملگر صورت این در باشد. u ∈ AC ([a, b]) کنید فرض ([٢۴]) .٢. ٣ تعریف
می شود تعریف زیر صورت به α > 0 مرتبه

RL
aI

α
x u (x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1u(s)ds, (٢. ١)

می باشد. گاما تابع Γ(.) آن در که

تعدیل کسری انتگرال عملگر این صورت در .λ ≥ 0 و α > 0 ،u ∈ AC([a, b]) کنید فرض ([١٩]) .۴ .٢ تعریف
می شود تعریف زیر صورت به α مرتبه از ریمان-لیوویل شده

RL

aI
α,λ
x u (x) = e−λx RL

aI
α
x

(
eλxu(x)

)
=

1

Γ(α)

∫ x

a

e−λ(x−s) (x− s)α−1 u(s)ds. (٢. ٢)

صورت این در .λ ≥ 0 و u ∈ ACn ([a, b]) ،n − 1 < α ≤ n ∈ Z+ کنید فرض ([٢٨ ،١٢]) .۵ .٢ تعریف
می شود تعریف زیر به صورت α مرتبه از کاپوتو شده تعدیل کسری مشتق عملگر

C

aD
α,λ
x u (x) = e−λx C

aD
α
x

(
eλxu(x)

)
=

e−λx

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− s)n−1−α d
n

dsn
(
eλs(u(s))

)
ds. (٢. ٣)
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روابط این صورت در .n− 1 < α < n ∈ Z+ و u ∈ ACn([a, b]) کنید فرض ([٢۴ ،١۶ ،١٢]) .۶ .٢ خاصیت
است برقرار ریمان-لیوویل شده تعدیل کسری انتگرال و کاپوتو شده تعدیل کسری مشتق بین زیر

RL

aI
α,λ
x

(
C

aD
α,λ
x u (x)

)
= u(x)−

n−1∑
k=0

e−λx(x− a)k

k!

[
dk

dxk
(eλxu(x))

∣∣∣
x=a

]
, (۴ .٢)

و

C

aD
α,λ
x

(
RL

aI
α,λ
x u (x)

)
= u(x). (۵ .٢)

جواب یکتایی و وجود ٣
می ،(١. ١) رابطه در شده بیان دیفرانسیل-انتگرال معادله برای یکتا جواب یک یکتایی و وجود بررسی به بخش این در

می کنیم. معرفی را زمینه این در لازم مقدمات از برخی ابتدا پردازیم.

شده تعدیل کسری انتگرال صورت این در باشد. انتگرال پذیر تابع یک u : [0, X] → R کنید فرض .٣. ١ لم
می کند صدق زیر رابطه در u تابع α > 0 مرتبه از RL∥∥∥ریمان-لیوویل

0I
α,λ
x u (x)

∥∥∥
∞

≤ Xα

Γ(α + 1)
∥u∥∞ ≜M1 ∥u∥∞ .

داریم ریمان-لیوویل، شده تعدیل کسری انتگرال تعریف به توجه به RL∣∣∣اثبات.

0I
α,λ
x u (x)

∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ x

0

e−λ(x−s)(x− s)α−1u(s)ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ x

0

e−λ(x−s)(x− s)α−1 |u| ds

≤ 1

Γ(α)

∫ x

0

e−λ(x−s)(x− s)α−1 ∥u∥∞ ds

=
∥u∥∞
Γ(α)

∫ x

0

e−λ(x−s)(x− s)α−1ds.

می آوریم به دست بالا رابطه از است، نزولی تابعی e−λ(x−s) این که به توجه با RL∣∣∣هم چنین

0I
α,λ
x u (x)

∣∣∣ ≤ ∥u∥∞
Γ(α)

∫ x

0

(x− s)α−1ds

=
∥u∥∞
Γ(α)

(
− 1

α
(x− s)α

)x

0

=
∥u∥∞
Γ(α)

1

α
xα

≤ Xα

Γ(α + 1)
∥u∥∞ .

می شود نتیجه فوق رابطه از RL∥∥∥بنابراین

0I
α,λ
x u (x)

∥∥∥
∞

≤ Xα

Γ(α + 1)
∥u∥∞ ≜M1 ∥u∥∞ .
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می شود. کامل اثبات ترتیب این به

لیپ شیتز شرط در k : [0, X]× [0, X]× R → R پیوسته تابع که کنید فرض .٣. ٢ فرض

|k(x, s, u)− k(z, y, g)| ≤M2 |u− g| , ∀x, s, z, y ∈ [0, X], u, g ∈ R, (٣. ١)

می باشد. مثبت ثابت عدد یک M2 که جایی می کند صدق

کرد بازنویسی زیر معادل به فرم می توان را (١. ١) رابطه در شده بیان مساله کلیات، دادن دست از بدون .٣. ٣ تذکر

u(x) = f̃(x) +
RL

0I
α,λ
x

(∫ x

0

k(x, s, u(s))ds

)
, (٣. ٢)

آن در که

f̃(x) =
m−1∑
k=0

ak
k!
e−λxxk +

RL

0I
α,λ
x f(x).

عملگر آن در که گرفت نظر در u = Au ثابت نقطه مساله صورت به می توان را (٣. ٢) انتگرال معادله
می شود تعریف زیر صورت به x ∈ ([0, X]) و u ∈ C([0, X]) هر برای A : C([0, X]) −→ R

Au(x) = f̃(x) +
RL

0I
α,λ
x

(∫ x

0

k(x, s, u(s))ds

)
.

است. بالا عملگر برای u ∈ C([0, X]) ثابت نقطه یک آوردن دست به هدف بنابراین،
M2

Γ(α+1)
Xα < 1

2
اگر کند. صدق (٣. ١) لیپ شیتز شرط در k ∈ C ([0, X]2 × R) تابع کنید فرض .۴ .٣ قضیه

است. یکتا جواب دارای (٣. ٢) انتگرال معادله آن گاه باشد،

می کنیم ثابت است. ϱ = ∥k(x, s, 0)∥∞ که جایی 2
(
∥f̃∥∞ + ϱ

Γ(α+1)
Xα
)
≤ r̃ کنید فرض اثبات.

داریم باشد. ṽ ∈ Br̃ کنید فرض اکنون .Br̃ ≡ {ṽ ∈ C ([0, X]) : ∥ṽ∥∞ ≤ r̃} که جایی ،ABr̃ ⊂ Br̃

|Aṽ(x)| ≤ |f̃(x)|+ Xα

Γ(α + 1)

∫ x

0

|k(x, s, ṽ(s))|ds

≤ |f̃(x)|+ Xα

Γ(α + 1)

∫ x

0

(|k(x, s, ṽ(s))− k(x, s, 0)|+ |k(x, s, 0)|) ds

≤ ∥f̃∥∞ +
Xα

Γ(α + 1)
(M2∥ṽ∥∞ + ϱ)

≤ ∥f̃∥∞ +
Xα

Γ(α + 1)
(M2r̃ + ϱ).

می آوریم به دست بالا رابطه از
∥Av∥∞ < r̃.

دارای مساله این که می دهیم نشان اکنون است. جواب یک حداقل دارای مساله انقباضی نگاشت قضیه طبق بنابراین
داریم صورت این در باشد. x ∈ [0, X] و ṽ, w̃ ∈ C ([0, X]) که کنید فرض منظور این برای است. یکتا جواب یک

|Aṽ(x)−Aw̃(x)| ≤ Xα

Γ(α + 1)

∫ x

0

|k(x, s, ṽ(s))− k(x, s, w̃(s))|ds

≤ M2

Γ(α + 1)
Xα∥ṽ − w̃∥∞.



٢۵ کاپوتو شده تعدیل مشتق با کسری دیفرانسیل-انتگرال معادلات حل برای موثر عددی روش یک

می آوریم به دست بالا نتیجه از بنابراین

∥Aṽ(x)−Aw̃(x)∥∞ ≤ M2

Γ(α + 1)
Xα∥ṽ − w̃∥∞.

می شود. کامل انقباضی نگاشت اصل از استفاده با شده بیان ادعای اثبات است، M2

Γ(α+1)
Xα < 1

2
که این  به توجه با

می شود. کامل اثبات ترتیب این به است. یکتا جواب یک دارای مساله یعنی

هان متعامد چندجمله ای ۴
عملگر ماتریس سپس می شود. پرداخته هان انتقال یافته یکه متعامد چندجمله ای های معرفی به ابتدا بخش این در
ماتریس ماتریس، این از استفاده با نیز پایان در می شود. محاسبه چندجمله ای ها این ریمان-لیوویل کسری انتگرال

می آید. بدست شده تعدیل ریمان-لیوویل کسری انتگرال عملگر

هان یافته انتقال یکه متعامد چندجمله ای های ١ .۴
در .[٢٢] شده اند معرفی هان¶ ولفگانگ توسط که هستند متعامد چندجمله ای های از دسته ای هان§ چندجمله ای های

می پردازیم. آن ها با مرتبط چندجمله ای های و چندجمله ای ها این معرفی به ادامه

می شود تعریف زیر صورت به (ϖ)k
پوکهامر� نماد ([٢]) .١ .۴ تعریف

(ϖ)0 = 1,

(ϖ)k = ϖ (ϖ + 1) (ϖ + 2) . . . (ϖ + k − 1) , k ∈ N, ϖ ∈ C, ℜ(ϖ) > 0.

می شوند تعریف زیر صورت به اول نوع استرلینگ** اعداد ([٢]) .٢ .۴ تعریف

S
(i)
k =

k−i∑
r=0

(−1)r
(
k + r − 1

k + r − i

)(
2k − i

k − r − i

)
s
(r)
k+r−i, k, i, r ∈ N,

می شوند تعریف زیر صورت به که می باشند دوم نوع استرلینگ اعداد s(i)k آن در که

s
(i)
k =

1

i!

i∑
r=0

(−1)r
(
i

r

)
(i− r)k.

hi(x, a, b,M) هان چندجمله ای است. M ∈ Z+ و حقیقی اعدادی a, b > −1 کنید فرض ([١١]) .٣ .۴ تعریف
می شود تعریف زیر صورت به [0,M ] بازه روی i = 0, 1, . . . ,M برای i درجه از

hi(x, a, b,M) =
i∑

k=0

(−i)k(i+ a+ b+ 1)k(−x)k
(a+ 1)k(−M)kk!

. (١ .۴)

می باشند متعامد  زیر به ضرب داخلی گسسته  نسبت هان چندجمله ای های ([١١]) .۴ .۴ خاصیت

< u, v >=
M∑
k=0

u(k)v(k)w(k),

§Hahn
¶Wolfgang Hahn
ǁPochhammer

**Stirling
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می شود تعریف زیر صورت به w(k) وزن تابع آن در که

w(k) =

(
a+ k

k

)(
M + b− k

M − k

)
.

کرد محاسبه نیز زیر صورت به می توان را (١ .۴) رابطه در (−x)k عدد که باشید داشته  توجه ([۶]) .۵ .۴ تذکر

(−x)k = (−1)k
k∑

n=0

S
(n)
k xn.

داریم ،۵ .۴ تذکر و ٣ .۴ تعریف طبق .۶ .۴ نتیجه

hi(x, a, b,M) =
i∑

k=0

k∑
n=0

(−1)k
(−i)k(i+ a+ b+ 1)k
(a+ 1)k(−M)kk!

S
(n)
k xn.

تعریف زیر صورت به هان انتقال یافته چندجمله ای های ،[0, X] به [−1, 1] بازه انتقال با ([٢٢ ،۶]) .٧ .۴ تعریف
می شوند

h̄i(x, a, b,M) =
i∑

k=0

k∑
n=0

(−1)k
(−i)k(i+ a+ b+ 1)k
(a+ 1)k(−M)kk!

(
M

X

)n

S
(n)
k xn,

.i = 0, 1, . . . ,M برای

می شود تعریف زیر به صورت [0, X] بازه روی هان انتقال یافته یکه متعامد چندجمله ای های ([۶]) .٨ .۴ تعریف

h∗i (x, a, b,M) =
1√

µ(i, a, b,M)

i∑
k=0

k∑
n=0

(−1)k
(−i)k(i+ a+ b+ 1)k
(a+ 1)k(−M)kk!

(
M

X

)n

S
(n)
k xn

≜
i∑

k=0

k∑
n=0

bi,k,nx
n, i = 0, 1, . . . ,M, (٢ .۴)

آن در که

µ(i, a, b,M) =
(−1)i(i+ a+ b+ 1)M+1(b+ 1)ii!

(2i+ a+ b+ 1)(a+ 1)i(−M)iM !
,

و

bi,k,n =
1√

µ(i, a, b,M)
(−1)k

(−i)k(i+ a+ b+ 1)k
(a+ 1)k(−M)kk!

(
M

X

)n

S
(n)
k .

تقریب زیر صورت به هان یافته انتقال یکه متعامد چندجمله ای های برحسب می توان را u ∈ L2
w([0, X]) تابع هر

زد

u(x) ≃
M∑
i=0

uih
∗
i (x, a, b,M), (٣ .۴)

آن در که

ui =
M∑
r=0

u

(
X

M
r

)
h∗i

(
X

M
r, a, b,M

)
w(r).

نوشت نیز زیر ماتریسی فرم به می توان را (٣ .۴) رابطه که باشید داشته توجه

u(x) ≃ UTH
(X)
M (x),



٢٧ کاپوتو شده تعدیل مشتق با کسری دیفرانسیل-انتگرال معادلات حل برای موثر عددی روش یک

آن در که
U = [u0, u1, . . . , uM ]T ,

و

H
(X)
M (x) = [h∗0(x, a, b,M), h∗1(x, a, b,M), . . . , h∗M(x, a, b,M)]T . (۴ .۴)

به هان یافته انتقال یکه متعامد چندجمله ای های برحسب می توان را u(x, s) ∈ L2
w([0, X]2) تابع هر مشابه به طور

زد تقریب زیر صورت

u(x, s) ≃
M∑
i=0

M∑
j=0

ûijh
∗
i (x, a, b,M)h∗j(s, a, b, N)

≜
(
H

(X)
M (x)

)T
ÛH

(X)
M (s),

می باشد زیر درایه های با بعدی (M + 1)× (M + 1) ماتریس یک Û = [ûij] که

ûij =
M∑
r=0

M∑
l=0

u

(
X

M
r,
X

M
l

)
h∗i

(
X

M
r, a, b,M

)
h∗j

(
X

M
l, a, b,M

)
w(r)w(l),

.i, j = 0, 1, . . . ,M برای

کسری انتگرال عملگر ماتریس ۵
برای شده تعدیل ریمان-لیوویل و ریمان-لیوویل کسری انتگرال عملگر های ماتریس های محاسبه روش بخش، این در
روش های به مربوط محاسبات ماتریس ها این می شود. داده توضیح هان، انتقال یافته یکه متعامد چندجمله ای های

می دهند. کاهش بررسی مورد معادلات حل برای را چندجمله ای ها این اساس بر پیشنهادی

از α مرتبه ریمان-لیوویل کسری انتگرال صورت این در باشد. معین حقیقی عدد یک α > 0 کنید فرض .١ .۵ قضیه
می باشد بیان قابل زیر صورت به ،(۴ .۴) رابطه در شده تعریف ،H(X)

M (x) بردار

RL
a IαxH

(X)
M (x) ≃ P

(α)
M H

(X)
M (x) (١ .۵)

و P(α)
M = [p

(α)
ij ] آن در که

p
(α)
ij =

M∑
r=0

(
i∑

k=0

k∑
n=0

n! bi,k,n
Γ(n+ α + 1)

(
X

M
r

)n+α
)
h∗j

(
X

M
r, a, b,M

)
w (r),

.i, j = 0, 1, . . . ,M برای

می  آوریم به دست ،۶ .٢ خاصیت و (٢ .۴) رابطه به توجه با اثبات.

RL
a Iαx h

∗
i (x, a, b,M) =

i∑
k=0

k∑
n=0

n! bi,k,n
Γ(n+ α + 1)

xn+α. (٢ .۵)

داریم ،H(X)
M (x) بردار تعریف و بالا رابطه از بنابراین

RL
a IαxH

(X)
M (x) =

[
RL
a Iαx h

∗
0 (x, a, b,M) , RL

a Iαx h
∗
1 (x, a, b,M) , . . . , RL

a Iαx h
∗
M (x, a, b,M)

]T
.
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زد تقریب زیر صورت به هان یافته انتقال یکه  متعامد چندجمله ای های بر حسب می توان را بالا بردار مولفه های

RL
a Iαx h

∗
i (x, a, b,M) ≃

M∑
j=o

p
(α)
ij h

∗
j (x, a, b,M) ,

آن در که

p
(α)
ij =

M∑
r=0

(
RL
a Iαx h

∗
i (x, a, b,M)

) ∣∣∣
x= X

M
r
h∗j

(
X

M
r, a, b,M

)
w (r) .

داریم ،(٢ .۵) رابطه گرفتن نظر در و بالا رابطه از آمده به دست نتیجه طبق

p
(α)
ij =

M∑
r=0

(
i∑

k=0

k∑
n=0

n!bi,k,n
Γ(n+ α + 1)

(
X

M
r

)n+α
)
h∗j

(
X

M
r, a, b,M

)
w (r).

داریم بنابراین

RL
a IαxH

(X)
M (x) ≃


p
(α)
00 p

(α)
01 · · · p

(α)
0M−1 p

(α)
0M

p
(α)
10 p

(α)
11 · · · p

(α)
1M−1 p

(α)
1M

... ... · · · ... ...
p
(α)
M0 p

(α)
M1 · · · p

(α)
MM−1 p

(α)
MM

H(X)
M (x) ≜ P

(α)
M H

(X)
M (x).

می شود. کامل اثبات ترتیب این به

یافته انتقال یکه متعامد چندجمله ای های α مرتبه ریمان-لیوویل کسری انتگرال عملگر ماتریس را P(α)
M ماتریس

می نامیم. هان

است برقرار زیر روابط ،λ ⩾ 0 حقیقی عدد و (۴ .۴) رابطه  در شده تعریف H(X)
M (x) بردار برای .٢ .۵ قضیه

eλxH
(X)
M (x) ≃ Q

(λ)
M H

(X)
M (x), (٣ .۵)

و

e−λxH
(X)
M (x) ≃ K

(λ)
M H

(X)
M (x), (۴ .۵)

به طوری که K(λ)
M = [k

(λ)
ij ] و Q(λ)

M = [q
(λ)
ij ] آن در که

q
(λ)
ij =

M∑
r=0

(
i∑

k=0

k∑
n=0

bi,k,ne
λ X

M
r

(
X

M
r

)n
)
h∗j

(
X

M
r, a, b,M

)
w (r),

و

k
(λ)
ij =

M∑
r=0

(
i∑

k=0

k∑
n=0

bi,k,ne
−λ X

M
r

(
X

M
r

)n
)
h∗j

(
X

M
r, a, b,M

)
w (r),

.i, j = 0, 1, . . . ,M برای

داریم ،(٢ .۴) رابطه طبق اثبات.

eλxh∗i (x, a, b,M) =
i∑

k=0

k∑
n=0

bi,k,ne
λxxn,
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می آوریم به دست نتیجه در و

eλxH
(X)
M (x) =

[
eλxh∗0 (x, a, b,M) , eλxh∗1 (x, a, b,M) , . . . , eλxh∗M (x, a, b,M)

]T
.

زد تقریب زیر صورت به هان یافته انتقال یکه  متعامد چندجمله ای های بر حسب می توان را بالا بردار مولفه های

eλxh∗i (x, a, b,M) ≃
M∑
j=0

q
(λ)
ij h

∗
j (x, a, b,M) ,

آن در که

q
(λ)
ij =

M∑
r=0

(
eλxh∗i (x, a, b,M)

) ∣∣∣
x= X

M
r
h∗j

(
X

M
r, a, b,M

)
w (r)

=
M∑
r=0

(
i∑

k=0

k∑
n=0

bi,k,ne
λ X

M
r

(
X

M
r

)n
)
h∗j

(
X

M
r, a, b,M

)
w (r).

داریم بنابراین

eλxH
(X)
M (x) ≃


q
(α)
00 q

(α)
01 · · · q

(α)
0M−1 q

(α)
0M

q
(α)
10 q

(α)
11 · · · q

(α)
1M−1 q

(α)
1M

... ... · · · ... ...
q
(α)
M0 q

(α)
M1 · · · q

(α)
MM−1 q

(α)
MM

H(X)
M (x) ≜ Q

(λ)
M H

(X)
M (x).

می شود. کامل اثبات ترتیب این به است. بالا مشابه طور به K(λ)
M ماتریس به مربوط اثبات روند

باشد. (۴ .۴) رابطه در شده تعریف بردار H(X)
M (x) و باشند حقیقی اعداد λ ≥ 0 و α > 0 کنید فرض .٣ .۵ قضیه

می شود محاسبه زیر صورت به H(X)
M (x) بردار از α مرتبه از شده تعدیل ریمان-لیوویل کسری انتگرال صورت این در

RL
a Iα,λx H

(X)
M (x) ≃ S

(α,λ)
M H

(X)
M (x), (۵ .۵)

می شود محاسبه زیر صورت به که می باشد (M + 1)× (M + 1) مرتبه از مربعی ماتریس یک S(α,λ)
M آن در که

S
(α,λ)
M = Q

(λ)
M P

(α)
M K

(λ)
M , (۶ .۵)

شده اند. معرفی ٢ .۵ و ١ .۵ قضایای در K(λ)
M و Q(λ)

M ،P(α)
M ماتریس های به طوری که

داریم شده، تعدیل ریمان-لیوویل کسری انتگرال تعریف طبق اثبات.

RL
a Iα,λx H

(X)
M (x) = e−λx RL

a Iαx (e
λxH

(X)
M (x)),

داریم ،٢ .۵ قضیه از استفاده با که

RL
a Iα,λx H

(X)
M (x) ≃ Q

(λ)
M e−λx RL

a IαxH
(X)
M (x),

می آوریم به دست را زیر رابطه ،١ .۵ قضیه اعمال با این بر علاوه

RL
a Iα,λx H

(X)
M (x) ≃ Q

(λ)
M P

(α)
M e−λxH

(X)
M (x).

داریم ،٢ .۵ قضیه و بالا رابطه از آمده به دست نتیجه طبق نهایت، در

RL
a Iα,λx H

(X)
M (x) ≃ Q

(λ)
M P

(α)
M K

(λ)
M H

(X)
M (x) ≜ S

(α,λ)
M H

(X)
M (x).

می شود. کامل اثبات ترتیب این به
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روش توصیف ۶
دیفرانسیل- معادله حل برای عددی روش یک هان انتقال یافته یکه متعامد چندجمله ای های از استفاده با بخش، این در
به را معادله این در موجود کسری عبارت ابتدا منظور این برای می دهیم. پیشنهاد (١. ١) رابطه در شده تعریف انتگرال

می زنیم تقریب زیر صورت

C

0D
α,λ
x u(x) ≃

M∑
i=0

uih
∗
i (x, a, b,M) ≜ UTH

(X)
M (x), (١ .۶)

آن در که
U = [u0, u1, . . . , uM ]T ,

شده تعدیل کسری انتگرال گیری با می باشد. (۴ .۴) رابطه در شده تعریف بردار H(X)
M (x) و مجهول ضرایب بردار

می شود حاصل زیر رابطه ،٣ .۵ قضیه از استفاده و (١ .۶) رابطه از ریمان-لیوویل

u(x) ≃
m−1∑
k=0

ak
k!
e−λxxk + UTS

(α,λ)
M H

(X)
M (x). (٢ .۶)

زد تقریب زیر صورت به هان یافته انتقال یکه متعامد چندجمله ای های حسب بر می توان را بالا رابطه در متناهی سری

m−1∑
k=0

ak
k!
e−λxxk ≃

M∑
i=0

vih
∗
i (x, a, b,M) ≜ V TH

(X)
M (x), (٣ .۶)

آن در که
V = [v0, v1, . . . , vM ]T ,

می باشد i = 0, 1, . . . ,M ازای به زیر مولفه های با معلوم برداری

vi =
M∑
r=0

(
m−1∑
k=0

ak
k!
e−λxxk

)∣∣∣
x= X

M
r
h∗i

(
X

M
r, a, b,M

)
w(r). (۴ .۶)

می آوریم به دست ،(٢ .۶) رابطه در (٣ .۶) رابطه جایگذاری با

u(x) ≃ V TH
(X)
M (x) + UTS

(α,λ)
M H

(X)
M (x) ≜ ŨTH

(X)
M (x), (۵ .۶)

آن در که
Ũ = [ũ0, ũ1 . . . , ũM ]T .

به هان یافته انتقال یکه متعامد چندجمله ای های حسب بر می توان را (١. ١) رابطه در شده بیان f(x) تابع هم چنین
زد تقریب زیر صورت

f(x) ≃
M∑
i=0

fih
∗
i (x, a, b,M) ≜ F TH

(X)
M (x), (۶ .۶)

آن در که
F = [f0, f1, . . . , fM ]T ,

می باشد زیر مولفه های با معلوم برداری

fi =
M∑
r=0

f

(
X

M
r

)
h∗i

(
X

M
r, a, b,M

)
w(r), i = 0, 1, . . . ,M.



٣١ کاپوتو شده تعدیل مشتق با کسری دیفرانسیل-انتگرال معادلات حل برای موثر عددی روش یک

می آوریم به دست ،(١. ١) رابطه در (۶ .۶) و (۵ .۶) ،(١ .۶) روابط جایگذاری با

UTH
(X)
M (x) ≃ F TH

(X)
M (x) +

∫ x

0

k
(
x, s, ŨTH

(X)
M (s)

)
ds (٧ .۶)

≃ F TH
(X)
M (x) +

x

2

N∑
j=1

ωjk
(
x, zj, Ũ

TH
(X)
M (zj)

)
, (٨ .۶)

در می باشند. [0, X] بازه با متناظر لژاندر گاوس انتگرال گیری وزن های و گره ای نقاط ترتیب به ωj و zj آن در که
شده انتقال داده گره ای نقاط ها zj و می باشند [−1, 1] بازه در لژاندر گاوس روش های وزن های همان ها wj حقیقت
به توجه با هستند. لژاندر N درجه چندجمله ای ریشه های ها xj که طوری به می باشند zj = X

2
(xj + 1) صورت به

کرد معرفی زیر صورت به می توان را باقیمانده تابع بالا، رابطه

R (x) ≜
(
UT − F T

)
H

(X)
M (x)− x

2

N∑
j=1

ωjk
(
x, zj, Ũ

TH
(X)
M (zj)

)
≃ 0. (٩ .۶)

با غیرخطی جبری معادلات دستگاه یک بالا رابطه در xr = X
M
r, r = 0, 1, . . . ,M هم محلی نقاط جایگذاری با

در بردار این دادن قرار با نهایت در می آیند. به دست U بردار مولفه های آن حل با که می شود حاصل معادله (M + 1)

می آید. به دست مساله برای تقریبی جواب یک (۵ .۶) رابطه

همگرایی ٧

می آوریم. به دست قبل، بخش در شده ارایه عددی روش از حاصل خطای برای بالا کران یک بخش این در

و ΛM = span {h∗0(x, a, b,M), h∗1(x, a, b,M), . . . , h∗M(x, a, b,M)} کنید فرض .٧. ١ قضیه

داریم آن گاه باشد، ΛM فضای در u تابع تقریب بهترین ū(x) =
M∑
i=0

uih
∗
i (x, a, b,M) اگر .u ∈ CM+1[0, X]

∥u(x)− ū(x)∥∞ ≤ XM+1

(M + 1)!

∥∥u(M+1)(x̄)
∥∥
∞ .

هان یافته انتقال یکه متعامد چند جمله ای های فضای برای پایه یک
{
1, x, x2, . . . , xM

}
مجموعه که آن جا از اثبات.

نوشت می توان می دهد، تشکیل M درجه از

u0(x) = u(0) + xu′ (0) +
x2

2!
u′′(0) + . . .+

xM

M !
u(M)(0).

به طوری که دارد وجود x̄ ∈ [0, X] عدد یک تیلور، بسط اساس بر

|u(x)− u0(x)| =
∣∣∣∣ xM+1

(M + 1)!
u(M+1)(x̄)

∣∣∣∣ .
داریم نتیجه در می باشد ΛM فضای در u تابع تقریب بهترین ū(x) چون

∥u(x)− ū(x)∥∞ ≤ ∥u(x)− u0(x)∥∞

=

∥∥∥∥ xM+1

(M + 1)!
u(M+1)(x̄)

∥∥∥∥
∞

≤ XM+1

(M + 1)!

∥∥u(M+1)(x̄)
∥∥
∞ .

می شود. کامل اثبات ترتیب این به
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کنید فرض .٧. ٢ فرض

r(x) =
m−1∑
k=0

e−λxxk

k!

[
dk

dxk
(eλxu(x))

∣∣∣
x=0

]
,

باشد. هان انتقال یافته یکه متعامد چند جمله ای های برحسب r(x) از تقریبی r̄(x) =
M∑
i=0

rih
∗
i (x, a, b,M) و

برحسب f(x) از تقریبی f̄(x) =
M∑
i=0

fih
∗
i (x, a, b,M) و f ∈ CM+1([0, X]) کنید فرض .٧. ٣ فرض

هان باشد. انتقال یافته یکه متعامد چند جمله ای های

چند جمله ای های برحسب v(x) از تقریبی v̄(x) =
M∑
i=0

vih
∗
i (x, a, b,M) و v(x) = x کنید فرض .۴ .٧ فرض

باشد. هان یافته انتقال یکه متعامد

است. شده معرفی ٣. ٢ فرض در قبلا M2 آن در که باشد XM2 < 1 کنید فرض .۵ .٧ فرض

بیان کسری دیفرانسیل-انتگرال معادله تقریبی جواب û و دقیق جواب u ∈ CM+1([0, X]) کنید فرض .۶ .٧ قضیه
داریم صورت این در باشد. برقرار ۵ .٣. ٢-٧ فرضیات که کنید فرض این بر علاوه باشد. (١. ١) رابطه در شده

∥u(x)− û(x)∥∞ ≤ XM+1

(M + 1)!

∥r(M+1)∥∞ + ∥f (M+1)∥∞
1−XM2︸ ︷︷ ︸

M3

≜ M3X
M+1

(M + 1)!
.

داریم ،(١. ١) رابطه طرفین از ریمان-لیوویل شده تعدیل کسری انتگرال گیری با اثبات.

u(x) = r(x) +
RL

0I
α,λ
x

(
f(x) +

∫ x

0

k(x, s, u(s))ds

)
. (٧. ١)

است برقرار û(x) برای زیر رابطه علاوه براین

û(x) = r̄(x) +
RL

0I
α,λ
x

(
f̄(x) +

∫ x

0

k (v̄(x), v̄(s), û(s)) ds

)
. (٧. ٢)

می آوریم بدست ،(٧. ٢) و (٧. ١) روابط از

u(x)− û(x) = r(x)− r̄(x) +
RL

0I
α,λ
x

(
f(x)− f̄(x)

+

∫ x

0

[
k (x, s, u(s))− k (v̄(x), v̄(s), u(s))

]
ds
)

داریم ٧. ١ قضیه و ٣. ٢ فرض ،٣. ١ لم بالا، نتیجه به توجه با

∥u(x)− û(x)∥∞ ≤ ∥r(x)− r̄(x)∥∞
+M1

(∥∥f(x)− f̄(x)
∥∥
∞ +XM2 ∥u(x)− û(x)∥∞

)
.



٣٣ کاپوتو شده تعدیل مشتق با کسری دیفرانسیل-انتگرال معادلات حل برای موثر عددی روش یک

می آوریم به دست را زیر روابط بالا، نتیجه از

∥u(x)− û(x)∥∞ ≤ 1

1−XM2

(
∥r(x)− r̄(x)∥∞ +M1

∥∥f(x)− f̄(x)
∥∥
∞

)
≤ 1

1−XM2

(
XM+1

(M + 1)!

∥∥r(M+1)
∥∥
∞ +

XM+1

(M + 1)!

∥∥f (M+1)
∥∥
∞

)
︸ ︷︷ ︸

M3

≜ M3X
M+1

(M + 1)!
.

می شود. کامل اثبات ترتیب این به

عددی مثال های ٨
به می دهیم. قرار بررسی مورد را عددی مثال چند شده، پیشنهاد روش کارایی و صحت دادن نشان برای بخش این در

می کنیم استفاده زیر فرمول از نتایج دقت میزان بررسی منظور

eu =

(∫ X

0

(u(x)− ũM(x))2 dx

) 1
2

, (٨. ١)

نرم افزار با بخش این مثال های به مربوط برنامه های هستند. تقریبی و دقیق جواب های ترتیب به ũM و u آن در که
است. شده اجرا هسته ای 3 پردازشگر و داخلی حافظه گیگابایت 8 مشخصات دارای شخصی کامپیوتر با Maple

و 0 < α ≤ 1 با را (١. ١) رابطه در شده بیان کسری دیفرانسیل-انتگرال معادله .٨. ١ مثال
u(x) = e−λxx2 + 1 آن دقیق جواب به طوری که بگیرید نظر در [0, 1] بازه در k(x, s, u(s)) = xeλss u(s)2

نتایج می شوند. محاسبه مساله دقیق جواب کمک به مساله نیاز مورد اولیه شرط و f(x) تابع که می کنیم یادآوری باشد.
دیده جدول این روی از است. شده گزارش ١ جدول در M و α ،b ،a مقدار چند و λ = 1 و λ = 1

2
ازای به عددی

آمده بدست تقریبی جواب ندارد. مثال این برای آمده به دست نتایج در تاثیری b و a مختلف انتخاب های که می شود
،α = 1

2
ازای به مطلق خطای نمودار های است. شده داده نمایش ١ شکل در λ = 1 و M = 11 ،α = 1

2
ازای به

روش بالای دقت و کارآمدی دهنده نشان حاصل، نتایج است. شده داده نشان ٢ شکل در M مقدار چند و λ = 1

است. شده پیشنهاد

.λ = 1 و λ = 1
2

ازای به M و b ،a ،α از مقادیری ازای به ،٨. ١ مثال در eu برای آمده به دست نتایج :١ جدول

λ = 1/2
a = b = 0 a = 1, b = 2 a = b = 2

M α = 1/4 α = 1/2 α = 3/4 α = 1/4 α = 1/2 α = 3/4 α = 1/4 α = 1/2 α = 3/4
٣ 2.4337× 10−3 2.5485× 10−3 2.4499× 10−3 2.4337× 10−3 2.5485× 10−3 2.4499× 10−3 2.4337× 10−3 2.5485× 10−3 2.4499× 10−3

۵ 2.0849× 10−4 5.2788× 10−5 6.3134× 10−5 2.0849× 10−4 5.2788× 10−5 6.3134× 10−5 2.0849× 10−4 5.2788× 10−5 6.3134× 10−5

٧ 2.9469× 10−6 9.8380× 10−6 1.3506× 10−5 2.9469× 10−6 2.9469× 10−6 1.3506× 10−5 2.9469× 10−6 2.9469× 10−6 1.3506× 10−5

٩ 8.6603× 10−7 308225× 10−6 4.5741× 10−6 8.6603× 10−7 308225× 10−6 4.5741× 10−6 8.6603× 10−7 308225× 10−6 4.5741× 10−6

١١ 3.3473× 10−7 1.2435× 10−6 1.9546× 10−6 3.3473× 10−7 1.2435× 10−6 1.9546× 10−6 3.3473× 10−7 1.2435× 10−6 1.9546× 10−6

λ = 1
a = b = 0 a = 1, b = 2 a = b = 2

M α = 1/4 α = 1/2 α = 3/4 α = 1/4 α = 1/2 α = 3/4 α = 1/4 α = 1/2 α = 3/4
٣ 2.4480× 10−3 2.4798× 10−3 2.3627× 10−3 2.4480× 10−3 2.4798× 10−3 2.3627× 10−3 2.4480× 10−3 2.4798× 10−3 2.3627× 10−3

۵ 4.6306× 10−5 6.7882× 10−5 7.3158× 10−5 4.6306× 10−5 6.7882× 10−5 7.3158× 10−5 4.6306× 10−5 6.7882× 10−5 7.3158× 10−5

٧ 2.7905× 10−6 8.8581× 10−6 1.6396× 10−5 2.7905× 10−6 8.8581× 10−6 1.6396× 10−5 2.7905× 10−6 8.8581× 10−6 1.6396× 10−5

٩ 8.0446× 10−7 2.7853× 10−6 3.9478× 10−6 8.0446× 10−7 2.7853× 10−6 3.9478× 10−6 8.0446× 10−7 2.7853× 10−6 3.9478× 10−6

١١ 3.1405× 10−7 1.1339× 10−6 1.6949× 10−6 3.1405× 10−7 1.1339× 10−6 1.6949× 10−6 3.1405× 10−7 1.1339× 10−6 1.6949× 10−6
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.٨. ١ مثال در M = 11 و λ = 1 ،α = 1
2

ازای به u(x) تقریبی جواب نمودار :١ شکل

M = 5 (ب) M = 3 (آ)

M = 9 (د) M = 7 (ج)

.٨. ١ مثال در M مقدار چند و λ = 1 ،α = 1
2

ازای به مطلق خطای تابع نمودار های :٢ شکل

و 1 < α ≤ 2 با را (١. ١) رابطه در شده بیان کسری دیفرانسیل-انتگرال معادله .٨. ٢ مثال
u(x) = e−λx (x4 + 2x) آن دقیق جواب که طوری به بگیرید نظر در [0, 1] بازه در k(x, s, u(s)) = s e−u(s)

،λ مقدار چند ازای به عددی نتایج می باشند. محاسبه قابل دقیق جواب این کمک به اولیه شرایط و f(x) تابع باشد.
افزایش با که می شود مشاهده جدول، این در آمده به دست نتایج به توجه با است. شده گزارش ٢ جدول در M و α



٣۵ کاپوتو شده تعدیل مشتق با کسری دیفرانسیل-انتگرال معادلات حل برای موثر عددی روش یک

۴ و ٣ شکل های در M مقدار چند و λ = 2 ،α = 5
4

ازای به حاصل نتایج می یابد. افزایش نتایج دقت پایه ها تعداد
است. شده ارایه روش بالای دقت و کارایی دهنده نشان آشکارا آمده به دست نتایج است. شده داده نشان

.M و λ ،α از مقادیری ازای به ،٨. ٢ مثال در eu برای آمده به دست نتایج :٢ جدول

λ = 1/2 λ = 1 λ = 2

M α = 5/4 α = 3/2 α = 7/4 α = 5/4 α = 3/2 α = 7/4 α = 5/4 α = 3/2 α = 7/4
۴ 4.5364× 10−4 5.5250× 10−4 5.6941× 10−4 2.5913× 10−4 3.2918× 10−4 3.3763× 10−4 8.9014× 10−4 8.9083× 10−4 8.7885× 10−4

۶ 1.6721× 10−5 4.0096× 10−5 4.9530× 10−5 1.5097× 10−5 3.1359× 10−5 3.7574× 10−5 1.5606× 10−5 2.2290× 10−5 2.4927× 10−5

٨ 3.6333× 10−6 1.001× 10−5 1.4024× 10−5 2.8193× 10−6 7.4489× 10−6 1.0118× 10−5 1.8858× 10−6 4.5393× 10−6 5.7653× 10−6

١٠ 1.1657× 10−6 3.5327× 10−6 5.4118× 10−6 9.0548× 10−7 2.6281× 10−6 3.9072× 10−6 6.0256× 10−7 1.5983× 10−6 2.2112× 10−6

١٢ 4.6908× 10−7 1.5274× 10−6 2.5118× 10−6 3.6468× 10−7 1.1383× 10−6 1.8153× 10−6 2.4358× 10−7 6.9411× 10−7 1.0299× 10−6

١۵ 1.6315× 10−7 5.7105× 10−7 1.0095× 10−6 1.2628× 10−7 4.2501× 10−7 7.2963× 10−7 8.3567× 10−8 2.5811× 10−7 4.1372× 10−7

٢٢ 2.5894× 10−8 1.0391× 10−7 2.1017× 10−7 2.0068× 10−8 8.3154× 10−8 1.3521× 10−7 1.3322× 10−8 5.721× 10−8 8.6574× 10−8

.٨. ٢ مثال در M = 12 و λ = 2 ،α = 5
4

ازای به u(x) تقریبی جواب نمودار  :٣ شکل

و 2 < α ≤ 3 با را (١. ١) رابطه در شده بیان کسری دیفرانسیل-انتگرال معادله .٨. ٣ مثال
u(x) = e−λx(x

7
2 + آن دقیق جواب که طوری به بگیرید نظر در [0, 2] بازه در k(x, s, u(s)) = sin (u(s)) e−λx

مقدار چند ازای به عددی نتایج می شوند. محاسبه دقیق جواب این از استفاده با اولیه مقدار و f(x) تابع باشد. x2)
جواب های دقت پایه ها تعداد افزایش با که می شود مشاهده جدول این در است. شده گزارش ٣ جدول در M و α ،λ
داده نشان ۶ و ۵ شکل های در M مقدار چند و λ = 1

2
،α = 9

4
ازای به حاصل نتایج می یابد. افزایش آمده به دست

می کند. تایید را نتایج بالای دقت و مساله این حل برای شده ارایه روش بودن مناسب آمده به دست نتایج است. شده

.M و λ ،α از مقادیری ازای به ،٨. ٣ مثال در eu برای آمده به دست نتایج :٣ جدول

λ = 1/2 λ = 1 λ = 2

M α = 9/4 α = 5/2 α = 11/4 α = 9/4 α = 5/2 α = 11/4 α = 9/4 α = 5/2 α = 11/4
۵ 9.2461× 10−3 1.0483× 10−3 3.4870× 10−2 4.4801× 10−3 5.6264× 10−4 1.6556× 10−2 1.5860× 10−3 4.8325× 10−4 4.5615× 10−3

٧ 3.4601× 10−3 8.7720× 10−4 1.7452× 10−2 1.7608× 10−3 1.3782× 10−4 8.2696× 10−3 6.1654× 10−4 1.8055× 10−4 2.3350× 10−3

٩ 1.7118× 10−3 1.4237× 10−5 1/0356× 10−2 8.6580× 10−4 1.9260× 10−5 4.9235× 10−3 2.9546× 10−4 3.8184× 10−5 1.4005× 10−3

١١ 9.8047× 10−4 3.9718× 10−6 6.8083× 10−3 4.9637× 10−4 4.7062× 10−6 3.2432× 10−3 1.6878× 10−4 7.5299× 10−6 9.2924× 10−4

١٣ 6.1771× 10−4 1.4605× 10−6 4.7983× 10−3 3.1315× 10−4 1.6410× 10−6 2.2888× 10−3 1.0691× 10−6 2.1990× 10−6 6.5897× 10−4

نتیجه گیری ٩
برای گردید. معرفی کاپوتو شده تعدیل مشتق با کسری دیفرانسیل-انتگرال معادلات از جدیدی رده یک مقاله، این در
برای گردید. پیشنهاد ارایه هان انتقال یافته یکه متعامد چندجمله ای های بر مبتنی عددی روش یک معادلات، این حل
به دست شده معرفی جمله ای های چند ریمان-لیوویل شده تعدیل کسری عملگر ماتریس ابتدا در روش، کردن پیاده سازی
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M = 6 (ب) M = 4 (آ)

M = 12 (د) M = 10 (ج)

.٨. ٢ مثال در M مقدار چند و λ = 2 ،α = 5
4

ازای به مطلق خطای تابع نمودار های :۴ شکل

.٨. ٣ مثال در M = 13 و λ = 1
2

،α = 9
4

ازای به u(x) تقریبی جواب نمودار :۵ شکل

پایه ای توابع حسب بر مساله کسری عبارت بسط با پیشنهادی روش در شد. گرفته به کار نظر مورد روش در و آمد
و گاوس-لژاندر عددی انتگرال گیری روش از استفاده شده، بیان کسری انتگرال عملگر ماتریس به کارگیری شده، معرفی
دستگاه این حل با شد. تبدیل غیرخطی جبری معادلات از دستگاه یک حل به بررسی مورد مساله حل هم محلی، روش
عددی، مثال چند ارایه با نیز پایان در آمد. به دست اصلی مساله برای تقریبی جواب یک بسط، ضرایب آمدن به دست و
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M = 7 (ب) M = 5 (آ)

M = 13 (د) M = 11 (ج)

.٨. ٣ مثال در M مقدار چند و λ = 1
2

،α = 9
4

ازای به مطلق خطای تابع نمودار های :۶ شکل

این حل برای شده ارایه روش بالای قابلیت دهنده نشان آمده به دست نتایج شد. بررسی پیشنهادی روش کارایی و دقت
تعدادتوابع افزایش با که می دهند نشان نمودارها و جداول به وسیله شده گزارش نتایج ضمن در می باشد. مسایل گونه

می شود. بهتر نتایج دقت بررسی مورد مساله حل در پایه ای
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Abstract: In this paper, we introduce an important class of fractional integral-differential equations with
tempered Caputo fractional derivatives. To solve these equations, we propose a numerical method based
on the orthonormal shifted Hahn polynomials. To implement this method, we derive an explicit formula
for calculating the Riemann-Liouville tempered fractional integral operator matrix corresponding to these
polynomials. In the proposed method, by approximating the fractional term of the problem using the
aforementioned polynomials and their fractional integral operator matrix, and by employing the collocation
method, the solution of the expressed problem is transformed into the solution of a system of algebraic
equations. By solving this system, we obtain an approximate solution for the equation under consideration.
To verify the accuracy and efficiency of the proposed method, we examine several numerical examples.

Keywords: Orthonormal shifted Hahn polynomials, Fractional integral operational matrix, Tempered
fractional derivative.
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