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مطالعه مورد رکوردي داده هاي اساس بر شده اصلاح ليندلي توزيع براي پيش بيني و برآورديابي مسأله مقاله، اين در چکيده:
مي باشد. بيزي و کلاسيک رويکردهاي اساس بر شده اصلاح ليندلي توزيع براي پيش بيني و برآورديابي مي گيرند. قرار
آن از مي پذيرد. صورت لاينکس نامتقارن زيان تابع و خطا مربع متقارن زيان تابع اساس بر بيزي پيش بيني و برآورديابي
از نيستند، بسته فرم هاي داراي بيزي پيش بيني کننده هاي و برآوردگرها با مرتبط انتگرال هاي مي رسد نظر به که جايي
يک و شبيه سازي مطالعه يک مي شود. استفاده انتگرال ها اين تقريب براي ليندلي تقريب و متروپليس-هستينگز الگوريتم
بيانگر شبيه سازي نتايج مي گردد. ارائه پيش بيني و برآورد مختلف روش هاي عملکرد مقايسه و ارزيابي براي کاربردي مثال
ماکسيمم برآوردگرهاي از بهتر آگاهي بخش پيشين توزيع تحت آمده به دست بيز برآوردگرهاي که هستند موضوع اين
فواصل طول ميانگين کمترين بيزي اطمينان فواصل همچنين، مي کند. عمل گشتاوري برآوردگرهاي و درستنمايي
نااريب پيش بيني کننده کلاسيک، و بيزي پيش بيني کننده هاي ميان در دارند. اطمينان فواصل ديگر به نسبت را اطمينان
دارند. ديگر پيش بيني کننده هاي به نسبت را بهتري عملکرد به ترتيب آگاهي بخش پيشين توزيع با بيزي پيش بيني کننده و
نسبت را پيش بيني فواصل طول ميانگين کمترين به ترتيب محوري پيش بيني فواصل HCDو پيش بيني فواصل همچنين،

هستند. دارا بيزي پيش بيني فواصل به
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وجود قبل مخرب زلزله هاي از که اطلاعاتي اساس بر خاص محل يک در را بعدي زلزله شدت و زمان مي توان مثال به عنوان نمود. اقدام بعدي
کرد. پايه ريزي را آن اساسي خواص از بسياري و شروع را رکوردها نظريه روي آماري مطالعه [٩] چندلر کرد. پيش بيني دارد،

بزرگتر خود قبل ما مشاهدات تمام از اگر مي شود ناميده بالا رکورد Xj مشاهده {Xm;m ≥ ١} تصادفي متغيرهاي دنباله در
m ≥ ٢ براي و (١ احتمال با ) U(١) = ١ آن در که مي شود تعريف XU(m) به صورت بالا رکورد -امين m ديگر عبارت به باشد.
براي پرداخته اند. رکوردها اساس بر پيش بيني و آماري استنباط مسأله به بسياري محققان .U(m) = min{j : Xj > XU(m−١)}
همکاران و ساينگ ،[٢٢] همکاران و رکب ،[۴] پرس و آرنولد ،[٣] همکاران و آرنولد به مي توان شده انجام تحقيقات درباره بيشتر اطلاع

کرد. مراجعه [١] االله احسن و [۵] همکاران و اصغرزاده ،[٢۶]
به ترتيب آن تجمعي توزيع تابع و چگالي تابع که نمودند معرفي را شده اصلاح ليندلي توزيع از کلي خانواده يک ،[١١] همکاران و چسنيو

مي شود: تعريف زير به صورت

f(x; θ) =
θ

١ + θ

[
x(θω(x)− ω(x)) + ١ − ω(x) + θ

]
e−θx, x > ٠, θ > ٠,

F (x; θ) = ١ −
[

١ +
θx

١ + θ
ω(x)

]
e−θx, x > ٠, θ > ٠.

توزيع ،ω(x) = ١ حالت براي است. h(x) = θ خطر نرخ تابع با و θ پارامتر با نمايي توزيع همان فوق توزيع ،ω(x) = ٠ حالت براي
طول داده هاي تحليل و تجزيه براي مفيد توزيع يک عنوان به ،[٢٠] ليندلي توسط بار اولين که است θ پارامتر با ليندلي توزيع همان فوق
توزيع که کردند بيان [١۶] همکاران و گايتاني همچنين، گرفت. قرار استفاده مورد مقاومت تنش- اعتماد قابليت مدل سازي در ويژه به عمر
براي و افزايشي x در که ،h(x) = θ٢(١+x)

θ+١+θx
توزيع اين خطر نرخ تابع است. نمايي توزيع بر مبتني مدل به نسبت بهتري مدل ليندلي

که است θ پارامتر با (ML)٢ شده اصلاح ليندلي توزيع فوق، توزيع ω(x) = e−θx حالت براي است. h(x) ≤ θ تابع x > ٠ هر
به ترتيب شده اصلاح ليندلي توزيع تجمعي توزيع تابع و احتمال چگالي تابع است. گرفته قرار توجه مورد عمر طول توزيع يک عنوان به اخيراً

مي شوند: تعريف زير به صورت

f(x; θ) =
θ

١ + θ
e−٢θx[(١ + θ)eθx + ٢θx− ١], x > ٠, θ > ٠, (١. ١)

F (x; θ) = ١ −
[

١ +
θx

١ + θ
e−θx

]
e−θx, x > ٠, θ > ٠. (١. ٢)

به صورت توزيع اين خطر نرخ تابع همچنين،

h(x; θ) =
θ(θx− ١)

(١ + θ)e−θx + θx
+ θ, x > ٠.

دهد نشان را h(x) از فردي به منحصر بحراني نقطه يک x. اگر نيست. يکنواخت و ثابت شده اصلاح ليندلي توزيع خطر نرخ تابع است.
و h(x) ≥ θ خطر نرخ تابع x ≥ ١/θ براي همچنين، است. کاهشي (x.,+∞) بازه در و افزايشي (٠, x.] بازه در h(x) آنگاه
اصلاح ليندلي توزيع که گفت مي توان خطر نرخ تابع ويژگي هاي از استفاده با است. h(x) ≤ θ خطر نرخ تابع x ∈ (٠, ١/θ] براي
تابع که دادند نشان ،[١١] همکاران و چسنيو همچنين، .[١١] است ليندلي و نمايي توزيع هاي براي پارامتري يک جايگزين توزيع يک شده

کرد بازنويسي گاما و نمايي توزيع از ترکيبي به صورت مي توان را شده اصلاح ليندلي توزيع احتمال

f(x) = f١(x) +
١

١)٢ + θ)

[
f٢(x)− f٣(x)

]
,

(٢, ٢θ) پارامتر هاي با گاما و θ پارامتر با نمايي ،٢θ پارامتر با نمايي توزيع هاي احتمال چگالي توابع به ترتيب f٣(x) و f٢(x) ،f١(x) که
دولتي و زاکرزاده ،[۶] همکاران و اصغرزاده به مي توان ليندلي توزيع از خانواده زمينه در شده انجام تحقيقات از بيشتر اطلاع براي هستند.
و [٢] همکاران و آلوتايبي ،[١٧] همکاران و خوارزمي ،[١٣] همکاران و چسنيو ،[١۵] همکاران و گايتاني ،[١٨] کومار و کريشنا ،[٢٩]

کرد. مراجعه [١٢] همکاران و چسنيو
2Modified Lindely distribution



۴٣ شده اصلاح ليندلي توزيع براي پيش بيني و برآورديابي

مي پذيرد. صورت نامتقارن و متقارن زيان تابع دو اساس بر بيزي و گشتاوري درستنمايي، ماکسيمم روش هاي با برآورديابي مقاله، اين در
آزمون اساس بر اطمينان فواصل درستنمايي، ماکسيمم برآورد مجانبي توزيع اساس بر اطمينان فواصل جمله، از مختلفي اطمينان فواصل
قرار مطالعه مورد شده اصلاح ليندلي توزيع پارامتر براي بيزي اطمينان فواصل و محوري اطمينان فواصل ماکسيمم، درستنمايي نسبت
،(BUP)۴ نااريب پيش بيني کننده ،(MLP)٣ درستنمايي ماکسيمم پيش بيني کننده جمله از مختلفي نقطه اي پيش بيني کننده هاي مي گيرد.
مشاهدات اساس بر Z = Yn, n > m نشده مشاهده بالاي رکورد براي بيزي پيش بيني کننده  و (CMP)۵ شرطي ميانه پيش بيني کننده

مي شوند. ارائه Z نشده مشاهده بالاي رکورد براي مختلفي پيش بيني فواصل همچنين، مي شوند. محاسبه رکوردي
پارامتر براي بيز برآورد و گشتاوري برآورد درستنمايي، ماکسيمم برآورد ،٢ بخش در است. شده تدوين زير به صورت مقاله اين مطالب
نظر به که جا آن از مي گيريم. بهره نامتقارن و متقارن زيان تابع دو از بيزي برآورديابي براي مي شوند. محاسبه شده اصلاح ليندلي توزيع
کارلو مونت مارکوف زنجير روش بيزي، برآوردهاي محاسبه براي نيستند، بسته اي فرم داراي بيزي برآوردهاي به مربوط انتگرال هاي مي رسد
توزيع پارامتر براي مختلفي اطمينان فواصل ،٣ بخش در مي کنيم. پيشنهاد انتگرال ها اين تقريب براي را ليندلي تقريب روش و (MCMC)۶

مشاهده بالاي رکورد براي مختلفي فاصله اي و نقطه اي پيش بيني کننده هاي ۵ و ۴ در بخش هاي مي شود. آورده به دست شده اصلاح ليندلي
بررسي و مقايسه براي شبيه سازي مطالعه يک ،۶ بخش در مي شوند. محاسبه رکوردي مشاهدات اساس بر Z = Yn, n > m نشده
و برآورد روش هاي تشريح براي کاربردي مثال يک ،٧ بخش در مي گردد. ارائه فاصله اي و نقطه اي پيش بيني کننده هاي و برآوردگرها رفتار

است. آمده ٨ بخش در به ترتيب نتيجه گيري و بحث نهايت، در مي گردد. استفاده پيش بيني

شده اصلاح ليندلي توزيع پارامتر برآورديابي ٢

درستنمايي ماکسيمم برآورديابي ٢. ١
توزيع تابع با جامعه از تصادفي نمونه در بالا رکورد m نخستين Y١ = XU(١) = y١, . . . , Ym = XU(m) = ym کنيد فرض

به صورت درستنمايي تابع y = (y١, . . . , ym) رکوردي مشاهدات اساس بر صورت آن در باشند، f(x; θ) چگالي تابع و F (x; θ)

L(y|θ) = f(ym; θ)
m−١∏
i=١

f(yi; θ)

١ − F (yi; θ)
, y١ < y٢ < . . . < ym. (٢. ١)

به صورت درستنمايي تابع ،(٢. ١) و (١. ٢) ،(١. ١) روابط به توجه با .[٣] مي شود تعريف

L(y|θ) = θm

(١ + θ)
e−θ[٢ym+

∑m−١
i=١ yi]

m∏
i=١

[
(١ + θ)eθyi + ٢θyi − ١

]m−١∏
i=١

١
١ + θ + θyie−θyi

, (٢. ٢)

از است عبارت درستنمايي تابع لگاريتم هستند. شده مشاهده رکوردي نمونه هاي y١, . . . , ym آن در که شده، محاسبه

lnL(y|θ) = m ln θ − ln(١ + θ)− θ

[
٢ym +

m−١∑
i=١

yi

]
+

m∑
i=١

ln
[
(١ + θ)eθyi + ٢θyi − ١

]
−

m−١∑
i=١

ln
[

١ + θ + θyie
−θyi
]
. (٢. ٣)

به صورت درستنمايي معادله ،θ پارامتر به نسبت درستنمايي تابع لگاريتم از مشتق گيري با

∂ lnL(y|θ)
∂θ

=
m

θ
− ١

١ + θ
− ٢ym −

m−١∑
i=١

yi +
m∑
i=١

eθyi [١ + (١ + θ)yi] + ٢yi
(١ + θ)eθyi + ٢θyi − ١

−
m−١∑
i=١

١ + yie
−θyi [١ − θyi]

١ + θ + θyie−θyi
= ٠, (۴ .٢)

3Maximum Likelihood Predictor
4Best Unbiased Predictor
5Conditional Median Predictor
6Markov Chain Monte Carlo
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نقطه تکراري و رافسون نيوتن مانند عددي روش هاي به (۴ .٢) معادله حل با يا درستنمايي تابع لگاريتم سازي ماکسيمم با مي شود. حاصل
به صورت g(θ) ثابت، نقطه تکراري روش در کرد. محاسبه را ،θ̂ يعني θ پارامتر (MLE)٧ درستنمايي ماکسيمم برآورد مي توان ثابت

g(θ) =
m

١
١+θ

+ ٢ym +
∑m−١

i=١ yi −
∑m

i=١

{
eθyi [١+(١+θ)yi]+٢yi
(١+θ)eθyi+٢θyi−١

}
+
∑m−١

i=١

{
١+yie−θyi [١−θyi]

١+θ+θyie−θyi

} ,
ϕ١(θ) = g(θ) به صورت ϕ٢(θ) و ϕ١(θ) توابع دارد وجود θ پارامتر درستنمايي ماکسيمم برآورد دهيم نشان اينکه براي مي شود. تعريف

صورت، آن در معرفي شده اند. ϕ٢(θ) = θ و

lim
θ→٠

ϕ١(θ) = ٠, lim
θ→+∞

ϕ١(θ) =
m

ym
> ٠.

بزرگ تابع هاي θ براي همچنين، مي يابد. افزايش مثبت مقدار يک به و شروع صفر در صفر از ϕ١(θ) که مي دهد نشان خود نوبه به اين
g(θ) = θ معادله بنابراين، کرد. خواهد ميل ∞ به ϕ٢(θ) تابع کند ميل θ → +∞ که هنگامي و مي پذيرد را متناهي مقادير ϕ١(θ)
تا مي شود گرفته نظر در θ پارامتر براي اوليه مقدار عنوان به θ(٠) ابتدا ،g(θ) = θ معادله حل براي است. حقيقي ريشه يک داراي
اگر آيد. به دست θ(١) = g(θ(٠)), θ(٢) = g(θ(١)), . . . , θ(j+١) = g(θ(j)) به صورت θ پارامتر براي پي در پي تقريب هاي
برآورد jام مرحله از بعد است. کوچکي بسيار مقدار ϵ آن در که مي پذيرد پايان jام مرحله در تکرار فرآيند آنگاه ،| θ(j+١) − θ(j) |< ϵ

اطلاع ،(٢. ٣) رابطه درستنمايي تابع لگاريتم به توجه با همچنين، مي شود. آورده به دست θ̂ = θ(j) به صورت θ پارامتر درستنمايي ماکسيمم
به صورت فيشر

−∂
٢ lnL(y|θ)
∂θ٢ =

m

θ٢ − ١
(١ + θ)٢ −

m∑
i=١

(
yie

θyi [٢ + yi(١ + θ)]

(١ + θ)eθyi + ٢θyi − ١

)

+
m∑
i=١

[
eθyi [١ + yi(١ + θ)] + ٢yi
(١ + θ)eθyi + ٢θyi − ١

]٢

+
m−١∑
i=١

(
y٢
i e

−θyi(−٢ + yiθ)

١ + θ + θyie−θyi

)

−
m−١∑
i=١

[
١ + yie

−θyi(١ − yiθ)

١ + θ + θyie−θyi

]٢

,

مي آيد. به دست

گشتاوري روش به برآورديابي ٢. ٢

که ،V ∗
i

d
= − ln [١ − F (Yi)] صورت آن در مي شود. تعريف Vi = − ln [١ − F (Xi)] به صورت Vi تصادفي متغير

استاندارد نمايي توزيع از بالا رکوردي نمونه يک V ∗
i و F (x; θ) توزيع تابع با توزيعي از رکوردي داده هاي Y = (Y١, . . . , Ym)

تبديلات تحت هستند.
R١ = V ∗

١
R٢ = V ∗

٢ − V ∗
١

...
Rm = V ∗

m − V ∗
m−١.

به بيشتر جزئيات از اطلاع براي مي باشند. استاندارد نمايي توزيع با همتوزيع و مستقل ,R١متغيرهاي R٢, . . . , Rm که داد نشان مي توان
به صورت V ∗

i تصادفي متغير (١. ٢) رابطه به توجه با شود. مراجعه [٣] همکاران و آرنولد
و مي شود تعريف V ∗

i = θYi − ln
(

١ + θYi

١+θ
e−θYi

)
S = S(θ;Y) =

m∑
i=١

V ∗
i =

m∑
i=١

{
θYi − ln

(
١ +

θYi
١ + θ

e−θYi

)}
.

7Maximum Likelihood Estimator



۴۵ شده اصلاح ليندلي توزيع براي پيش بيني و برآورديابي

و مستقل متغيرهاي Ri آن در که گرفت نظر در S =
∑m

i=١(m − i + ١)Ri ،Ri وزني مجموع به صورت مي توان را S بنابراين،
نتيجه، در مي باشند. استاندارد نمايي توزيع با همتوزيع

E(S) =
m∑
i=١

(m− i+ ١) =
m(m+ ١)

٢
,

و

V ar(S) =
m∑
i=١

(m− i+ ٢(١ =
m(m+ ٢)(١m+ ١)

۶
.

داريم: m→ ∞ و ϵ > ٠ هر براي مارکف، نامساوي از استفاده با

Pr

(∣∣∣∣∣ S
m(m+١)

٢

− ١

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤ ١
ε٢V ar

(
S

m(m+١)
٢

)
=

٢m+ ١
m(m+ ١)ε٢ → ٠,

نتيجه در است. همگرا صفر به مي کند ميل بينهايت سمت به m که زماني فوق، احتمال لذا

S
m(m+١)

٢

=

∑m
i=١
{
θYi − ln

(
١ + θYi

١+θ
e−θYi

)}
m(m+١)

٢

p→ ١.

خطي غير معادله حل از θ پارامتر (MBE)٨ گشتاوري برآورد بنابراين،
m∑
i=١

{
θYi − ln

(
١ +

θYi
١ + θ

e−θYi

)}
− m(m+ ١)

٢
= ٠, (۵ .٢)

است. شده استفاده R افزار نرم در uniroot() دستور از خطي غير معادله حل براي مي آيد. به دست

بيزي برآورديابي ٢. ٣
برآوردگر δ آن در که مي شود، استفاده L١(θ, δ) = (δ− θ)٢ به صورت (SEL)٩ خطا مربع زيان تابع از نقطه اي بيزي برآورديابي براي
از همچنين، مي دهد. نشان اندازه يک به را برآوردي کم و برآوردي بيش که است متقارن زيان تابع يک خطا مربع زيان تابع است. θ پارامتر

به صورت (LINEX)١٠ لاينکس يا نمايي-خطي نامتقارن زيان تابع

L٢(θ, δ) = ec(δ−θ) − c(δ − θ)− ١, c ̸= ٠,

صفر سمت به c که زماني و است نامتقارن زيان تابع يک لاينکس، زيان تابع .[٢٨] است شکل پارامتر c آن در که مي شود استفاده
کم از بيشتر را برآوردي بيش لاينکس زيان تابع ،c > ٠ براي مي شود. خطا مربع متقارن زيان تابع به تبديل زيان تابع اين کند ميل
به صورت لاينکس زيان تابع تحت θ پارامتر بيز برآورد مي دهد. نشان برآوردي بيش از بيشتر را برآوردي کم ،c < ٠ براي و برآوردي

احتمال چگالي تابع با گاما پيشين توزيع θ پارامتر بيزي برآورديابي براي .[٣٠] مي آيد به دست θ̂BL = −١
c
lnE(e−cθ|y)

π(θ) =
βα

Γ(α)
θα−١e−βθ, θ > ٠, (۶ .٢)

مقادير انتخاب با زيرا است، انعطاف پذير توزيع يک گاما پيشين توزيع هستند. معلوم و ثابت مقادير β و α آن در که مي شود، گرفته نظر در
پيشين چگالي و (٢. ٢) درستنمايي تابع از استفاده با مي شود. حاصل ناآگاهي بخش پيشين توزيع و آگاهي بخش پيشين توزيع β و α از مناسبي

به صورت θ پسين چگالي تابع ،(۶ .٢)

π(θ|y) = θm+α−١e−θ[٢ym+
∑m−١

i=١ yi+β]

K(١ + θ)

m∏
i=١

[
(١ + θ)eθyi + ٢θyi − ١

]m−١∏
i=١

١
١ + θ + θyie−θyi

,

(٢. ٧)
8Moment-Based Estimation
9Squared Error Loss
10Linear-Exponential Loss Function



۶٢-۴١ صفحه ۴ شماره ١۵ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / تلوکي فلاح عادله ۴۶

آن در که مي آيد. به دست

K =

∫ ∞

٠

θm+α−١e−θ[٢ym+
∑m−١

i=١ yi+β]

(١ + θ)

m∏
i=١

[
(١ + θ)eθyi + ٢θyi − ١

]m−١∏
i=١

١
١ + θ + θyie−θyi

dθ.

مي آيند: به دست زير به صورت به ترتيب وجود شرط به لاينکس و خطا مربع زيان تابع هاي تحت θ پارامتر بيز برآوردهاي

θ̂BS = E(θ|y) =
∫ ∞

٠

θm+αe−θ[٢ym+
∑m−١

i=١ yi+β]

K(١ + θ)

m∏
i=١

[
(١ + θ)eθyi + ٢θyi − ١

]
×

m−١∏
i=١

١
١ + θ + θyie−θyi

dθ, (٢. ٨)

θ̂BL = −١
c
lnE(e−cθ|y) = −١

c
ln
{∫ ∞

٠

θm+α−١e−θ[٢ym+
∑m−١

i=١ yi+β+c]

K(١ + θ)

×
m∏
i=١

[
(١ + θ)eθyi + ٢θyi − ١

]m−١∏
i=١

١
١ + θ + θyie−θyi

dθ
}
. (٢. ٩)

بنابراين، نمي شوند. آورده به دست صريح و ساده به صورت (٢. ٩) و (٢. ٨) روابط در شده داده انتگرال هاي  پسين، چگالي تابع فرم به توجه با
مي شوند. استفاده ليندلي تقريب روش و MCMC روش از بيزي برآوردهاي براي

کارلو مونت مارکوف زنجير روش ٢. ٣. ١

همين به بود. نخواهد امکان پذير سادگي به پسين چگالي اين از نمونه گيري لذا ندارد، شده اي شناخته فرم پسين چگالي تابع که آنجايي از
(٢. ٧) از نمونه توليد منظور به نرمال پيشنهادي توزيع با متروپليس-هستينگز الگوريتم از استفاده و کارلو مونت مارکوف زنجير روش از دليل

مي شود. بيان زير به صورت نمونه ها توليد براي متروپوليس-هستينگز الگوريتم .[٢۴] مي شود استفاده

نظر در درستنمايي ماکسيمم برآورد مي توان را اوليه مقدار الگوريتم، شروع براي مي گيريم. نظر در θ پارامتر براي را θ(٠) اوليه مقدار .١
.j = ١ دهيد قرار گرفت.

که مي کنيم، توليد N(θ(j−١), S٢
θ ) پيشنهادي توزيع با π(θ(j−١)|y) از را θ(j) متروپليس-هستينگز، الگوريتم از استفاده با .٢

.j = j + ١ دهيد قرار مي باشد. فيشر اطلاع معکوس S٢
θ

کنيم. توليد را θ١, . . . , θN (MCMC) مارکوفي زنجير کارلو مونت نمونه هاي تا مي کنيم تکرار بار N را دوم گام .٣

به صورت ترتيب به لاينکس زيان تابع و خطا مربع زيان تابع تحت θ پارامتر تقريبي بيز برآوردهاي

θ̂BS =
١

N −M

N∑
j=M+١

θj,

θ̂BL = −١
c
ln

(
١

N −M

N∑
j=M+١

e−cθj

)
,

است. سوخته هاي θ تعداد M که مي آيند، به دست



۴٧ شده اصلاح ليندلي توزيع براي پيش بيني و برآورديابي

ليندلي تقريب روش ٢. ٣. ٢

تقريب مي شود. استفاده بيز برآوردهاي تقريبي محاسبه براي روش اين از که کرد پيشنهاد انتگرال دو نسبت تقريب براي را روشي [٢١] ليندلي
مي شود: بيان زير صورت به U(θ) يعني پارامتر، از تابعي براي پارامتري تک حالت در ليندلي

E(U(θ)|y) = U(θ) +
١
٢
[U٢ + ٢U١ρ١] [σ(θ)]

٢ +
١
٢
l٣U١[σ(θ)]

۴, (٢. ١٠)

لگاريتم ρ(θ) پيشين، توزيع π(θ) ،i = ١, ٢, ٣ ازاي به li = ∂i

∂θi
lnL(y|θ) درستنمايي، تابع لگاريتم lnL(y|θ) آن در که

هستند. درستنمايي ماکسيمم برآورد نقطه در فيشر اطلاع معکوس [σ(θ)]٢ و ρ١ = ∂
∂θ
ρ(θ) ،ρ(θ) = ln π(θ) پيشين چگالي تابع

براي Uj = ∂j

∂θj
U(θ) که مي باشند U(θ) = e−cθ لاينکس زيان تابع تحت و U(θ) = θ خطا مربع زيان تابع تحت همچنين،

لاينکس زيان تابع و خطا مربع زيان تابع تحت θ پارامتر براي ليندلي روش به تقريبي بيز برآوردهاي ،(٢. ١٠) رابطه به توجه با .j = ١, ٢
به صورت ترتيب به

θ̂BLS = θ̂ +

(
α− ١
θ̂

− β

)
σ٢(θ̂) +

١
٢
l٣(θ̂)σ

۴(θ̂),

 و

θ̂BLL = θ̂ − ١
c
ln

{
١ +

[
c٢

٢
− c

(
α− ١
θ̂

− β

)]
σ٢(θ̂)− c

٢
l٣(θ̂)σ

۴(θ̂)

}
,

،θ درستنمايي ماکسيمم برآورد θ̂ آن در که ،[۶] مي آيند به دست

l٣ =
∂٣ lnL(y|θ)

∂θ٣ =
٢m
θ٣ − ٢

(١ + θ)٣ +
m∑
i=١

(
y٢
i e

θyi [٣ + yi(١ + θ)]

(١ + θ)eθyi + ٢θyi − ١

)

+ ٢
m∑
i=١

[
eθyi [١ + yi(١ + θ)] + ٢yi
(١ + θ)eθyi + ٢θyi − ١

]٣

−
m−١∑
i=١

(
y٣
i e

−θyi(٣ − yiθ)

١ + θ + θyie−θyi

)

− ٣
m∑
i=١

(
yie

θyi [٢ + yi(١ + θ)]
) (
eθyi [١ + yi(١ + θ)] + ٢yi

)
[(١ + θ)eθyi + ٢θyi − ٢[١

+ ٣
m−١∑
i=١

(
y٢
i e

−θyi [−٢ + yiθ]
) (

١ + yie
−θyi [١ − yiθ]

)
(١ + θ + θyie−θyi)٢ − ٢

m−١∑
i=١

[
١ + yie

−θyi [١ − yiθ]

١ + θ + θyie−θyi

]٣

,

هستند. ρ١ = ∂
∂θ
ρ(θ) = α−١

θ
− β و

مختلف اطمينان فواصل ٣

درستنمايي ماکسيمم برآورد مجانبي توزيع اساس بر اطمينان فاصله ٣. ١

ميانگين با نرمال توزيع داراي مجانبي به طور ،[٢٧] آکايا و تيکو مطلوب شرايط تحت ،θ̂ يعني θ پارامتر درستنمايي ماکسيمم برآوردگر
مجانبي به طور (θ̂ − θ)/

√
V̂ ar(θ̂) محوري کميت بنابراين مي باشد. V̂ ar(θ̂) =

[
−∂٢ lnL(y,θ)

∂θ٢ |θ=θ̂

]−١
واريانس و θ

رابطه از θ پارامتر براي ١)١٠٠ − γ) % مجانبي اطمينان فاصله فوق، محوري کميت از استفاده با است. استاندارد نرمال توزيع داراي
است. استاندارد نرمال توزيع ام -q چندک ،zq آن در که مي شوند، آورده به دست [θ̂l, θ̂u] = θ̂ ± z١− γ

٢

√
V̂ ar(θ̂)

درستنمايي ماکسيمم نسبت آزمون اساس بر اطمينان فاصله ٣. ٢
پارامترهاي اطمينان فاصله آوردن به دست براي [١٩] لاولس توسط بار اولين ، (LRT)١١ درستنمايي نسبت آزمون براساس اطمينان فاصله
نسبت آزمون آماره بگيريد. نظر در Ha : θ ̸= θ٠ مقابل در را H٠ : θ = θ٠ فرضيه آزمون ابتدا، در شد. گرفته کار به گاما توزيع
11Likelihood Ratio Test



۶٢-۴١ صفحه ۴ شماره ١۵ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / تلوکي فلاح عادله ۴٨

به صورت فوق فرضيه آزمون براي درستنمايي

λ(y) =
supθ∈Θ٠ L(y|θ)
supθ∈Θ L(y|θ)

=
L(y|θ٠)

L(y|θ̂)
, (٣. ١)

و (٢. ٢) روابط بر اساس هستند. H٠ فرض تحت پارامتر فضاي Θ٠ و θ درستنمايي ماکسيمم برآورد θ̂ پارامتر، فضاي Θ آن در که است،
به صورت درستنمايي نسبت آزمون آماره ،(٣. ١)

λ(y) =

(
θ٠

θ̂

)m
(

١ + θ̂

١ + θ٠

)
e(θ̂−θ٠)[٢ym−

∑m−١
i=١ yi]

m∏
i=١

(١ + θ٠)e
θ٠yi + ٢θ٠yi − ١

(١ + θ̂)eθ̂yi + ٢θ̂yi − ١

×
m−١∏
i=١

١ + θ̂ + θ̂yie
−θ̂yi

١ + θ٠ + θ٠yie−θ٠yi
,

براي درستنمايي نسبت آزمون آماره مجانبي خاصيت بنابر هستند. رکوردي شده مشاهده مقادير y١, . . . , ym آن در که مي آيد، به دست
تابع بزرگ، نمونه هاي

−٢ lnλ(Y) = −٢
[
m ln

(
θ٠

θ̂

)
+ ln

(
١ + θ̂

١ + θ٠

)
+ (θ̂ − θ٢](٠Ym −

m−١∑
i=١

Yi]

+
m∑
i=١

ln

(
(١ + θ٠)e

θ٠Yi + ٢θ٠Yi − ١
(١ + θ̂)eθ̂Yi + ٢θ̂Yi − ١

)
+

m−١∑
i=١

ln

(
١ + θ̂ + θ̂Yie

−θ̂Yi

١ + θ٠ + θ٠Yie−θ٠Yi

)]
,

مي شود رد γ داري معني سطح در H٠ فرض درستنمايي نسبت آزمون در .[٨] است آزادي درجه يک با دو خي توزيع به همگرا توزيع، در
به صورت (١ − γ) % اطمينان فاصله H٠ فرض رد ناحيه متمم اساس بر بنابراين، .−٢ lnλ(y) > χ٢

١−γ(١) هرگاه

ψ(θ) = {θ : −٢ lnλ(y) ≤ χ٢
١−γ(١)} = {θ : −٢[lnL(y|θ٠)− lnL(y|θ̂)] ≤ χ٢

١−γ(١)}

= {θ : lnL(y|θ٠) ≥ lnL(y|θ̂)− ١
٢
χ٢

١−γ(١)},

خواهد يکتا اطمينان فاصله يک ψ(θ) مشخص، γ هر ازاي به بنابراين است، مدي تک تابعي lnL(y|θ) که آنجايي از مي شود. حاصل
بود.

محوري اطمينان فواصل ٣. ٣
به صورت S(θ;Y) تابع که شد داده نشان ،٢. ٢ زيربخش در

S = S(θ;Y) =
m∑
i=١

{
θYi − ln

(
١ +

θYi
١ + θ

e−θYi

)}
,

در که نوشت S =
∑m

i=١ Wi به صورت Wi از خطي ترکيبي به صورت مي توان را S(θ;Y) که داد نشان [٢۵] روس مي شود. تعريف
در که مي باشند fS(t) =

∑m
i=١ Ci,mλie

−λit احتمال چگالي تابع و λi = ١
m−i+١ پارامتر با مستقل تصادفي متغيرهاي Wi آن

% اطمينان فاصله فوق، محوري کميت از استفاده با و است محوري کميت يک S(θ;Y) لذا، است. Ci,m =
∏m

j=١,j ̸=i
λj

λj−λi
آن

رابطه از θ پارامتر براي ١)١٠٠ − γ)

Pr(Sγ/٢ <

m∑
i=١

(
θYi − ln

(
١ +

θYi
١ + θ

e−θYi

))
< S١−γ/٢) = ١ − γ,



۴٩ شده اصلاح ليندلي توزيع براي پيش بيني و برآورديابي

اين بالاي و پايين کران هاي که ،(θL, θU) از است عبارت θ پارامتر براي ١)١٠٠ − γ) % اطمينان فاصله نتيجه، در مي آيد. به دست
زير معادلات حل از به ترتيب فاصله

m∑
i=١

(
θLYi − ln

(
١ +

θLYi
١ + θL

e−θLYi

))
= Sγ/٢,

m∑
i=١

(
θUYi − ln

(
١ +

θUYi
١ + θU

e−θUYi

))
= S١−γ/٢,

براي مي باشند. S(θ;Y) محوري کميت از درصدي γ/٢ پايين و بالا چندک هاي به ترتيب S١−γ/٢ و Sγ/٢ آن در که مي آيند، به دست
است. شده ارائه ١ جدول در مقادير و نموده محاسبه درصد ٩۵ و ٩٠ اطمينان فواصل براي را درصدي نقاط ،m از مختلفي مقادير

. S(θ;Y) محوري کميت از درصد ٩۵ و ٩٠ درصدي نقاط :١ جدول
m ٪٢/۵ ٪۵ ٪٩۵ ٪٩٧/۵ m ٪٢/۵ ٪۵ ٪٩۵ ٪٩٧/۵
٢ ٠٫١۴٧٠ ٠٫٢٨٩٨ ٧٫۴۵۵٢ ٨٫٨٩١۵ ۵ ٣٫١۶۵٧ ۴٫۴۵٧۵ ٢٨٫٨٨٨ ٣٢٫٩۶١٠

٣ ٠٫۵٩٢٨ ١٫٢۴٣۶ ١٣٫۵١٨۴ ١۵٫۵٢٠۶ ۶ ۵٫٠٩٩٨ ۶٫٨٨٩۵ ٣٩٫٣۴٨٨ ۴٢٫۶۴٨٠

۴ ١٫۴٣۴٢ ٢٫۵٩۴۶ ١٩٫۵٣١٣ ٢١٫٩۶۶٠ ٧ ٨٫٠٣٨٩ ١٠٫٣۵٧۴ ۴٩٫٠٣۵٩ ۵٧٫۴٢۵٢

بيزي اطمينان فواصل ۴ .٣

وشائو چن روش به را اطمينان بازه هاي کوتاه ترين مي توان ،θ١, . . . , θN متروپليس-هستينگز الگوريتم از شده توليد نمونه هاي کمک به
حذف از بعد که است {θj; j =M + ١, . . . , N} از شده مرتب نمونه θ(١) < . . . < θ(N−M) کنيد فرض آورد. به دست [١٠]
(HPD)١٢ پسين چگالي بالاترين با θ براي ١)١٠٠ − γ) % اطمينان بازه هاي کوتاه ترين آنگاه است. شده حاصل سوخته مشاهده M

مي شود انتخاب زير به صورت ام j فاصله ي پهناي آن در که است.
(
θ(j), θ(j+[(N−M)(١−γ)])

)
به صورت

θ(j+[(N−M)(١−γ)]) − θ(j) = min
١≤s≤k

θ(s+[(N−M)(١−γ)]) − θ(s)

.k = N −M − [(N −M)(١ − γ)] که

نقطه اي پيش بيني کننده هاي ۴

بر گذشته داده هاي از استفاده با آينده رکوردهاي فاصله اي و نقطه اي پيش بيني است. توجهي قابل مسئله آينده رکوردهاي مقادير پيش بيني
نشده مشاهده بالاي رکورد براي فاصله اي و نقطه اي پيش بيني مسأله بخش، اين در است. يافته تسلط رکوردشکني داده هاي از علمي تحقيقات

مي گيرد. قرار مطالعه مورد Y = (Y١, . . . , Ym) رکوردي داده هاي اساس بر ،n > m که Z = Yn يعني آينده در -ام n

کلاسيک پيش بيني کننده هاي ١ .۴

پيش بيني کننده و نااريب پيش بيني کننده درستنمايي، ماکسيمم پيش بيني کننده جمله، از مختلفي کلاسيک پيش بيني کننده هاي زيربخش، اين در
مي شوند. آورده به دست Z = Yn براي شرطي ميانه

12Highest Posterior Density



۶٢-۴١ صفحه ۴ شماره ١۵ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / تلوکي فلاح عادله ۵٠

درستنمايي ماکسيمم پيش بيني کننده ١. ١ .۴

به صورت θ و Z پيش بيني کننده درستنمايي تابع

L∗(z, θ;y) = f(z; θ)
[ln(١ − F (ym; θ))− ln(١ − F (z; θ))]n−m−١

Γ(n−m)

m∏
i=١

f(yi; θ)

١ − F (yi; θ)
, z ≥ ym,

(١ .۴)

تابع (١ .۴) و (١. ٢) ،(١. ١) روابط به توجه با .[٧] مي باشند رکوردي مشاهدات m اولين y = (y١, . . . , ym) آن در که مي شود تعريف
به صورت θ و Z پيش بيني کننده درستنمايي

L∗(z, θ;y) =
θm+١e−θ(٢z+

∑m
i=١ yi)

(١ + θ)Γ(n−m)

[
θ(z − ym) + ln

(
١ + θ + θyme

−θym

١ + θ + θze−θz

)]n−m−١

×
[
(١ + θ)eθz + ٢θz − ١

] m∏
i=١

(١ + θ)eθyi + ٢θyi − ١
١ + θ + θyie−θyi

,

از است عبارت θ و Z پيش بيني کننده درستنمايي تابع لگاريتم مي شود. محاسبه

lnL∗(z, θ;y) = (m+ ١) ln θ − ln(θ + ١)− ln Γ(n−m)− θ[٢z +
m∑
i=١

yi]

+ (n−m− ١) ln
[
θ(z − ym) + ln

(
١ + θ + θyme

−θym

١ + θ + θze−θz

)]
+ ln

[
(١ + θ)eθz + ٢θz − ١

]
+

m∑
i=١

ln

(
(١ + θ)eθyi + ٢θyi − ١

١ + θ + θyie−θyi

)
.

پيش بيني کننده و θ پارامتر (PMLE)١٣ پيش گويانه ماکسيمم درستنمايي برآورد پيش بيني کننده، درستنمايي تابع لگاريتم کردن ماکسيمم با
خطي غير معادلات حل از MLP ،n = m+ ١ خاص حالت براي مي آيد. به دست Z براي (MLP) ماکسيمم درستنمايي

∂ lnL∗(z, θ;y)

∂z
= −٢θ +

(١ + θ)θeθz + ٢θ
(١ + θ)eθz + ٢θz − ١

= ٠,

∂ lnL∗(z, θ;y)

∂θ
=
m+ ١
θ

− ١
θ + ١

− ٢z −
m∑
i=١

yi +
eθz[١ + z(θ + ١)] + ٢z
(١ + θ)eθz + ٢θz − ١

+
m∑
i=١

eθyi [١ + yi(θ + ١)] + ٢yi
(١ + θ)eθyi + ٢θyi − ١

−
m∑
i=١

١ + yie
−θyi [١ − θyi]

١ + θ + θyie−θyi
= ٠,

مي شود. استفاده R افزار نرم در optim() دستور از محاسبات انجام براي مي آيند. به دست

نااريب پيش بيني کننده ١. ٢ .۴

شرط به Z چگالي تابع با است برابر Y = (Y١, . . . , Ym) شرط به Z شرطي چگالي تابع رکوردي آماره هاي مارکفي خاصيت اساس بر
مي شود: تعريف زير به صورت Ym شرط به Z شرطي چگالي تابع بنابراين، .[٣] Ym

f(z|ym; θ) =
[ln(١ − F (ym; θ))− ln(١ − F (z; θ))]n−m−١

Γ(n−m)

f(z; θ)

١ − F (ym; θ)
, z ≥ ym. (٢ .۴)
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۵١ شده اصلاح ليندلي توزيع براي پيش بيني و برآورديابي

از است عبارت ym شرط به Z شرطي توزيع (٢ .۴) و (١. ٢) ،(١. ١) روابط به توجه با

fZ(z|ym; θ) =

[
θ(z − ym) + ln

(
١+θ+θyme−θym

١+θ+θze−θz

)]n−m−١

Γ(n−m)
θe−θ(٢z−ym) (٣ .۴)

× [(١ + θ)eθz + ٢θz − ١]
١ + θ + θyme−θym

. (۴ .۴)

زير رابطه از (BUP) نااريب پيش بيني کننده ،(٣ .۴) رابطه از استفاده با

ẐBUP = E(Z|ym) =
∫ ∞

ym

zfZ(z|ym; θ)dz

=
θeθym

Γ(n−m)[١ + θ + θyme−θym ]

∫ ∞

ym

ze−٢θz[(١ + θ)eθz + ٢θz − ١]

×
[
θ(z − ym) + ln

(
١ + θ + θyme

−θym

١ + θ + θze−θz

)]n−m−١

dz,

به صورت BUP ،n = m+ ١ خاص حالت براي مي شود. حاصل

ẐBUP =
۴(١ + θ)(١ + θym) + e−θym(۴θ٢y٢

m + ٢θym + ١)
۴θ[١ + θ + θyme−θym ]

,

آيد. به دست تقريبي BUP تا کرد استفاده درستنمايي ماکسيمم برآورد از مي توان θ پارامتر بودن نامعلوم صورت در مي آيد. به دست

شرطي ميانه پيش بيني کننده ١. ٣ .۴

معادله حل از (CMP) شرطي ميانه پيش بيني کننده

ẐCMP =

∫ CMP

ym

fZ(z|ym; θ)dz =
١
٢
,

بنابراين، مي آيد. به دست
θeθym

Γ(n−m)[١ + θ + θyme−θym ]

∫ CMP

ym

e−٢θz[(١ + θ)eθz + ٢θz − ١]

×
[
θ(z − ym) + ln

(
١ + θ + θyme

−θym

١ + θ + θze−θz

)]n−m−١

dz =
١
٢
.

به توجه با و θ(z − ym) + ln
(

١+θ+θyme−θym

١+θ+θze−θz

)
= u −→ θe−θz [(١+θ)eθz+٢θz−١]

١+θ+θze−θz dz = du متغير تغيير با
داريم (١ + θ + θyme

−θym)e−θym = (١ + θ + θze−θz)e−θzeu∫ CMP

ym

fZ(z|ym; θ)dz =
∫ θ(CMP−ym)+ln

(
١+θ+θyme−θym

١+θ+θCMPe−θCMP

)
٠

un−m−١

Γ(n−m)
e−udu =

١
٢
.

غير معادله حل از Z براي CMP صورت، آن در بگيريم. نظر در ١ و n−m پارامترهاي با با گاما توزيع ميانه را M(n−m, ١) اگر
خطي

θ(CMP − ym) + ln

(
١ + θ + θyme

−θym

١ + θ + θCMPe−θCMP

)
=M(n−m, ١),

به صورت CMP ،n = m+ ١ خاص حالت براي مي آيد. به دست
(١ + θ)[١ − e−θ(CMP−ym)] + θ

[
yme

−θym − CMPe−θ(٢CMP−ym)
]

[١ + θ + θyme−θym ]
=

١
٢
,

آيد. به دست تقريبي CMP تا کرد استفاده درستنمايي ماکسيمم برآورد از مي توان θ پارامتر بودن نامعلوم صورت در مي آيد. به دست



۶٢-۴١ صفحه ۴ شماره ١۵ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / تلوکي فلاح عادله ۵٢

بيزي پيش بيني کننده ٢ .۴
از است عبارت z ≥ ym براي بيزي پيش بيني کننده احتمال چگالي تابع

f١(z|ym; θ) =
∫ ∞

٠
fZ(z|ym; θ)π(θ|y)dθ. (۵ .۴)

به صورت وجود صورت در ترتيب به لاينکس زيان تابع و خطا مربع زيان تابع تحت Z بيزي پيش بيني هاي

ZBs =

∫ ∞

ym

zf١(z|ym; θ)dz =
∫ ∞

٠
I١(ym; θ)π(θ|y)dθ, (۶ .۴)

ZBL =
−١
c

ln

[∫ ∞

ym

e−czf١(z|ym; θ)dz
]
=

−١
c

ln

[∫ ∞

٠
I٢(ym; θ)π(θ|y)dθ

]
, (٧ .۴)

که مي آيند، به دست
I١(ym; θ) =

∫ ∞

ym

zfZ(z|ym; θ)dz,

I٢(ym; θ) =

∫ ∞

ym

e−czfZ(z|ym; θ)dz.

صريح و ساده به صورت (٧ .۴) و (۶ .۴) روابط در بيزي پيش بيني کنندهاي ،f١(z|ym; θ) بيزي پيش بيني کننده چگالي تابع پيچيدگي دليل به
زير در که متروپليس-هستينگز الگوريتم از f١(z|ym; θ) بيزي پيش بيني کننده چگالي تابع برآورد براي بنابراين، نمي شوند. آورده به دست
{θj; j =M+١, . . . , N} متروپليس-هستينگز الگوريتم از شده توليد نمونه هاي اساس بر است. شده استفاده شده، بيان ٢. ٣. ١ بخش

به صورت ،f١(z|ym; θ) بيزي پيش بيني کننده چگالي تابع برآورد

f̂١(z|ym; θ) =
١

N −M

N∑
j=M+١

f(z|ym; θ), (٨ .۴)

Z براي تقريبي بيز پيش بيني کننده ،(٨ .۴) و (٧ .۴) ،(۶ .۴) روابط از استفاده با است. سوخت دوره تکرارهاي تعداد M که مي آيد به دست
به صورت ترتيب به لاينکس زيان تابع و خطا مربع زيان تابع تحت

ẐBs =

∫ ∞

ym

zf̂١(z|ym; θ)dz =
١

N −M

N∑
j=M+١

I١(ym; θj),

ẐBL =
−١
c

ln

[∫ ∞

ym

e−czf̂١(z|ym; θ)dz
]
=

−١
c

ln

[
١

N −M

N∑
j=M+١

I٢(ym; θj)

]
,

ترتيب به لاينکس زيان تابع و خطا مربع زيان تابع تحت Z براي بيزي پيش بيني کننده ،n = m+ ١ خاص حالت براي مي شوند. محاسبه
به صورت

ẐBs =
١

N −M

N∑
j=M+١

۴(١ + θj)(١ + θjym) + e−θjym(۴θ٢
jy

٢
m + ٢θjym + ١)

۴θj(١ + θj + θjyme−θjym)
,

ẐBL =
−١
c

ln
{ ١
N −M

N∑
j=M+١

θje
−cym

(١ + θj + θjyme−θjym)

×
[(

١ + θj
c+ θj

)
+
e−θjym [٢θjym(c+ ٢θj)− c]

(c+ ٢θj)٢

]}
,

مي آيند. به دست



۵٣ شده اصلاح ليندلي توزيع براي پيش بيني و برآورديابي

پيش بيني فواصل ۵

محوري روش با پيش بيني فاصله ١ .۵
تصادفي متغير که است واضح ،(٣ .۴) رابطه ym شرط به Z چگالي تابع به توجه با

U = ln[١ − F (ym; θ)]− ln[١ − F (Z; θ)] =

[
θ(Z − ym) + ln

(
١ + θ + θyme

−θym

١ + θ + θZe−θZ

)]
,

کاي توزيع داراي ٢U لذا، مي باشد. gU(z) = ١
(n−m−١)!z

n−m−١e−z چگالي تابع و ١ و n−m پارامترهاي با گاما توزيع داراي
از Z براي ١)١٠٠ − γ) % پيش بيني فاصله يک آن از استفاده با و است Z براي محوري کميت يک و آزادي درجه ٢(n−m) با دو
پايين کران هاي U∗

١ و L∗
١ که مي آيد، به دست Pr

(
χ٢
γ/٢,٢(n−m) < ٢U < χ٢

١−γ/٢,٢(n−m)|Ym = ym

)
= ١−γ رابطه

مي آيند. به دست زير معادلات حل از به ترتيب و هستند فاصله اين بالاي و

٢θ(L∗
١ − ym) + ٢ ln

(
١ + θ + θyme

−θym

١ + θ + θL∗
١e

−θL∗
١

)
= χ٢

γ/٢,٢(n−m),

٢θ(U∗
١ − ym) + ٢ ln

(
١ + θ + θyme

−θym

١ + θ + θU∗
١ e

−θU∗
١

)
= χ٢

١−γ/٢,٢(n−m).

شرطي چگالي بالاترين پيش بيني فاصله ٢ .۵
چگالي تابع با U براي (١ − γ) سطح در (HCD)١۴ شرطي چگالي بالاترين پيش بيني فاصله يک [w١, w٢] فاصله

هرگاه است gU(z) = ١
(n−m−١)!z

n−m−١e−z

[w١, w٢] = {w : w ∈ [٠,∞], gU(w) ⩾ k} ⊂ [٠,∞]; (٠ < γ < ١)

باشيم: داشته k > ٠ بعضي براي ∫و w٢

w١

gU(w)dw = ١ − γ.

ν = n −m − ١ ∈ (٠,∞) در تابع اين مقدار حداکثر و است مدي تک تابع يک gU(w) تابع آنگاه باشد n > m + ١ اگر
تحت w١ = wγ١ ⩽ ν ⩽ w٢ = w١−γ+γ٠)١ < γ, γ١ < ١) نقطه دو يافتن مستلزم ،HCD روش بنابراين مي آيد. به دست

روابط در ترتيب به که هستند درصد (١ − γ + γ١) و درصد (γ١) صدکهاي ∫عنوان w٢

w١

gU(w)dw = ١ − γ, gU(w١) = gU(w٢). (١ .۵)

γw٢(n −m, ١) − γw١(n −m, ١) = ١ − γ به صورت مي توان را (١ .۵) روابط همچنين، .[٨] برگر و کسلا مي کند صدق
فاصله است. ناقص گاماي تابع Γ(a, t) = ١

Γ(a)

∫∞
t
xa−١e−xdx آن در که کرد نويسي باز

(
w١
w٢

)n−m−١
= e−(w٢−w١) و

حل از به ترتيب آن بالاي و پايين کران هاي که ،(L∗
٢, U

∗
٢ ) از است عبارت ،HCD روش اساس بر Z براي ١)١٠٠ − γ) % پيش بيني

مي آيند. به دست زير معادلات

١ + θ + θyme
−θym

١ + θ + θL∗
٢e

−θL∗
٢
= ew٢−θ(L∗

٢ −ym),

14Highest Posterior Density
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١ + θ + θyme
−θym

١ + θ + θU∗
٢ e

−θU∗
٢
= ew١−θ(U∗

٢ −ym).

فاصله ،gU(∞) = ٠ و gU(٠) = ١ و است کاهشي تابع يک gU(w) تابع اينکه به توجه با ،n = m + ١ خاص حالت براي
بنابراين، .w٢ = − log(γ) و

∫ w٢
٠ gU(w)dw = ١− γ هرگاه است (١− γ) سطح در ،HCD پيش بيني فاصله يک [٠, w٢]

معادله حل از U∗
٣ و L∗

٣ = Ym که (L∗
٣, U

∗
٣ ) از است عبارت Z براي ١)١٠٠ − γ) % پيش بيني فاصله

١ + θ + θyme
−θym

١ + θ + θU∗
٣ e

−θU∗
٣
=
e−θ(U∗

٣ −ym)

γ
,

تقريبي پيش بيني فاصله تا نمود استفاده آن جاي به درستنمايي ماکسيمم برآورد از مي توان θ پارامتر بودن نامعلوم صورت در مي آيد. به دست
آيد. به دست Z براي

بيزي پيش بيني فاصله ٣ .۵
U(ym) و L(ym) مقادير که (L(ym), U(ym)) از است عبارت Z براي ١)١٠٠ − γ) % (BPI)١۵ بيزي پيش بيني فاصله

مي آيند. به دست زير معادلات حل از به ترتيب بيزي پيش بيني فاصله بالاي و پايين کران هاي

Pr(Z > L(ym)|ym) =
∫ ∞

L(ym)

f١(z|ym; θ)dz = ١ − γ

٢
,

Pr(Z > U(ym)|ym) =
∫ ∞

U(ym)

f١(z|ym; θ)dz =
γ

٢
.

،(٨ .۴) رابطه f١(z|ym; θ) بيزي پيش بيني چگالي تابع برآورد و متروپليس-هستينگز الگوريتم توسط شده توليد نمونه هاي از استفاده با
معادلات حل از به ترتيب پيش بيني فاصله بالاي و پايين کران هاي

١
N −M

N∑
j=M+١

∫ ∞

L(ym)

f(z|ym; θj)dz = ١ − γ

٢
,

١
N −M

N∑
j=M+١

∫ ∞

U(ym)

f(z|ym; θj)dz =
γ

٢
,

مي آيند. به دست

سازي شبيه مطالعه ۶
و کلاسيک فاصله اي و نقطه اي پيش بيني کننده هاي و برآوردگرها عملکرد بررسي و مقايسه منظور به شبيه سازي مطالعه يک بخش، اين در
رکوردهاي تعداد مي شود. گرفته نظر در پارامتر واقعي مقدار براي θ = ٠٫۵ شبيه سازي اين در مي گردد. ارائه مقاله اين در شده پيشنهاد بيزي
راستاي در مي گردد. پيش بيني است، n > m که Z = Yn يعني -ام n رکورد و شده اند گرفته نظر در m = ٣, ۴, ۵, ۶, ٧ نيز بالا

شده اند: گرفته نظر در توزيع دو پيشين توزيع براي بيزي پيش بيني و برآورديابي

.α = ٢, β = ۴ پيشين٢: توزيع ،α = β = ٠٫٠٠٠١ پيشين١: توزيع

الگوريتم هستند. آگاهي بخش توزيع يک ٢ پيشين توزيع و ناآگاهي بخش تقريبا توزيع يک ١ پيشين توزيع مي شود مشاهده که همانطور
مي شود. بيان زير به صورت شبيه سازي

نماييد. توليد شده اصلاح ليندلي توزيع از را بالا رکورد m .١
15Bayesian prediction interval



۵۵ شده اصلاح ليندلي توزيع براي پيش بيني و برآورديابي

و خطا دوم توان زيان تابع هاي تحت پارامتر براي تقريبي بيز نقطه اي برآوردهاي و گشتاوري برآورد درستنمايي، ماکسيمم برآورد .٢
نماييد. محاسبه ليندلي تقريب روش و متروپليس-هستينگز روش دو کمک به لاينکس

روش کمک به لاينکس و خطا دوم توان زيان تابع هاي تحت را -ام n رکورد براي کلاسيک و تقريبي بيز پيش بيني کننده هاي .٣
نماييد. محاسبه متروپليس-هستينگز

آوريد. به دست را -ام n رکورد براي درصد ٩۵ پيش بيني فواصل و پارامتر براي درصد ٩۵ اطمينان فواصل .۴

نقطه اي پيش بيني کننده هاي و برآوردگرها شده برآورد ريسک هاي سپس نماييد تکرار بار N∗ = ١٠٠٠ را سوم تا اول گام هاي .۵
فاصله طول متوسط هاي و (CP)١۶ پوشش احتمال همچنين، آوريد. به دست لاينکس زيان تابع و خطا دوم توان زيان تابع تحت را

بيابيد. پيش بيني فواصل و اطمينان فواصل براي را (AW)١٧

به ترتيب لاينکس و خطا دوم توان زيان توابع تحت برآوردگرها (ER)١٨ شده برآورد ريسک

ERS(θ̂) =
١
N∗

N∗∑
i=١

(θ̂i − θ)٢,

ERL(θ̂) =
١
N∗

N∗∑
i=١

(
ec(θ̂i−θ) − c(θ̂i − θ)− ١

)
.

براي را ها ER مي توان مشابه به طور است. شبيه سازي امين i تکرار در ،θ براي آمده به دست برآورد θ̂i آن در که مي شوند محاسبه
ذکر به لازم است. شده ارائه ٢ جدول در نقطه اي برآوردگرها ي براي شبيه سازي عددي نتايج نمود. محاسبه نيز نقطه اي پيش بيني کننده هاي
c = ٠٫۵ ERLبا ERSو يعني شده برآورد ريسک نوع دو هر گشتاوري برآوردگرها ي و درستنمايي ماکسيمم برآوردگرها ي براي که است
عددي نتايج است. شده محاسبه مربوطه زيان تابع با متناظر شده برآورد ريسک تنها تقريبي بيز برآوردگرهاي با رابطه در اما شده اند، محاسبه
و نقطه اي پيش بيني کننده هاي براي به ترتيب نتايج بردارنده در ۵ و ۴ جدول هاي است. شده گزارش ٣ جدول در پارامتر اطمينان فواصل براي
پيش بيني کننده هاي براي و شده محاسبه ERS شده برآورد ريسک تنها کلاسيک پيش بيني کننده هاي براي که شود توجه هستند. فاصله اي

است. شده محاسبه مربوطه زيان تابع با متناظر شده برآورد ريسک تنها تقريبي بيز
،(٢ پيشين (توزيع آگاهي بخش پيشين توزيع و (١ پيشين (توزيع ناآگاهي بخش پيشين توزيع تحت که مي شود مشاهده ٢ جدول در
متناظر تقريبي بيز نقطه اي برآوردگرهاي به نسبت بهتري عملکرد ليندلي تقريب روش توسط آمده به دست تقريبي بيز نقطه اي برآوردگرهاي
توزيع تحت تقريبي بيز برآوردگرهاي موارد همه در که مي شود ملاحظه ٢ جدول در دارند. متروپوليس-هستينگز روش توسط آمده به دست
تحت تقريبي بيز برآوردگرهاي زيرا کرده اند عمل متناظرشان گشتاوري برآوردگرهاي و درستنمايي ماکسيمم برآوردگرهاي از بهتر پيشين٢
ERL از کمتر تقريبي بيز برآوردگرهاي هاي ERL ،١ پيشين توزيع تحت همچنين، . دارند کوچک تري هاي ER ،٢ پيشين توزيع
ER مي باشند. تقريبي بيز برآوردگرهاي ERS از کمتر درستنمايي ماکسيمم برآوردگرهاي ERS و درستنمايي ماکسيمم برآوردگرهاي
هستند. بيشتر ٢ پيشين توزيع تحت تقريبي بيز برآوردگرهاي متناظر ERهاي از بيشتر ١ پيشين توزيع تحت تقريبي بيز برآوردگرهاي هاي
اين و مي باشند گشتاوري برآوردگرهاي با متناظر هاي ER از کمتر درستنمايي ماکسيمم برآوردگرهاي هاي ER موارد همه در همچنين،

. کرده اند عمل متناظرشان گشتاوري برآوردگرهاي از بهتر درستنمايي ماکسيمم برآوردگرهاي که مي دهد نشان
اطمينان فواصل طول ميانگين رکوردها تعداد افزايش با که مي شود ملاحظه مختلف، اطمينان فواصل مقايسه با و ٣ جدول به توجه با
نسبت آزمون اساس بر اطمينان فواصل مجانبي، اطمينان فواصل طول ميانگين از کمتر بيزي اطمينان فواصل طول ميانگين مي يابد. کاهش
ميانگين از کمتر آگاهي بخش پيشين توزيع از آمده به دست بيزي اطمينان فواصل طول ميانگين است. محوري اطمينان فواصل و درستنمايي
مجانبي توزيع اساس بر اطمينان فواصل و بيزي اطمينان فواصل است. ناآگاهي بخش پيشين توزيع از آمده به دست بيزي اطمينان فواصل طول

هستند. دارا را اطمينان فواصل طول ميانگين کمترين به ترتيب ماکزيمم درستنمايي برآورد
از کمتر نااريب پيش بيني کننده هاي ERS کلاسيک، نقطه اي پيش بيني کننده هاي ميان در که مي شود مشاهده ۴ جدول به توجه با
هاي ER از کمتر ٢ پيشين توزيع تحت تقريبي بيز پيش بيني کننده هاي هاي ER هستند. ديگر کلاسيک پيش بيني کننده هاي ERS

تقريبي بيز پيش بيني کننده هاي و کلاسيک پيش بيني کننده هاي مقايسه با مي باشد. ١ پيشين توزيع تحت تقريبي بيز پيش بيني کننده هاي متناظر
ديگر پيش بيني کننده هاي به نسبت آگاهي بخش پيشين توزيع با تقريبي بيز پيش بيني کننده هاي و نااريب پيش بيني کننده که مي شود مشاهده
16Coverage Probability
17Average Width
18Estimated Risk
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خوبي عملکرد ديگر پيش بيني کننده هاي به نسبت موارد همه در درستنمايي ماکسيمم پيش بيني کننده همچنين، دارند. بهتري عملکرد به ترتيب
ندارد.

پيش بيني فواصل طول ميانگين رکوردها، تعداد افزايش با که مي شود ملاحظه مختلف، پيش بيني فواصل مقايسه با و ۵ جدول به توجه با
به دست بيزي پيش بيني فواصل طول ميانگين از کمتر ٢ پيشين توزيع از آمده به دست بيزي پيش بيني فواصل طول ميانگين مي يابد. کاهش
فواصل طول ميانگين کمترين به ترتيب محوري پيش بيني فواصل و HCD پيش بيني فواصل همچنين، مي باشد. ١ پيشين توزيع از آمده

هستند. دارا بيزي پيش بيني فواصل به نسبت را پيش بيني

درستنمايي ماکسيمم برآوردگرهاي و تقريبي بيز برآوردگرهاي هاي ER :٢ جدول
MCMC روش ليندلي تقريب روش

١ پيشين توزيع ٢ پيشين توزيع ١ پيشين توزيع ٢ پيشين توزيع
θ̂MBE θ̂MLE θ̂BS θ̂BL θ̂BS θ̂BL θ̂BLS θ̂BLL θ̂BLS θ̂BLL
c = ٠٫۵ c = ٠٫۵ c = ٠٫۵ c = ٠٫۵ c = ٠٫۵ c = ٠٫۵

m ERS ERL ERS ERL ERS ERL ERS ERL ERS ERL ERS ERL

٣ ٠٫٢۵٢۴ ٠٫٠۴۶٩ ٠٫٢٢٠۶ ٠٫٠٣٩۶ ٠٫٢۶٩٣ ٠٫٠٣٠٢ ٠٫٠٣۵٧ ٠٫٠٠۴١ ٠٫٢٣٣۶ ٠٫٠٢٨٢ ٠٫٠٣۵٢ ٠٫٠٠٣۵

۴ ٠٫١٣۵٢ ٠٫٠٢٩٩ ٠٫١٣۴۵ ٠٫٠٢٠٩ ٠٫١۵٠١ ٠٫٠١٧۵ ٠٫٠٣٢٨ ٠٫٠٠٣٨ ٠٫١۴١٠ ٠٫٠١۶٩ ٠٫٠٣١٣ ٠٫٠٠٢۴

۵ ٠٫١٠٣۵ ٠٫٠١۴٩ ٠٫٠٨٨١ ٠٫٠١٢٣ ٠٫٠٩۵٧ ٠٫٠١١١ ٠٫٠٣٠٧ ٠٫٠٠٣۶ ٠٫٠٩۴٢ ٠٫٠١٠۶ ٠٫٠١۶٧ ٠٫٠٠٢١

۶ ٠٫٠٩٨۶ ٠٫٠١۴٠ ٠٫٠٨٣٨ ٠٫٠١٢٠ ٠٫٠٩۴٢ ٠٫٠١١٠ ٠٫٠٢٩٨ ٠٫٠٠٣۵ ٠٫٠٩١٧ ٠٫٠١٠٣ ٠٫٠١۴٨ ٠٫٠٠١۶

٧ ٠٫٠۶٣٠ ٠٫٠١٢٧ ٠٫٠۵۵٠ ٠٫٠٠٩٧ ٠٫٠٧١۴ ٠٫٠٠٨۶ ٠٫٠٢٩٠ ٠٫٠٠٣۴ ٠٫٠۶٩۴ ٠٫٠٠٨٢ ٠٫٠١۴٨ ٠٫٠٠١۴

رکوردي مختلف مقادير براي اطمينان فواصل پوشش درصد و طول :٣ جدول
m MLE LRT pivot HPD m MLE LRT pivot HPD

١ پيشين توزيع ٢ پيشين توزيع ١ پيشين توزيع ٢ پيشين توزيع

٣ AW ١٫٢٩۶ ١٫٣٩٠ ١٫۵٧۴ ١٫٢٨٧ ٠٫٨٧١ ۶ AW ٠٫٩١۴ ٠٫٩٢٠ ١٫٠٢۵ ٠٫٨٨٣ ٠٫٧١٩
CP ٠٫٩١۶ ٠٫٩۵۴ ٠٫٩٧۴ ٠٫٩۵٢ ٠٫٩٨۴ CP ٠٫٩۴٨ ٠٫٩۵٣ ٠٫٩۶٢ ٠٫٩۵١ ٠٫٩٧٩

۴ AW ١٫١٧١ ١٫٢٠٩ ١٫٢۵٢ ١٫١۴٧ ٠٫٨٢٧ ٧ AW ٠٫٨۶٣ ٠٫٨۶٩ ٠٫٩۶١ ٠٫٨٣٨ ٠٫۶٩۵
CP ٠٫٩۵١ ٠٫٩۵٢ ٠٫٩٧٠ ٠٫٩۴٨ ٠٫٩٨۴ CP ٠٫٩۶٢ ٠٫٩۵١ ٠٫٩٧٠ ٠٫٩۵۵ ٠٫٩٧٨

۵ AW ١٫٠١٩ ١٫٠٣١ ١٫١۵٩ ٠٫٩٨٣ ٠٫٧۶۴
CP ٠٫٩۵۵ ٠٫٩۵۶ ٠٫٩۶٨ ٠٫٩۵١ ٠٫٩٨١

.Z = Yn براي بيزي و کلاسيک نقطه اي پيش بيني کننده هاي هاي ER :۴ جدول
کلاسيک پيش بيني کننده هاي بيزي پيش بيني کننده هاي

١ پيشين توزيع ٢ پيشين توزيع

m n MLP BUP CMP ZBs ZBL ZBs ZBL
c = ٠٫۵ c = ٠٫۵

ERS ERS ERS ERS ERL ERS ERL

٣ ۴ ۶٫۶٢٧۵ ٣٫٣۵٧۶ ۴٫١٣٣٩ ۵٫٢٢۴٣ ٠٫٣۴۶٨ ٣٫٧۴٨۴ ٠٫٣٣۶۴
۵ ٨٫٣٢٢١ ۴٫٣٩٢١ ۴٫٩٣١٠ ۵٫٣۶۶٩ ٠٫۶۴۵۶ ۴٫۶٢٨٧ ٠٫۶١٢٧

۵ ۶ ۴٫٣٢٨٣ ٢٫۵١٨٣ ٢٫٨٠۴٠ ٢٫٨۶٢٨ ٠٫٢٧٧٣ ٢٫۵٣٩١ ٠٫٢٧٣١
٧ ۴٫٧٧٨۴ ٢٫٧٨٨٢ ٢٫٨۴٠۵ ٢٫٩٣٠۶ ٠٫۵٢٧٣ ٢٫٨٣۵١ ٠٫۵٠١۶

٧ ٨ ٣٫۴٢٢٨ ٢٫١٢۵۴ ٢٫۵٩۵٢ ٢٫۶٢٠٣ ٠٫٢١٨۵ ٢٫۴٣۴۴ ٠٫٢١۴١
٩ ٣٫۵٩٣١ ٢٫٢٣٣۴ ٢٫۶٣٣٨ ٢٫۶۶٧٣ ٠٫٢٢٣۵ ٢٫۴۴٨٩ ٠٫٢٢۵٣

کاربردي مثال ٧
و شده ثبت ١٩ لسن آنجلس مدني مرکز در که است ٢٠٢۴ تا ٢٠٠۶ سال از اينچ) حسب (بر سالانه بارندگي کل ميزان داده ها .٧. ١ مثال

از: عبارتند داده ها است. دسترس قابل www.laalmanac.com/weather/we08aa.phd وب سايت طريق از

٣٫٢١ ١٣٫۵٣ ٩٫٠٨ ١۶٫٣۶ ٢٠٫٢٠ ٨٫۶٩ ۵٫٨۵ ۶٫٠٨ ٨٫۵٢ ٩٫۶۵
١٩ ۴٫٧٩ ١٨٫٨٢ ١۴٫٨۶ ۵٫٨٢ ١٢٫۴٠ ٢٨٫۴٠ ٢۵٫١٩ ٨٫١٢

19Los Angeles Civic Center
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رکوردي مختلف مقادير براي اطمينان فواصل پوشش درصد و طول :۵ جدول
pivot HCD BPI

١ پيشين توزيع ٢ پيشين توزيع

m n AW(CP) AW(CP) AW(CP) AW(CP)

٣ ۴ ٧٫٢٧٢٠(٠٫٩۵٣) ۵٫٩٣٧۵(٠٫٩۵٣) ١٠٫۵٣٢۶(٠٫٩۵۶) ٩٫٨٧٣٠(٠٫٩۶٣)
۵ ١٠٫٣٨١٨(٠٫٩۵٧) ٩٫١۴۵٧(٠٫٩۵۵) ١١٫۴٣۶١(٠٫٩۵٧) ١١٫۶۶۴٢(٠٫٩۶٠)

۵ ۶ ٧٫٠٧۶٩(٠٫٩۵٣) ۵٫٧۵٣٣(٠٫٩۵٣) ٧٫۴٠۴٧(٠٫٩۵٣) ٧٫۵٠٣٣(٠٫٩۶٠)
٧ ٧٫١۶١۵(٠٫٩٨٠) ۵٫٩٣٨٩(٠٫٩۵٠) ٩٫٣۵٢١(٠٫٩۶٠) ٨٫۶(٠٫٩٨٠)٨١٢

٧ ٨ ۴٫٩٣٠٢(٠٫٩۴٩) ۴٫٠٩٩٧(٠٫٩۴۶) ۵٫٣٩٠٣(٠٫٩۵۶) ۵٫١٧٧٢(٠٫٩۶٣)
٩ ۵٫۵۶۶۴(٠٫٩۵٠) ۵٫٣۴(٠٫٩١٠)٠٣ ٨٫١٨۵۴(٠٫٩٨٠) (٠٫٩٨٠)٨٫١٨٠٢

(K-٢٢ کلموگروف-اسميرنوف آماره مقادير ،(BIC)٢١ بيزي اطلاعات معيار ،(AIC)٢٠ آکايک اطلاعات معيار مقادير فوق، داده هاي براي
مدل هاي مجهول پارامترهاي همچنين، شده اند. محاسبه نمايي ليندلي، شده، اصلاح ليندلي توزيع هاي براي آن به مربوطه p مقادير و S)
،-logL مقادير که مي دهد نشان ۶ جدول است. شده آورده ۶ جدول در نتايج است. شده زده تخمين درستنمايي حداکثر روش با مربوطه

p-مقدار و K-S آماره ،BIC ،AIC ،–logL شده برآورد مقادير :۶ جدول
p-مقدار K-S BIC AIC -logL θ̂ توزيع ها

٠٫٧۴۴١ ٠٫١۵٠٩ ١٣٠٫٠٣۶ ١٢٩٫٠٩٢ ۶٣٫۵۴۶ ٠٫٠٩۴۶ شده اصلاح ليندلي

٠٫۶٩۶۶ ٠٫١۵٧٣ ١٣٠٫٠۴٩ ١٢٩٫١٠۴ ۶٣٫۵۵٢ ٠٫١۴٨٩ ليندلي

٠٫١١۴۴ ٠٫٢۶۵۵ ١۴٢٫٢٠۴ ١۴١٫٢۵٩ ۶٩٫۶٢٩ ٠٫٠٧٩۶ نمايي

همجنين، است. آمده به دست مقدار کمترين نمايي و ليندلي توزيع هاي به نسبت شده اصلاح ليندلي توزيع براي K-S آماره و BIC ،AIC
اصلاح ليندلي توزيع بنابراين، است. شده محاسبه مقدار بيشترين نمايي و ليندلي توزيع هاي به نسبت شده اصلاح ليندلي توزيع براي p-مقدار
توزيع بودن مناسب اسميرنف، کلموگروف- آزمون از استفاده با و ۶ جدول به توجه با مي کند. بهتر نمايي و ليندلي توزيع هاي به نسبت شده
و آزمون آماره مقدار و گرفت قرار بررسي مورد داده ها براي θ̂ = ٠٫٠٩۴۶ شده محاسبه درستنمايي ماکسيم برآورد با شده اصلاح ليندلي
مي شود. برازش داده ها اين به خوبي به ML(θ̂) مي دهد نشان که آمدند به دست ٠٫٧۴۴١ و ٠٫١۵٠٩ به ترتيب آن با متناظر مقدار - p

از: عبارتند داده هاي از مستخرج بالاي رکوردهاي مقدارهاي

٣٫٢١ ١٣٫۵٣ ١۶٫٣۶ ٢٠٫٢٠ ٢٨٫۴٠

θ̂MBE = و θ̂MLE = ٠٫١٧۴٧ به ترتيب ،θ پارامتر گشتاوري برآورد و درستنمايي ماکسيمم برآورد رکوردي، داده هاي اساس بر
شده استفاده ليندلي تقريب روش و متروپليس-هستينگز الگوريتم ،MCMC روش از بيزي برآوردهاي براي شده اند. محاسبه ٠٫١٩٠٨
شده اند. محاسبه c = (−١, ٠٫٠٠۵) مقادير ازاي به لاينکس زيان تابع و خطا مربع زيان تابع تحت بيزي برآوردهاي همچنين، است.
بخش، ناآگاهي تقريبا پيشين توزيع از بيزي پيش بيني هاي و برآوردها محاسبه براي نداريم، پيشين توزيع درباره اطلاعي هيچ که آنجايي از
توزيع واريانس و درستنمايي ماکسيمم برآورد θ(٠) اوليه مقدار متروپليس-هستينگز الگوريتم در است. شده استفاده α = β = ٠٫٠٠٠١
N = ۵٠٠٠٠ حجم به نمونه اي فوق الگوريتم از استفاده با است. شده گرفته نظر در فيشر اطلاع معکوس S٢

θ = ٠٫٠٠۵۴ پيشنهادي
اوليه نمونه M = ۵٠٠٠ آغازين، نقاط اثر بردن بين از براي است. شده توليد ۶٨ % پذيرش درصد و S٢

θ = ٠٫٠٠۵۴ با ها θ از تا
لاينکس زيان تابع تحت و θ̂BS = ٠٫١٨١۵ خطا مربع زيان تابع تحت MCMC روش اساس بر بيز برآوردهاي است. شده حذف
اساس بر بيز برآورد همچنين، مي آيند. به دست θ̂BL = ٠٫١٨١۵ ،c = ٠٫٠٠۵ براي و θ̂BL = ٠٫١٨۴٧ ،c = −١ با
براي و θ̂BL = ٠٫١٨۴۵ ،c = −١ با لاينکس زيان تابع تحت و θ̂BS = ٠٫١٨١٧ خطا مربع زيان تابع تحت ليندلي تقريب روش
،(٠٫٠٢۵۶, ٠٫٣٢٣٩)MLE مجانبي توزيع براساس θ پارامتر براي فاصله اي برآورد شده اند. محاسبه θ̂BL = ٠٫١٨١۶ ،c = ٠٫٠٠۵
بيزي اطمينان فاصله و (٠٫٠۵۴۵, ٠٫۴٠۶۵) محوري کميت اساس بر ،(٠٫٠٧٠٧, ٠٫٣٧۶٧) ماکزيمم درستنمايي نسبت آزمون بر اساس
Z = Yn نشده مشاهده بالاي رکورد براي مختلفي فاصله اي و نقطه اي پيش بيني کننده هاي شده اند. محاسبه (٠٫٠۶٩۵, ٠٫٣۵۵٢)
از متروپليس-هستينگز الگوريتم از آمده به دست هاي θ دنباله زنجيره هيستوگرام  است. شده گزارش ٧ جدول در نتايج است. آمده به دست
20Akaike information criterion
21Bayesian Information Criterion
22Kolmogrov-Smirnov
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تابع از تقريبي عنوان به نرمال توزيع انتخاب که مي دهد نشان نمودار اين است. شده ارائه ١ شکل در بخش ناآگاهي تقريبا پيشين توزيع
استفاده اثر نمودار از الگوريتم در شده توليد زنجيره هاي همگرايي بررسي براي است. مناسب کاملا انتخابي پيشنهادي توزيع و پسين چگالي
پراکنده ميانگين اطراف در تصادفي طور به متروپليس-هستينگز الگوريتم در شده توليد هاي θ مقادير که مي دهد نشان نمودار اين است. شده
درستنمايي ماکسيمم برآورد يکتايي و وجوديت بررسي براي فوق، مثال  در شود توجه مي دهد. نشان را الگوريتم در همگرايي نمودار اين شده اند.
درستنمايي ماکسيمم لگاريتم تابع که مي دهد نشان ٢ شکل است. شده رسم L(y|θ) درستنمايي ماکسيمم لگاريتم تابع نمودار ،θ پارامتر
برآوردگر وجوديت و اثبات براي همچنين يکتاست. و دارد وجود درستنمايي ماکسيمم برآورد لذا و است مدي تک تابع يک (٠,∞) بازه در
نشان نيز ٢ شکل است. شده رسم K(θ) تابع نمودار فوق، مثال براي و گرفته نظر در K(θ) با برابر را (۵ .٢) معادله (MBE) گشتاوري
معادله حل از که گشتاوري برآوردگر لذا است. مثبت مقداري به منفي مقداري از صعودي تابع يک (٠,∞) بازه در K(θ) تابع که مي دهد

يکتاست. و دارد وجود مي آيد، بدست K(θ) = ٠

نشده مشاهده بالاي رکورد براي مختلفي فاصله اي و نقطه اي پيش بيني کننده هاي :٧ جدول
PMLE MLP CMP BUP SEL LINEX BPI HCD روش Pivotal روش

n c = ٠٫٠٠۵
۶ ٠٫٢٠٨١ ٣٣٫١۵٢ ٣٢٫٢٩٧ ٣۴٫٠۴٩ ٣۴٫٨۵٩ ٣۴٫٧١٧ (٢٨٫۵٣, ۵۵٫۵٢) (٢٨٫۴٠, ۴۵٫٣٩) (٢٨٫۵۴, ۴٩٫٣۵)

٧ ٠٫٢٠٨۴ ٣٧٫٩٢۶ ٣٧٫٨٨٢ ٣٩٫٧٣١ ۴١٫٢٩٧ ۴٠٫٩٧٧ (٢٩٫۶۴, ٧٢٫٠۵) (٢٨٫۶٣, ۵۵٫۵١) (٢٩٫٧۵, ۶٠٫١٢)

٨ ٠٫٢٠٨٧ ۴٢٫۶٩٩ ۴٣٫۵۵۶ ۴۵٫۴٣١ ۴٨٫١٣٣ ۴٧٫۵۶٨ (٣١٫۴٠, ٨٧٫١۶) (٣٠٫١٠, ۶۴٫٨٧) (٣١٫٨٧, ۶٩٫۵٨)

٩ ٠٫٢٠٨٨ ۴٧٫۴٨۶ ۴٩٫٢۵٧ ۵١٫١۴٢ ۵۴٫٣٩٣ ۵٣٫۵٨٠ (٣٣٫۵٨, ٩٢٫٧١) (٣٢٫۴٠, ٧٣٫٧٢) (٣۴٫۵۴, ٧٨٫۴١)

١٠ ٠٫٢٠٨٨ ۵٢٫٢٧٩ ۵۴٫٩٧٠ ۵۶٫٨۵٨ ۶٠٫٨۶۵ ۵٩٫٧۶۶ (٣۵٫٧٨, ٩٧٫٣٠) (٣۵٫٢٠, ٨٢٫٢١) (٣٧٫۵٧, ٨۶٫٨۵)
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نتيجه گيري و بحث ٨
با گرفت. قرار مطالعه مورد رکوردي داده هاي اساس بر شده اصلاح ليندلي توزيع پارامتر بيزي و کلاسيک برآورديابي مسأله ي ابتدا، مقاله، اين در
متروپليس-هستينگز الگوريتم و MCMC روش از بيزي برآوردهاي براي نيستند، بسته اي فرم داراي پارامتر بيزي برآوردهاي که اين به توجه
ليندلي تقريب روش توسط آمده به دست تقريبي بيز برآوردگرهاي شبيه سازي، روش به توجه با است. شده استفاده ليندلي تقريب روش و
عملکرد بيز برآوردگرهاي همچنين، دارند. متروپوليس-هستينگز روش توسط آمده به دست تقريبي بيز برآوردگرهاي به نسبت بهتري عملکرد
توصيه مي باشد دسترس در پيشين اطلاعات که زماني و دارند گشتاوري برآوردگرهاي و درستنمايي ماکسيمم برآوردگرهاي به نسبت بهتري
کمترين بيزي اطمينان فواصل که مي شود ملاحظه مختلف، اطمينان فواصل مقايسه با همچنين، بگيرند. بهره بيز برآوردگرهاي از که مي شود
توصيه θ پارامتر براي اي فاصله مختلف برآوردگرهاي بخش در بنابراين، هستند. دارا فواصل ديگر به نسبت را اطمينان فواصل طول ميانگين

شود. استفاده بيزي اطمينان فواصل از که شود مي
تمرکز بيزي و کلاسيک تکنيک هاي کمک به نشده مشاهده بالاي رکورد براي فاصله اي و نقطه اي پيش بيني مبحث بر ادامه، در
مي شود مشاهده تقريبي بيز پيش بيني کننده هاي و کلاسيک پيش بيني کننده هاي مقايسه با کلي، به طور شبيه سازي، روش به توجه با کرديم.
عملکرد به ترتيب ديگر پيش بيني کننده هاي به نسبت آگاهي بخش پيشين توزيع با تقريبي بيز پيش بيني کننده هاي و نااريب پيش بيني کننده که
هستند. دارا را پيش بيني فواصل طول ميانگين کمترين به ترتيب محوري پيش بيني فواصل و HCD پيش بيني فواصل همچنين، دارند. بهتري
پيش بيني براي بيزي و کلاسيک پيش بيني مقادير شده، محاسبه بيزي و کلاسيک پيش بيني فاصله هاي که شد ملاحظه کاربردي مثال يک در
مورد مي تواند آينده در که موضوعاتي جمله از دارند. بر در رکوردي داده هاي اساس بر را ،Z = Yn, n > m نشده مشاهده بالاي رکورد
است ذکر به لازم پايان در مي باشد. شده اصلاح ليندلي توزيع از رکوردي براي آماره هاي پيش بيني) و (برآورد خطي استنباط گيرند قرار تحقيق

شده اند. انجام [١۴] جيورس ،(MHadaptive) افزاري نرم بسته و ([٢٣] ،R هسته اي (تيم R آماري افزار نرم با محاسبات تمامي که
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Abstract: In this paper, estimation and prediction for the modified Lindley distribution are studied based
on records. Estimation and prediction for the modified Lindley distribution are based on classical and
Bayesian approaches. Bayesian estimation and prediction are based on the symmetric squared error loss
function and the asymmetric Linex loss function. As it seems that the integrals of the Bayes estimates
do not possess closed forms, the Metropolis-Hastings and Lindley approximation methods are applied to
approximating these integrals. A simulation study and an application example are presented to evaluate
and compare the performance of different estimation and prediction methods. Simulation results indicate
that the Bayesian estimators obtained under the informative prior distribution perform better than the max-
imum likelihood estimators and the moment-Based estimators. Also, Bayesian confidence intervals have
the lowest average confidence interval length compared to other confidence intervals. Among Bayesian
and classical predictors, the unbiased predictor and the Bayesian predictor with an informative prior dis-
tribution, respectively, perform better than other predictors. Also, HCD prediction intervals and pivot
prediction intervals have the lowest average prediction interval length compared to Bayesian prediction
intervals, respectively.

Keywords: Modified Lindley distribution, Record data, Estimation, Prediction, Metropolis-Hastings
algorithm, Lindley’s approximation.
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