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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
٧–٩٢۴ ص ،۴ شماره ،١۵ دوره ،١۴٠۴ سال

سوبولوف فضاي يک در تابعک ها از کلاس يک بحراني نقاط

(٢) افروزي عليزاده قاسم ،١ (١) شکوه سعيد

ايران گنبدکاووس، گنبدکاووس، دانشگاه پايه، علوم دانشکده رياضي، گروه (١)

ايران بابلسر، مازندران، دانشگاه رياضي، علوم دانشکده محض، رياضي گروه (٢)

پور صنعت اميرحسين مسئول: دبير

١۴٠۴/١٠/٠۴ پذيرش: تاريخ ١۴٠٣/١٢/١۶ دريافت: تاريخ

کمينه سازي قضيه هاي به کارگيري با تابعک ها از خاص رده يک براي بحراني نقاط وجود بررسي به مقاله، اين در چکيده:
انتگرال-ديفرانسيل مسائل ضعيف جواب هاي با که چرا برخوردارند، ويژه اي اهميت از بحراني نقاط اين مي شود. پرداخته
براي بحراني نقطه  يک وجود ابتدا تغييراتي، روش از استفاده با واقع در هستند. ارتباط در ديريکله مرزي شرايط با همراه
مي شود. مطالعه کنترلي پارامتر دو با تابعک يک براي بحراني نقاط از دنباله اي وجود سپس و کنترلي، پارامتر يک با تابعکي

ضعيف. جواب بحراني، نقاط انتگرال-ديفرانسيل، معادلات کليدي: واژه هاي

45J05; 35B38; 34B15; 46E35 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١

عنوان به تابعک ها پژوهش، اين در است. مختلط يا حقيقي عدد يک خروجي شان و تابع يک خود ورودي شان که هستند توابعي تابعک ها،
معادلات از کلاسي ضعيف جواب هاي با تابعک ها اين بحراني نقاط عبارتي، به مي شوند. استفاده انتگرال-ديفرانسيل مسائل مطالعه  براي ابزاري
نباشند، مشتق پذير کلاسيک طور به است ممکن ضعيف جواب هاي که است يادآوري به لازم هستند. نظير مرزي شرايط با ديفرانسيل انتگرال
معادله n از متشکل دستگاه هايي کرد خواهيم مطالعه مقاله اين در که مسئله هايي هستند. صادق معادله در ضعيف تر چارچوب يک در اما

هستند: زير صورت به دستگاه ها اين است. شده گرفته نظر در آن ها کنار ٢ ديريکله مرزي شرايط که مي باشند }انتگرال-ديفرانسيل
L(ψi) = λAψi

(x, ψ١, · · · , ψn) + µBψi
(x, ψ١, · · · , ψn), in (α, β),

ψi(α) = ٠ = ψi(β),
(Eλ,µ)
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٧۵ تابعک ها از کلاس يک بحراني نقاط

{
L(ψi) = λAψi

(x, ψ١, · · · , ψn), in (α, β),
ψi(α) = ٠ = ψi(β),

(Eλ)

که است تابعي A : [α, β] × Rn → R هم چنين، هستند. نامنفي α < β اعداد و µ پارامتر مثبت، λ پارامتر ،١ ≤ i ≤ n که
،Rn در A(x, ·, · · · , ·) ،x ∈ [α, β] براي و پيوسته، [α, β] در A(·, ξ١, · · · , ξn) ،ξ = (ξ١, · · · , ξn) ∈ Rn به ازاي

،ς > ٠ هر براي و A(x, ٠, · · · , ٠) = ٠ ،x ∈ [α, β] هر به ازاي به علاوه، است. مشتق پذير C١

sup
|ξ|≤ς

n∑
i=١

|Aξi(·, ξ)| ∈ L١([α, β]).

،ξ ∈ Rn هر براي که مي شود تعريف طوري [α, β] × Rn روي B تابعک است. ξi به نسبت A جزيي مشتق Aξi داريم توجه
هر براي به علاوه، است. مشتق پذير C١ ،Rn در B(x, ·, · · · , ·) ،x ∈ [α, β] همه براي و اندازه پذير، [α, β] در B(·, ξ)

.B(x, ٠, · · · , ٠) = ٠ ،x ∈ [α, β]
مي شود: تعريف زير صورت به L عملگر

L(ψi) := −(yi(x)ψ
′
i)
′ + σizi(x)

∫ β

α

zi(x)ψi dx

به طوري که yi ∈ C١([α, β]) ،zi ̸≡ ٠ ،zi ∈ L٢([α, β]) ،١ ≤ i ≤ n به ازاي آن در که

y−i := ess inf
x∈[α,β]

yi(x) > ٠,

است صادق زير شرط در مقاله اين نتايج تمام در σi حقيقي اعداد و

σi > − π٢y−i
(β − α)٢∥zi∥٢L٢([α,β])

. (١. ١)

پلاسما، واکنش هاي بيولوژيک، گونه هاي و نوترون انتشار مانند زيست شناسي و فيزيکي پديده هاي از بسياري رياضي مدل سازي در L عملگر
عنوان به است، گرفته  قرار بررسي مورد اخير سال هاي در مختلفي مقاله هاي در بنابراين، . [١] مي شود ظاهر حرارتي فرايندهاي و ابررسانايي

مسئله پاييني و بالايي جواب روش با [٨] مقاله در نماييد. مشاهده را [١٢ ،١١ ،٨ ،۴ ،٢] مقاله هاي }مثال
−div(y(x)∇ψ) + σz١(x)

∫
Ω
z٢(x)ψdx = θ(x, ψ), in W,

ψ > ٠, in W, ψ = ٠, on ∂W

مسئله کردند ثابت تغييراتي روش از استفاده با نويسندگان [١١] مقاله در هم چنين است. شده }مطالعه
−div(y(x)∇ψ) + σz(x)

∫
Ω
z(x)ψdx = µk١(x)ψ

−α٠ + k٢(x)ψ
p, in W,

ψ > ٠, in W, ψ = ٠, on ∂W

اگر تنها و اگر است مثبت جواب ∫داراي
Ω

k١(x)ψ
١−α٠dx <∞.

مسئله براي را ضعيف جواب بي نهايت وجود [١٢] همکاران و شکوه }به علاوه،
−(y(x)ψ′)′ + σz(x)

∫ b
a
z(x)ψdx = λθ(x, ψ), in (a, b),

ψ(a) = ٠ = ψ(b),

کردند. بررسي
مقاله اين در شده اند. بررسي تک معادله صورت به هستند L عملگر شامل که پيشين مقاله هاي اکثر ارزشمند، مطالعات اين وجود با
فصل در واقع، در کرد. خواهيم مطالعه مناسب توابع فضاي در و ديريکله مرزي شرايط تحت را انتگرال-ديفرانسيل معادله n شامل مسئله هايي
در و مي شود بررسي (Eλ) مسئله براي نابديهي جواب وجود سوم فصل در است. شده ارائه لازم بحراني نقاط قضاياي و توابع فضاي دوم

مي گردد. مطالعه (Eλ) و (Eλ,µ) براي ضعيف جواب هاي از دنباله يک وجود چهارم فصل
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لازم ابزار و توابع فضاي ٢
برخي و بحراني نقاط وجود اثبات ابزار هم چنين و ،(Eλ) و (Eλ,µ) مسئله هاي مطالعه جهت نياز مورد ٣ سوبولوف فضاي و تغييراتي ساختار

مي شوند. بيان بخش اين در اوليه نتايج از
و دارند قرار L٢([α, β]) در آن ضعيف مشتق  و تابع خود که است توابعي همه مجموعه H١

٠ ([α, β]) = W ١,٢
٠ ([α, β]) فضاي

مي دهيم. نمايش Y با را فضا اين و نماييد) مشاهده را [١۵] (مرجع مي باشد ۴ هيلبرت فضاي يک ∥v∥ := ∥v′∥L٢([α,β]) نرم با همراه
است. معادل ∥ · ∥ نرم با که مي کنيم معرفي ديگري نرم زير لم در

،١ ≤ i ≤ n هر براي اين صورت در است. برقرار (١. ١) شرط فرض کنيم .٢. ١ ∫√لم β

α

yi(x)|ψ′
i|٢dx+ σi

(∫ β

α

zi(x)ψi dx

)٢

است برقرار زير نامساوي هاي ،ψi ∈ Y هر براي و مي دهيم) نمايش ∥ψi∥σi با را آن (که است Y روي نرم يک

c١i∥ψi∥ ≤ ∥ψi∥σi ≤ c٢i∥ψi∥,

مي شوند تعريف زير به صورت c٢i و c١i که

c١i =

(
y−i +min

{
٠,
σi(β − α)٢∥zi∥٢L٢([α,β])

π٢

})١/٢

,

c٢i =

(
y+i +max

{
٠,
σi(β − α)٢∥zi∥٢L٢([α,β])

π٢

})١/٢

,

.y+i = ess supx∈[α,β] yi(x) که

اين صورت در ،σi ≥ ٠ باشيم داشته ،١ ≤ i ≤ n براي اگر اثبات.

∥ψi∥٢σi ≥ y−i ∥ψi∥٢. (٢. ١)

اين که به توجه با ،١ ≤ i ≤ n که ،σi < ٠ اگر

min
v∈Y, v ̸=٠,

∥v′∥L٢([α,β])

∥v∥L٢([α,β])

=
π٢

(β − α)٢
, (٢. ٢)

گرفت نتيجه مي توان ،( [۵] کتاب ۶٩ (صفحه

∥ψi∥٢σi ≥ y−i ∥ψi∥٢ +
σi(β − α)٢∥zi∥٢L٢

π٢
∥ψi∥٢. (٢. ٣)

داد نشان مي توان مشابه به طور و ،∥ψi∥σi ≥ c١i∥ψi∥ مي شود مشاهده ،(٢. ٣) و (٢. ١) رابطه هاي از ،١ ≤ i ≤ n براي بنابراين،
مي باشد. Y روي نرم يک ،١ ≤ i ≤ n به ازاي ∥ · ∥σi که است بديهي هم چنين .∥ψi∥σi ≤ c٢i∥ψi∥

مي کند: توليد را ∥ · ∥σi نرم زير، داخلي ضرب ،١ ≤ i ≤ n به ازاي .٢. ٢ ملاحظه

⟨ψi, ϕi⟩σi =
∫ β

α

yi(x)ψ
′
i ϕ

′
i dx+ σi

∫ β

α

zi(x)ψi dx

∫ β

α

zi(x)ϕi dx.

3Sobolev
4Hilbert



٧٧ تابعک ها از کلاس يک بحراني نقاط

مي کنيم مشاهده ،ψi ∈ Y هر براي ،٢. ١ لم و ،[٣] مقاله از ٢. ١ گزاره ترکيب با .٢. ٣ ملاحظه

max
x∈[α,β]

|ψi(x)| ≤
√
β − α

٢c١i
∥ψi∥σi ,

.١ ≤ i ≤ n که

کرد: خواهيم استفاده زير نمادگذاري هاي از ادامه در

c١ = min{c١i; ١ ≤ i ≤ n}, c٢ = max{c٢i; ١ ≤ i ≤ n}.

يعني مي گيريم، نظر در Y فضاي n دکارتي حاصل ضرب را E فضاي هم چنين

E := Y × Y × · · · × Y.

به علاوه،

D(ζ) =

{
(ξ١, . . . , ξn) ∈ Rn :

n∑
i=١

|ξi| ≤ ζ

}
. (۴ .٢)

هر براي به طوري که است، ψ = (ψ١, · · · , ψn) ∈ E مانند تابعي ،(Eλ,µ) مسئله از ضعيف جواب
باشيم: داشته ،ϕ = (ϕ١, · · · , ϕn) ∈ E∑n

i=١

(∫ β
α
yi(x)ψ

′
iϕ

′
i dx+ σi

∫ β
α
zi(x)ψi dx

∫ β
α
zi(x)ϕi dx

)
−λ
∑n

i=١
∫ β
α
Aψi

(x, ψ١, · · · , ψn)ϕi dx
−µ
∑n

i=١
∫ β
α
Bψi

(x, ψ١, · · · , ψn)ϕi dx = ٠.

هر براي به طوري که است، ψ = (ψ١, · · · , ψn) ∈ E مانند تابعي ،(Eλ) مسئله از ضعيف جواب به طورمشابه،
باشيم: داشته ،ϕ = (ϕ١, · · · , ϕn) ∈ E∑n

i=١

(∫ β
α
yi(x)ψ

′
iϕ

′
i dx+ σi

∫ β
α
zi(x)ψi dx

∫ β
α
zi(x)ϕi dx

)
−λ
∑n

i=١
∫ β
α
Aψi

(x, ψ١, · · · , ψn)ϕi dx = ٠.

در برد خواهيم بهره مقاله سوم بخش در آن از که اول قضيه مي کنيم. ارائه است، نتايج اثبات براي ما ابزار که را بحراني نقطه قضيه دو اکنون
است. شده اثبات [١۴ ،۶] مراجع

تعريف را زير توابع ،ρ١ < ρ٢ که ،ρ١, ρ٢ ∈ R همه براي و گرفته نظر در را J, I : X → R تابعک هاي و X ناتهي مجموعه
مي کنيم:

Φ (ρ١, ρ٢) = inf
v∈J−١(]ρ١,ρ٢[)

supu∈J−١(]ρ١,ρ٢[)
I(u)− I(v)

ρ٢ − J(v)
,

Ψ(ρ١, ρ٢) = sup
v∈J−١(]ρ١,ρ٢[)

I(v)− supu∈J−١(]−∞,ρ١[)
I(u)

J(v)− ρ١
.

اجباري دنباله اي، ضعيف پاييني نيم پيوسته J : X → R تابعک باشد. انعکاسي حقيقي باناخ فضاي يک X مي کنيم فرض .۴ .٢ قضيه
به طور تابعک يک نيز I : X → R هم چنين، دارد. پيوسته وارون ،X∗ روي آن گاتوي مشتق و است  ۵ گاتو مشتق پذير پيوسته به طور و
،ρ١, ρ٢ ∈ R مي کنيم فرض و Iλ = J − λI مي دهيم قرار است. فشرده آن گاتوي مشتق که مي باشد گاتو مشتق پذير پيوسته

به طوري که ،ρ١ < ρ٢
Φ (ρ١, ρ٢) < Ψ(ρ١, ρ٢) .

Iλ (u٠,λ) ≤ Iλ(u) که دارد وجود u٠,λ ∈ J−١(]ρ١, ρ٢[) ،λ ∈] ١
Ψ(ρ١,ρ٢)

, ١
Φ(ρ١,ρ٢)

[ هر براي اين صورت در
.I ′λ (u٠,λ) = ٠ و ∀u ∈ J−١(]ρ١, ρ٢[)

5Gâteaux



٧- ٩٢۴ صفحه ،۴ شماره ،١۵ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و شکوه سعيد ٧٨

استفاده آن از چهارم بخش در که مي باشد، جواب وجود اثبات براي ما اصلي ابزار از ديگر يکي ،[٧] مرجع از زير بحراني نقطه قضيه 
مثال عنوان به است. شده استفاده مختلف معادله هاي براي جواب بي نهايت وجود اثبات براي بسياري مقاله هاي در قضيه اين از مي کنيم.

کرد. مشاهده مي توان را [١٣ ،١٠ ،٩] مراجع

اجباري، J تابعک به علاوه، مي گيريم. نظر در گاتو مشتق پذير ،X روي را J, I تابعک دو و انعکاسي، حقيقي باناخ Xرا فضاي .۵ .٢ قضيه
فرض ρ > inf

X
J هر براي هم چنين است. دنباله اي ضعيف بالايي نيم پيوسته I تابعک و دنباله اي، ضعيف پاييني نيم پيوسته و قوي پيوسته

مي شود:

ϑ(ρ) := inf
u∈J−١(−∞,ρ)

( sup
v∈J−١(−∞,ρ)

I(v))− I(u)

ρ− J(u)
,

γ := lim inf
ρ→+∞

ϑ(ρ), δ := lim inf
ρ→(inf

X
J)+
ϑ(ρ).

داريم: را زير احکام آن گاه،

نقطه اين که دارد سراسري کمينه يک J−١(−∞, ρ) در Iλ := J − λI تابع ،λ ∈ (٠, ١
ϑ(ρ)

) و ρ > inf
X
J به ازاي الف)

است. موضعي) (مينيمم بحراني نقطه ي يک Iλ براي X در

يا داريم، را زير حالت دو از يکي λ ∈ (٠, ١
γ
) هر براي اين صورت در ،γ < +∞ اگر ب)

يا دارد، سراسري کمينه يک Iλ تابعک ب١)
. lim
n→+∞

J(un) = +∞ است که موجود Iλ موضعي) (کمينه هاي بحراني نقاط از {un} دنباله   ب٢)

يا است: برقرار زير حالت دو از يکي λ ∈ (٠, ١
δ
) به ازاي اين صورت در ،δ < +∞ اگر پ)

يا است، Iλ موضعي کمينه که است موجود J از سراسري کمينه يک پ١)
کمينه به همگرا ضعيف به طور که دارد وجود Iλ موضعي) (کمينه هاي هاي مجزا دوبدو بحراني نقاط از {un} مانند دنباله اي پ٢)

مي باشد. J سراسري

(Eλ) مسئله براي نابديهي جواب وجود ٣

باشد. نابديهي جواب داراي (Eλ) مسئله به طوري که مي شود ارائه کافي شرايط ،۴ .٢ قضيه به توجه با بخش اين در
مي دهيم قرار و ،٢

(
c٢١ν

n
√
β−α

)٢
̸= ٢n

(
c٢٢τ√
β−α

)٢
که مي گيريم نظر در طوري را τ و ν مثبت ثابت هاي

Tτ (ν) :=

∫ β
α
sup(ξ١,...,ξn)∈D(ν)A (x, ξ١, . . . , ξn) dx−

∫ ٣β+α
۴

٣α+β
۴

A(x, τ, . . . , τ)dx

٢
(

c٢١ν

n
√
β−α

)٢
− ٢n

(
c٢٢τ√
β−α

)٢ .

مي باشد: زير قضيه بخش، اين اصلي نتيجه

.n
√
nτ c̄٢ < c١ν٢ و ν١ < n

√
nτ به طوري که باشد داشته وجود τ و ν٢ مثبت ثابت هاي و ν١ نامنفي ثابت  کنيم فرض .٣. ١ قضيه

مي کنيم فرض به علاوه

A؛ (x, ξ١, . . . , ξn) ≥ ٠ ،(x, ξ١, . . . , ξn) ∈ ([α, (٣α+β)/۴]∪ [(α+٣β)/۴, β])× [٠, τ ]n هر براي (A١)

.Tτ (ν٢) < Tτ (ν١) (A٢)
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نابديهي ضعيف جواب يک داراي دست کم (Eλ) دستگاه ،λ ∈
]

١
Tτ (ν١)

, ١
Tτ (ν٢)

[
هر براي اين صورت در

که است ψ٠ = (ψ٠١, . . . , ψ٠n) ∈ E

۴
(

c١ν١

n
√
β − α

)٢

<

n∑
i=١

∥ψ٠i∥٢σi < ۴
(

c١ν٢

n
√
β − α

)٢

.

به ازاي و کرده تعريف دوم بخش مانند را E فضاي منظور اين براي نماييم. ثابت را حکم مي خواهيم ۴ .٢ قضيه از استفاده با اثبات.
مي گيريم: نظر در زير به صورت را J, I : E → R تابعک هاي ،ψ = (ψ١, . . . , ψn) ∈ E

J(u) =
n∑
i=١

∥ψi∥٢σi
٢

I(u) =

∫ β

α

A (x, ψ١(x), . . . , ψn(x)) dx.

با است برابر ψ = (ψ١, . . . , ψn) ∈ E نقطه در آن ها مشتق و هستند گاتو مشتق پذير پيوسته به طور I و J تابعک هاي،

J ′(ψ)(ϕ) =
n∑
i=١

(∫ β

α

yi(x)ψ
′
iϕ

′
i dx+ σi

∫ β

α

zi(x)ψi dx

∫ β

α

zi(x)ϕi dx

)

I ′(u)(v) =
n∑
i=١

∫ β

α

Aψi
(x, ψ١, · · · , ψn)ϕi dx

پيوسته وارون داراي J ′ : E → E∗ و دنباله اي، ضعيف پاييني نيم پيوسته J به علاوه، .ϕ = (ϕ١, . . . , ϕn) ∈ E هر به ازاي
فشرده عملگر يک I ′ : E → E∗ داد نشان مي توان به راحتي و بوده دنباله اي ضعيف بالايي نيم پيوسته I هم چنين، است. E∗ روي
ثابت را (ψ١, . . . , ψn) ∈ E نقطه هدف، اين با است. پيوسته قوي به طور E روي I ′ کنيم ثابت است کافي واقع، در مي باشد.
همگرا E فضاي در (ψ١, . . . , ψn) نقطه به ضعيف به طور ،m → +∞ وقتي (ψ١m, . . . , ψnm) دنباله مي کنيم فرض و گرفته
تابع چون .[١۵] است (ψ١, . . . , ψn) به يکنواخت همگراي ،m → +∞ وقتي ،[α, β] روي (ψ١m, . . . , ψnm) پس، باشد.
Aψi

(x, ψ١m, . . . , ψnm) دنباله ،١ ≤ i ≤ n به ازاي بنابراين مي باشد، C١ ،Rn در x ∈ [α, β] به ازاي A(x, ·, · · · , ·)
کتاب از ٢۶ .٢ گزاره به توجه با نتيجه در مي باشد. پيوسته قوي Xبه طور روي I ′ پس Aψiاست.

(x, ψ١, . . . , ψn) به قوي همگراي
که ،w(x) = (w١(x), . . . , wn(x)) دهيم قرار ،١ ≤ i ≤ n به ازاي حال است. فشرده I ′ عملگر ،[١۵]

wi(x) =


۴τ x−α

β−α , x ∈
[
α, β+٣α

۴

[
,

τ, x ∈
[
β+٣α

۴ , α+٣β
۴

]
,

۴τ β−x
β−α , x ∈

]
α+٣β

۴ , β
]
.

و ،w = (w١, . . . , wn) ∈ E مي شود، مشاهده .ρ٢ = ٢
(

c١ν٢
n
√
β−α

)٢
،ρ١ = ٢

(
c١ν١

n
√
β−α

)٢
مي کنيم تعريف به علاوه

داريم ،١ ≤ i ≤ n به ازاي
٨c٢١iτ ٢

β − α
≤ ∥wi∥٢σi ≤

٨c٢٢iτ ٢

β − α
.

مي کنيم ملاحظه ،J تعريف به توجه با

٢nτ ٢c٢١
β − α

≤
n∑
i=١

٢τ ٢c٢١i
β − α

≤ J(w) ≤
n∑
i=١

٢τ ٢c٢٢i
β − α

≤
٢nτ ٢c٢٢
β − α

.

که دريافت مي توان راحتي به n
√
nτ c̄٢ < c١ν٢ و ν١ < n

√
nτ فرض هاي از

ρ١ < J(w) < ρ٢.
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مي کنيم مشاهده ،٢. ٣ ملاحظه به توجه با به علاوه،

sup
x∈[α,β]

n∑
i=١

|ψi(x)|٢ ≤
β − α

۴c٢١

n∑
i=١

∥ψi∥٢σi

نتيجه در .ψ = (ψ١, . . . , ψn) ∈ E هر براي

J−١(]−∞, ρ٢[) = {(ψ١, . . . , ψn) ∈ E; J (ψ١, . . . , ψn) < ρ٢}

=

{
(ψ١, . . . , ψn) ∈ E;

n∑
i=١

∥ψi∥٢σi < ٢ρ٢

}

⊆

{
(ψ١, . . . , ψn) ∈ E;

n∑
i=١

|ψi(x)|٢ <
ν٢٢
n٢

هر براي x ∈ [α, β]

}

⊆

{
(ψ١, . . . , ψn) ∈ E;

n∑
i=١

|ψi(x)| < ν٢ هر براي x ∈ [α, β]

}
.

بنابراين،

sup
(ψ١,...,ψn)∈J−١(]−∞,ρ٢[)

I(ψ) = sup
(ψ١,...,ψn)∈J−١(]−∞,ρ٢[)

∫ β

α

A (x, ψ١(x), . . . , ψn(x)) dx

≤
∫ β

α

sup
(ξ١,...,ξn)∈D(ν٢)

A (x, ξ١, . . . , ξn) dx.

گرفت نتيجه مي توان ،(A١) شرط از پس ،x ∈ [α, β] هر براي ٠ ≤ wi(x) ≤ τ ،١ ≤ i ≤ n به ازاي ∫چون ٣α+β
۴

α

A (x,w١(x), . . . , wn(x)) dx+

∫ β

α+٣β
۴

A (x,w١(x), . . . , wn(x)) dx ≥ ٠.

مي کنيم مشاهده هم چنين،

Φ (ρ١, ρ٢) ≤
supψ∈J−١(]−∞,ρ٢[)

I(ψ)− I(w)

ρ٢ − J(w)

≤
∫ β
α
sup(ξ١,...,ξn)∈D(ν٢)

A (x, ξ١, . . . , ξn) dx−Ψ(w)

ρ٢ − J(w)

≤ Tτ (ν٢) .

نوشت مي توان قبل مشابه ديگر سويي از

Ψ(ρ١, ρ٢) ≥
− supψ∈J−١(]−∞,ρ١[)

I(ψ) + I(w)

−ρ١ + J(w)

≥
−
∫ β
α
sup(ξ١,...,ξn)∈D(ν١)

A (x, ξ١, . . . , ξn) dx+Ψ(w)

−ρ١ + J(w)

≥ Tτ (ν١) .

مي رسد. اثبات به حکم ۴ .٢ قضيه به توجه با و ،Φ (ρ١, ρ٢) < Ψ(ρ١, ρ٢) دريافت مي توان ،(A٢) شرط از بنابراين

مي کنيم. ارائه را ٣. ١ قضيه از نتيجه اي اکنون
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به طوري که باشد داشته وجود τ و ν مثبت ثابت  دو مي کنيم فرض هم چنين، باشد. برقرار ٣. ١ قضيه از (A١) شرط کنيم فرض .٣. ٢ قضيه
مي کنيم فرض به علاوه .n

√
nτ c̄٢ < c١ν

(A٣)

∫ β
α
sup(ξ١,...,ξn)∈D(ν)A (x, ξ١, . . . , ξn) dx

ν٢
<

١
n

(
c١
nc̄٢

)٢
∫ α+٣β

۴
٣α+β

۴
A(x, τ, . . . , τ)dx

τ ٢
;

.A(x, ٠, · · · , ٠) = ٠ ،x ∈ [α, β] هر براي (A۴)

هر براي اين صورت در

λ ∈

 ٢nc̄٢٢
β−α∫ α+٣β

۴
٣α+β

۴
A(x, τ, . . . , τ)dx

,

٢nc٢١
β−α∫ β

α
sup(ξ١,...,ξn)∈D(ν)A (x, ξ١, . . . , ξn) dx


که است ψ٠ = (ψ٠١, . . . , ψ٠n) ∈ E نابديهي ضعيف جواب يک داراي دست کم (Eλ) دستگاه

n∑
i=١

∥ψ٠i∥٢σi < ۴
(

c١ν

n
√
β − α

)٢

.

داريم فرض ها به توجه با واقع، در مي آيد. به دست حکم ،ν٢ = ν و ν١ = ٠ دهيم قرار ،٣. ١ قضيه در اگر اثبات.

Tτ (ν٢) <

(
١− n٣c̄٢٢τ

٢

ν٢c٢١

) ∫ β
α
sup(ξ١,...,ξn)∈D(ν)A (x, ξ١, . . . , ξn) dx

٢c٢١ν٢
n٢(β−α) −

٢nc̄٢٢τ٢
β−α

=

(
١−

٢nc̄٢٢τ
٢

β−α

٢c٢١ν
٢

n٢(β−α)

)∫ β
α
sup(ξ١,...,ξn)∈D(ν)A (x, ξ١, . . . , ξn) dx

٢c٢١ν٢
n٢(β−α) −

٢nc̄٢٢τ٢
β−α

=

∫ β
α
sup(ξ١,...,ξn)∈D(ν)A (x, ξ١, . . . , ξn) dx

٢c٢١ν٢
n٢(β−α)

.

مي دهد نتيجه (A۴) فرض ديگر، طرف ∫از ٣β+α
۴

٣α+β
۴

A(x, τ, . . . , τ)dx

٢nc̄٢٢τ٢
β−α

= Tτ (ν١) .

مي رسد. اثبات به حکم ،٣. ١ قضيه و (A٣) شرط به توجه با بنابراين،

مي کنيم. بيان را n = ١ وقتي ،٣. ١ قضيه ساده تر حالت اين جا، در
تابع يک را θ : [α, β] × R → R هم چنين، .c̄٢ = c٢١ و ،c١ = c١١ ،z١ = z ،σ١ = σ ،y١ = y دهيم قرار
ثابت هاي .Θ(x, ξ) =

∫ ξ
٠ θ(x, s)ds مي کنيم: تعريف ،(x, ξ) ∈ [α, β] × R به ازاي و مي گيريم نظر در L١−کاراتئودري

مي دهيم قرار و ،٢
(

c٢١١ν√
β−α

)٢
̸= ٢

(
c٢٢١τ√
β−α

)٢
که مي گيريم نظر در طوري را τ و ν مثبت

Sτ (ν) :=

∫ β
α
sup|ξ|≤ν Θ(x, ξ) dx−

∫ ٣β+α
۴

٣α+β
۴

Θ(x, ξ) dx

٢
(

c٢١١ν√
β−α

)٢
− ٢

(
c٢٢١τ√
β−α

)٢ .
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.τ c̄٢١ < c١١ν٢ و ν١ < τ به طوري که باشد داشته وجود τ و ν٢ مثبت ثابت هاي و ν١ نامنفي ثابت  کنيم فرض .٣. ٣ قضيه
مي کنيم فرض به علاوه

,Θ(x؛ ξ) ≥ ٠ ،(x, ξ) ∈ ([α, (٣α + β)/۴] ∪ [(α + ٣β)/۴, β])× [٠, τ ] هر براي (Θ١)

.Sτ (ν٢) < Sτ (ν١) (Θ٢)

مسئله ،λ ∈
]

١
Sτ (ν١)

, ١
Sτ (ν٢)

[
هر براي اين صورت }در

−(y(x)ψ′)′ + σz(x)
∫ β
α
z(x)ψ dx = λθ(x, ψ),

ψ(α) = ٠ = ψ(β),

که است ψ٠ ∈ Y نابديهي ضعيف جواب يک داراي دست کم
٢c١١ν١√
β − α

< ∥ψ٠∥σ <
٢c١١ν٢√
β − α

.

(Eλ,µ) مسئله براي ضعيف جواب هاي از دنباله يک وجود ۴
بخش اين اصلي قضيه  باشد. E فضاي در ضعيف جواب هاي از دنباله اي داراي (Eλ,µ) مسئله که مي دهيم ارائه کافي شرايط بخش اين در

مي کنيم. بيان زير به صورت را

و β١ + α١ < β − α به طوري که باشد موجود β١ و α١ مثبت اعداد مي کنيم فرض .١ .۴ قضيه

A؛ (x, ξ١, . . . , ξn) ≥ ٠ ،(x, ξ١, . . . , ξn) ∈ ([α, α + α١] ∪ [β − β١, β])× Rn هر براي (A۵)

(A۶)

lim inf
t→+∞

∫ β
α
sup(ξ١,··· ,ξn)∈D(t)A(x, ξ١, · · · , ξn)dx

t٢

<
۴c٢١

n٢(β − α)
lim sup
ξ→+∞

∫ β−β١
α+α١

A(x, ξ١, · · · , ξn)dx
α١+β١
α١β١

∑n
i=١ ξ

٢
i

.

هر براي اين صورت در .( (ξ١, . . . , ξn) → (+∞, . . . ,+∞) که است معني اين به ،ξ → +∞ از منظور است ذکر به (لازم
که λ ∈]λ١, λ٢[

λ١ :=
١

٢ lim sup
ξ→+∞

∫ β−β١
α+α١

A(x, ξ١, · · · , ξn)dx
α١+β١
α١β١

∑n
i=١ ξ

٢
i

,

λ٢ :=

٢c٢١
n٢(β−α)

lim inf
t→+∞

∫ β
α
sup(ξ١,··· ,ξn)∈D(t)A(x, ξ١, · · · , ξn)dx

t٢

,

شرط در صادق و B : [α, β]× Rn → R نامنفي تابع هر براي و

B∞ := lim
t→+∞

∫ β
α
supξ∈D(t)B(x, ξ١, · · · , ξn)dx

t٢
< +∞, (١ .۴)

که دارد E در ضعيف جواب هاي از بي کران دنباله يک ،µ ∈ [٠, µB,λ) به ازاي (Eλ,µ) مسئله

µB,λ :=
٢c٢١

n٢(β − α)B∞

(
١− λ

n٢(β − α)

٢c٢١
lim inf
t→+∞

∫ β
α
supξ∈D(t)A(x, ξ١, · · · , ξn)dx

t٢

)
.
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نرم با و قبل مانند را E فضاي هدف، اين با اثبات مي رسانيم. به را حکم ۵ .٢ قضيه  (ب) قسمت از استفاده با اثبات.

∥(ψ١, . . . , ψn)∥E =
n∑
i=١

∥ψi∥σi

داريم ،λ̄ < λ٢ چون باشد. صادق (١ .۴) شرط در B تابع و بوده ثابت ]λ١, λ٢ [ بازه در λ̄ نماييم فرض مي گيريم. نظر در

µB,λ̄ =
٢c٢١

n٢(β − α)B∞

(
١− λ̄

n٢(β − α)

٢c٢١
lim inf
t→+∞

∫ β
α
supξ∈D(t)A(x, ξ١, · · · , ξn)dx

t٢

)
> ٠.

مي دهيم قرار و گرفته نظر در ثابت ]٠, µB,λ̄[ بازه در را ،µ̄ هم چنين،

ν١ := λ١ و ν٢ :=
λ٢

١+
n٢(β − α)

٢c٢١
µ̄

λ̄
λ٢B∞

.

مي گيريم نتيجه ،µ̄ < µB,λ̄ چون ،B∞ ̸= ٠ اگر .λ ∈ ]ν١, ν٢[ و ν١ = λ١, ν٢ = λ٢ است بديهي ،B∞ = ٠ اگر

λ̄

λ٢
+
n٢(β − α)

٢c٢١
µ̄B∞ < ١,

بنابراين و
λ٢

١+
n٢(β − α)

٢c٢١
µ̄

λ̄
λ٢B∞

> λ̄,

مي دهيم قرار اکنون .λ̄ ∈]ν١, ν٢[ مي شود مشاهده ،λ̄ > λ١ = ν١ توجه با پس، .λ̄ < ν٢ يعني

H(x, t) = A(x, t) +
µ̄

λ̄
B(x, t)

،ψ = (ψ١, . . . , ψn) ∈ E براي را J, I : E → R تابعک هاي .t = (t١, . . . , tn) ∈ Rn و x ∈ [α, β] هر براي
مي کنيم تعريف زير به صورت

J(ψ) =
١
٢

n∑
i=١

∥ψi∥٢σi , I(ψ) =

∫ β

α

H (x, ψ١(x), . . . , ψn(x)) dx.

آن مشتق و بوده گاتو مشتق پذير I تابعک ،ψ ∈ E به ازاي هستند. صادق ۵ .٢ قضيه شرايط در I و J تابعک هاي کنيم ثابت مي خواهيم
با است برابر

I ′(ψ)(ϕ) =

∫ β

α

n∑
i=١

Hψi
(x, ψ١(x), . . . , ψn(x))ϕi(x)dx

ثابت مي توان سوم بخش مشابه و بوده دنباله اي ضعيف بالايي نيم پيوسته I تابعک به علاوه، .ϕ = (ϕ١, . . . , ϕn) ∈ E هر براي
مي باشد. گاتو مشتق پذير پيوسته به طور و دنباله اي ضعيف پاييني نيم پيوسته J تابعک هم چنين، است. فشرده I ′ : E → E∗ عملگر کرد

با است برابر ψ ∈ E نقطه در شد، بيان هم قبلا که همان طور تابعک اين مشتق

J ′(ψ)(ϕ) =
n∑
i=١

(∫ β

α

yi(x)ψ
′
iϕ

′
i dx+ σi

∫ β

α

zi(x)ψi dx

∫ β

α

zi(x)ϕi dx

)
اکنون هستند. (Eλ,µ) مسئله ضعيف جواب هاي ،Iλ̄ = J − λ̄I تابعک بحراني نقاط که است يادآوري به لازم .ϕ ∈ E هر براي

مي دهيم نشان
γ < +∞.
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و tk → ∞ ،k → ∞ وقتي که باشد حقيقي دنباله اي {tk} نماييم فرض

lim
k→∞

∫ β
α
supξ∈D(tk)

H(x, ξ)dx

t٢k
= lim inf

t→∞

∫ β
α
supξ∈D(t)H(x, ξ)dx

t٢
.

چون .ρk =
٢c٢١t٢k

n٢(β − α)
مي دهيم قرار k ∈ N به ازاي

max
x∈[α,β]

|ψi(x)| ≤
√
β − α

٢c١i
∥ψi∥σi ,

مي گيريم نتيجه ،ψ ∈ Y و ١ ≤ i ≤ n که

J−١(]−∞, ρk
])

=

{
ψ ∈ E;

n∑
i=١

∥ψi∥٢σi ≤ ρk

}

⊆

{
ψ ∈ E;

n∑
i=١

|ψi(x)|٢ ≤
ρk(β − α)

٢c٢١
هر براي x ∈ [α, β]

}

⊆

{
ψ ∈ E;

n∑
i=١

|ψi(x)| ≤ tk هر براي x ∈ [α, β]

}
.

داريم بزرگ کافي به قدر k هر براي ،J(٠, . . . , ٠) = I(٠, . . . , ٠) = ٠ گرفتن نظر در با بنابراين،

ϑ (ρk) = inf
ψ∈J−١(]−∞,ρk[)

sup v∈J−١(]−∞,ρk])
I(v)− I(ψ)

ρk − J(ψ)

≤
sup v∈J−١(]−∞,ρk])

I(v)

ρk
≤
∫ β
α
supξ∈D(tk)

H(x, ξ)dx

٢c٢١t
٢
k

n٢(β−α)

=

∫ β
α
supξ∈D(tk)

[
A(x, ξ) + µ̄

λ̄
B(x, ξ)

]
dx

٢c٢١t
٢
k

n٢(β−α)

≤
∫ β
α
supξ∈D(tk)

A(x, ξ)dx

٢c٢١t
٢
k

n٢(β−α)

+
µ̄

λ̄

∫ β
α
supξ∈D(tk)

B(x, ξ)dx

٢c٢١t
٢
k

n٢(β−α)

.

مي کنيم مشاهده (١ .۴) و (A۶) فرض از به علاوه،

lim
k→∞

∫ β
α
supξ∈D(tk)

A(x, ξ)dx

٢c٢١t
٢
k

n٢(β−α)

+ lim
k→∞

µ̄

λ̄

∫ β
α
supξ∈D(tk)

B(x, ξ)dx

٢c٢١t
٢
k

n٢(β−α)

< +∞

نتيجه در

lim
k→∞

∫ β
α
supξ∈D(tk)

H(x, ξ)dx

t٢k
< +∞

بنابراين،

γ ≤ lim inf
k→∞

ϑ (ρk) ≤
n٢(β − α)

٢c٢١
lim
k→∞

∫ β
α
supξ∈D(tk)

H(x, ξ)dx

t٢k
< +∞. (٢ .۴)
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∫چون β
α
supξ∈D(tk)

H(x, ξ)dx

٢c٢١t
٢
k

n٢(β−α)

≤
∫ β
α
supξ∈D(tk)

A(x, ξ)dx

٢c٢١t
٢
k

n٢(β−α)

+
µ̄

λ̄

∫ β
α
supξ∈D(tk)

B(x, ξ)dx

٢c٢١t
٢
k

n٢(β−α)

,

دريافت مي توان ،(١ .۴) به توجه با

lim inf
t→+∞

∫ β
α
supξ∈D(t)H(x, ξ)dx

t٢
≤ lim inf

t→+∞

∫ β
α
supξ∈D(t)A(x, ξ)dx

t٢
+
µ̄

λ̄
B∞. (٣ .۴)

مي کنيم مشاهده (A۶) فرض از است، نامنفي B چون هم چنين،

lim sup
t→+∞

∫ β−β١
α+α١

H(x, t, . . . , t)dx

t٢
≥ lim sup

t→+∞

∫ β−β١
α+α١

A(x, t, . . . , t)dx

t٢
. (۴ .۴)

مي شود نتيجه ،(۴ .۴) و (٣ .۴) به توجه با
λ̄ ∈]ϱ١, ϱ٢[⊆]λ١, λ٢[.

نوشت مي توان (٢ .۴) به همراه (A۶) فرض از
]λ١, λ٠[⊇]٢, ١/γ[.

يا است سراسري کمينه يک داراي يا Iλ̄ يعني برد. به کار Iλ̄ تابعک براي را ۵ .٢ قضيه از (ب) قسمت مي توان مي کند بيان ،(٢ .۴) نامساوي
بود. خواهند (Eλ,µ) مسئله از ضعيف جواب هاي که است {ψk = (ψ١k, . . . , ψnk)} مانند بحراني نقاط از بي کران دنباله يک داراي
نيست. کران دار پايين از Iλ̄ مي دهيم نشان منظور اين براي افتد. اتفاق دوم حالت تا ندارد سراسري کمينه Iλ̄ نماييم ثابت است کافي پس

چون
١
λ̄
< ٢ lim sup

ξ→+∞

∫ β−β١
α+α١

A(x, ξ١, · · · , ξn)dx
α١+β١
α١β١

∑n
i=١ ξ

٢
i

≤ ٢ lim sup
ξ→+∞

∫ β−β١
α+α١

H(x, ξ١, · · · , ξn)dx
α١+β١
α١β١

∑n
i=١ ξ

٢
i

,

داشته بزرگ کافي به قدر k ∈ N براي و limk→∞ τk = ∞ که گرفت نظر در طوري را d مثبت عدد و {τk} حقيقي دنباله مي توان
باشيم

١
λ̄
< d < ٢

∫ β−β١
α+α١

H(x, τk, · · · , τk)dx
α١+β١
α١β١

nτ ٢k
. (۵ .۴)

مي کنيم تعريف ،١ ≤ i ≤ n به ازاي زير، با درايه هاي E در را {wk = (w١k, . . . , wnk)} دنباله

wik(x) =


τk
α
(x− a) if α ≤ x < α + α١

τk if α + α١ ≤ x ≤ β − β١
τk
β
(β − x) if β − β١ < x ≤ β.

(۶ .۴)

و wk ∈ E مي شود ديده ساده محاسبات با

∥wik∥٢ =
α١ + β١
α١β١

τ ٢k براي ١ ≤ i ≤ n,
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نتيجه در

J (wk) ≤
α١ + β١
٢α١β١

nτ ٢k c̄
٢
٢. (٧ .۴)

مي شود مشاهده است، نامنفي B اين که و ،(A۵) فرض به توجه با ديگر، سويي از

I (wk) ≥
∫ β−β١

α+α١

H (x, τk, . . . , τk) dx. (٨ .۴)

داريم (٨ .۴) و (٧ .۴) ،(۵ .۴) نامساوي هاي طبق بنابراين،

Iλ̄ (wk) ≤
α١ + β١
٢α١β١

nτ ٢k c̄
٢
٢ − λ̄

∫ β−β١

α+α١

H (x, τk, . . . , τk) dx

< (١− λ̄d)
α١ + β١
٢α١β١

nτ ٢k c̄
٢
٢.

دنباله ،۵ .٢ قضيه از (ب) قسمت طبق پس نمي باشد. کران دار پايين از ،Iλ̄ يعني، بزرگ. کافي به قدر k ∈ N براي

{ψk = (ψ١k, . . . , ψnk)} ⊂ E

که دارد وجود Iλ̄ تابعک بحراني نقاط از

lim
k→∞

∥(ψ١k, . . . , ψnk)∥E = +∞,

مي شود. تکميل اثبات و

شرايط تحت .٢ .۴ ملاحظه

lim inf
t→+∞

∫ β
α
supξ∈D(t)A(x, ξ)dx

t٢
= ٠, lim sup

ξ→+∞

∫ β−β١
α+α١

A(x, ξ)dx
α١+β١
٢α١β١

c̄٢٢
∑n

i=١ ξ
٢
i

= +∞,

و λ > ٠ براي حکم هم باز ،B∞ = ٠ اگر هم چنين، است. برقرار µ ∈
[
٠, ٢c٢١

n٢(β−α)B∞

[
و λ > ٠ براي ،١ .۴ قضيه حکم

مي باشد. درست µ > ٠

.µ = ٠ که است ١ .۴ قضيه از خاص حالت زير قضيه

در ،λ هر براي اين صورت در باشد. برقرار ١ .۴ قضيه شرايط همه  کنيم فرض .٣ .۴ قضيه
١

٢ lim sup
ξ→+∞

∫ β−β١
α+α١

A(x, ξ)dx
α١+β١
٢α١β١

c̄٢٢
∑n

i=١ ξ
٢
i

,

٢c٢١
n٢(b− a)

lim inf
t→+∞

∫ β
α
supξ∈D(t)A(x, ξ)dx

t٢

 ,

است. E در ضعيف جواب هاي از دنباله يک داراي ،(Eλ) مسئله

مي شود. ارائه کلي تري شرط ،(A۶) فرض به جاي آن در که مي کنيم بيان را ١ .۴ قضيه از نتيجه اي حال

کنيم فرض به علاوه، باشد. صادق (A۶) بجز ،١ .۴ قضيه شرايط همه ي مي کنيم فرض .۴ .۴ قضيه
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،k ∈ N هر براي که باشد موجود {bk} و {ak} دنباله هاي (A٧)

a٢k <
۴c٢١α١β١

n٣(β − α)(α١ + β١)c̄
٢
٢
b٢k,

و
lim
k→∞

bk = +∞

که به طوري

lim
k→∞

∫ β
α
supξ∈D(bk)

A(x, ξ)dx−
∫ β−β١
α+α١

A (x, ak, . . . , ak) dx

٢c٢١b
٢
k

n٢(β−α) −
α١+β١
٢α١β١

na٢kc̄
٢
٢

< ٢ lim sup
ξ→∞

∫ β−β١
α+α١

A(x, ξ)dx
α١+β١
α١β١

c̄٢٢
∑n

i=١ ξ
٢
i

.

در λ هر براي آن گاه
١

٢ lim supξ→+∞

∫ β−β١

α+α١

A(x, ξ)dx

α١ + β١
α١β١

c̄٢٢

n∑
i=١

ξ٢i

,

٢c٢١
n٢(b− a)

limk→∞

∫ β

α

sup
ξ∈D(bk)

A(x, ξ)dx−
∫ β−β١

α+α١

A (x, ak, . . . , ak) dx

٢c٢١b٢k
n٢(β − α)

− α١ + β١
٢α١β١

nc̄٢٢a
٢
k


,

دارد. E فضاي در ضعيف جواب هاي از دنباله يک (Eλ) مسئله

هم چنين، است. صادق ١ .۴ قضيه در (A۶) که دريافت مي توان ،k ∈ N هر براي ak = ٠ انتخاب با و ،(A٧) فرض از راحتي به اثبات.
،µ = ٠ با ١ .۴ قضيه اثبات مشابه ،ρk =

٢c٢١b
٢
k

n٢(β−α) دهيم قرار ،k ∈ N به ازاي و است برقرار (A۶) به جاي (A٧) شرط کنيم فرض اگر
کرد مشاهده مي توان

ϑ (ρk) = inf
ψ∈J−١(]−∞,ρk[)

supv∈J−١(]−∞,ρk]
I(v)− I(ψ)

ρk − J(ψ)

≤
sup v∈J−١(]−∞,ρk])

I(v)−
∫ β
α
A (x,w١k(x), . . . , wnk(x)) dx

ρk − ١
٢
∑n

i=١ ∥wik∥
٢
σi

≤
∫ β
α
supξ∈D(bk)

A(x, ξ)dx−
∫ β−β١
α+α١

A (x, ak, . . . , ak) dx

٢c٢١b
٢
k

n٢(b−a) −
α١+β١
٢α١β١

nc̄٢٢a
٢
k

,

گرفت. قرار ak ،τk به جاي ولي است شده گرفته نظر در (۶ .۴) مانند wik ،١ ≤ i ≤ n براي و ،wk = (w١k, . . . , wnk) که
مي شود. حاصل مطلوب نتيجه بنابراين،

دنباله يک داراي (Eλ,µ) مسئله تا مي دهيم ارائه کافي شرايط ،۵ .٢ قضيه (پ) قسمت از استفاده با و ١ .۴ قضيه اثبات مشابه ادامه، در
همگراست. صفر به که باشد ضعيف جواب هاي از

مي کنيم فرض به علاوه، باشد. برقرار (A۶) بجز ،١ .۴ قضيه شرايط فرض کنيم .۵ .۴ قضيه
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(A٨)

lim inf
t→٠+

∫ β
α
sup(ξ١,··· ,ξn)∈D(t)A(x, ξ١, · · · , ξn)dx

t٢

<
۴c٢١

n٢(β − α)
lim sup
ξ→٠+

∫ β−β١
α+α١

A(x, ξ١, · · · , ξn)dx
α١+β١
α١β١

∑n
i=١ ξ

٢
i

هر براي اين صورت در .( (ξ١, . . . , ξn) → (٠+, . . . , ٠+) که است معني اين به ،ξ → ٠+ از منظور است ذکر به (لازم
که λ ∈]λ٣, λ۴[

λ٣ :=
١

٢ lim sup
ξ→٠+

∫ β−β١
α+α١

A(x, ξ١, · · · , ξn)dx
α١+β١
α١β١

∑n
i=١ ξ

٢
i

,

λ۴ :=

٢c٢١
n٢(β−α)

lim inf
t→٠+

∫ β
α
sup(ξ١,··· ,ξn)∈D(t)A(x, ξ١, · · · , ξn)dx

t٢

,

شرط در صادق و B : [α, β]× Rn → R نامنفي تابع هر براي و

B٠ := lim
t→٠+

∫ β
α
supξ∈D(t)B(x, ξ١, · · · , ξn)dx

t٢
< +∞, (٩ .۴)

که دارد E در صفر به همگرا ضعيف جواب هاي از دنباله يک ،µ ∈ [٠, µ′
B,λ) به ازاي (Eλ,µ) مسئله

µ′
B,λ :=

٢c٢١
n٢(β − α)B٠

(
١− λ

n٢(β − α)

٢c٢١
lim inf
t→٠+

∫ β
α
supξ∈D(t)A(x, ξ١, · · · , ξn)dx

t٢

)
.

شرط در B تابع و بوده ثابت ]λ٣, λ۴ [ بازه در λ̄ کنيم فرض اثبات مي رسانيم. به را حکم ۵ .٢ قضيه ي (پ) قسمت از استفاده با اثبات.
داريم ،λ̄ < λ۴ چون باشد. صادق (٩ .۴)

µ′
B,λ̄ =

٢c٢١
n٢(β − α)B٠

(
١− λ̄

n٢(β − α)

٢c٢١
lim inf
t→٠+

∫ β
α
supξ∈D(t)A(x, ξ١, · · · , ξn)dx

t٢

)
> ٠.

مي دهيم قرار و گرفته نظر در ثابت ]٠, µ′
B,λ̄

[ بازه در را ،µ̄ هم چنين،

ϱ١ := λ٣ و ϱ٢ :=
λ۴

١+
n٢(β − α)

٢c٢١
µ̄

λ̄
λ۴B٠

.

مي گيريم نتيجه ،µ̄ < µ′
B,λ̄

چون ،B٠ ̸= ٠ اگر .λ̄ ∈]ϱ١, ϱ٢[ و ϱ١ = λ٣, ϱ٢ = λ۴ است بديهي ،B٠ = ٠ اگر

λ̄

λ۴
+
n٢(β − α)

٢c٢١
µ̄B٠ < ١,

بنابراين و
λ۴

١+
n٢(β − α)

٢c٢١
µ̄

λ̄
λ۴B٠

> λ̄,
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مي دهيم قرار اکنون .λ̄ ∈]ϱ١, ϱ٢[ مي شود مشاهده ،λ̄ > λ١ = ϱ١ توجه با پس، .λ̄ < ϱ٢ يعني

H(x, t) = A(x, t) +
µ̄

λ̄
B(x, t)

مي گيريم. نظر در ١ .۴ قضيه اثبات مانند را J, I : E → R تابعک هاي .t = (t١, . . . , tn) ∈ Rn و x ∈ [α, β] هر براي
و tk → ٠+ ،k → ∞ وقتي که باشد حقيقي دنباله اي {tk} نماييم فرض

lim
k→٠+

∫ β
α
supξ∈D(tk)

H(x, ξ)dx

t٢k
< +∞.

چون .ρk =
٢c٢١t٢k

n٢(β − α)
مي دهيم قرار k ∈ N به ازاي

∫ β
α
supξ∈D(tk)

H(x, ξ)dx

٢c٢١t
٢
k

n٢(β−α)

=

∫ β
α
supξ∈D(tk)

[
A(x, ξ) + µ̄

λ̄
B(x, ξ)

]
dx

٢c٢١t
٢
k

n٢(β−α)

≤
∫ β
α
supξ∈D(tk)

A(x, ξ)dx

٢c٢١t
٢
k

n٢(β−α)

+
µ̄

λ̄

∫ β
α
supξ∈D(tk)

B(x, ξ)dx

٢c٢١t
٢
k

n٢(β−α)

.

دريافت مي توان ،(٩ .۴) به توجه با

lim inf
t→٠+

∫ β
α
supξ∈D(t)H(x, ξ)dx

t٢
≤ lim inf

t→٠+

∫ β
α
supξ∈D(t)A(x, ξ)dx

t٢
+
µ̄

λ̄
B٠. (١٠ .۴)

مي کنيم مشاهده (A۵) فرض از است، نامنفي B چون هم چنين،

lim sup
t→٠+

∫ β−β١
α+α١

H(x, t, . . . , t)dx

t٢
≥ lim sup

t→٠+

∫ β−β١
α+α١

A(x, t, . . . , t)dx

t٢
. (١١ .۴)

مي شود نتيجه ،(١١ .۴) و (١٠ .۴) به توجه با
λ̄ ∈]ϱ١, ϱ٢[⊆]λ١, λ٢[.

باشد مثبت اعداد از دنباله اي {τk} کنيم فرض منظور، اين براي ندارد. موضعي کمينه صفر در Iλ̄ مي شود ثابت حال .δ < +∞ بنابراين،
باشيم داشته بزرگ، کافي به قدر k ∈ N براي که مي گيريم نظر در طوري را d مثبت عدد .limk→∞ τk = ٠+ که

١
λ̄
< d < ٢

∫ β−β١
α+α١

H(x, τk, · · · , τk)dx
α١+β١
α١β١

nτ ٢k
. (١٢ .۴)

بزرگ، کافي به قدر k ∈ N براي نتيجه در مي کنيم. تعريف قبل مانند E در را {wk = (w١k, . . . , wnk)} دنباله

Iλ̄ (wk) ≤
α١ + β١
٢α١β١

nτ ٢k c̄
٢
٢ − λ̄

∫ β−β١

α+α١

H (x, τk, . . . , τk) dx

< (١− λ̄d)
α١ + β١
٢α١β١

nτ ٢k c̄
٢
٢.

دنباله ،۵ .٢ قضيه از (پ) قسمت طبق پس ندارد. موضعي کمينه صفر در Iλ̄ تابعک ،Iλ̄(٠) = ٠ چون

{ψk = (ψ١k, . . . , ψnk)} ⊂ E

که دارد وجود Iλ̄ تابعک بحراني نقاط از
lim
k→∞

∥(ψ١k, . . . , ψnk)∥E = ٠,

مي شود. تمام اثبات و



٧- ٩٢۴ صفحه ،۴ شماره ،١۵ دوره / رياضي پيشرفته مدلسازي مجله / همکاران و شکوه سعيد ٩٠

نتيجه گيري ۵
مرزي مقدار مسئله دو ضعيف جواب هاي با تابعک ها اين بحراني نقاط شد. بررسي تابعک ها از کلاسي براي بحراني نقاط وجود مقاله اين در
از دنباله يک و نابديهي جواب يک وجود که داشت کنترلي پارامتر دو ديگري و کنترلي پارامتر يک داراي دستگاه ها اين از يکي بودند. متناظر
را مسئله ها اين براي جواب وجود مي توانند علاقمندان شد. بررسي هيلبرت فضاي يک در پارامترها از معين مقادير به ازاي آن ها براي جواب ها

دهند. قرار مطالعه مورد غيرخطي آناليز روش هاي ديگر با

قدرداني و تشکر
مقاله اين است ذکر شايان مي شود. قدرداني صميمانه کردند کمک مقاله بهبود به خود ارزشمند نظرات و پيشنهادها با که محترم داوران از

مي  باشد. کاووس گنبد دانشگاه در ۶/٠٣/١١٧ شماره پژوهشي طرح از برگرفته
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Critical points of a class of functionals in a Sobolev space
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Abstract: In this paper, we investigate the existence of critical points for a specific class of functionals
using critical point theorems. These critical points are of particular importance because they are associ-
ated with weak solutions to integral-differential problems with Dirichlet boundary conditions. Indeed, by
employing variational methods, we first study the existence of a critical point for a functional with one
control parameter and then examine the existence of a sequence of critical points for a functional with two
parameters.
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