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رياضي پيشرفته مدلسازي مجله
١٢٠–١٣٢ ص ،۴ شماره ،١۵ دوره ،١۴٠۴ سال

جزئي ديفرانسيل معادلات براي شعاعي پايه توابع بر مبتني متناهي تفاضل روش
دوبعدي تأخيري

(٢) رئيسي بنفشه و ١ (١) فردي مجتبي

ايران شهرکرد، شهرکرد، دانشگاه رياضي، علوم دانشکده رياضي، گروه (١)

ايران شهرکرد، شهرکرد، دانشگاه رياضي، علوم دانشکده رياضي، گروه (٢)

حجتي غلامرضا مسئول: دبير

١۴٠۵/٠٢/١٣ پذيرش: تاريخ ١۴٠۴/٠٣/٠۵ دريافت: تاريخ

ارائه دوبعدي تأخيري جزئي مشتقات با ديفرانسيل معادلات حل براي محلي شبکه بدون عددي روش يک مقاله اين چکيده:
گسسته سازي نخست، گام در است. يافته توسعه شعاعي پايه توابع با توليدشده متناهي تفاضل پايه بر روش اين مي دهد.
مي گردد. عددي پايداري بهبود موجب که مي شود انجام مجاور پراکنده ي گره هاي از استفاده با و محلي به صورت مکاني
زمان به نسبت تأخيري معمولي ديفرانسيل معادلات از دستگاهي به را اوليه تأخيري جزئي ديفرانسيل معادله فرآيند، اين
ارزيابي به منظور مي شود. استفاده متناهي تفاضل طرح يک از حاصل، زماني دستگاه حل براي ادامه، در مي کند. تبديل
و دارد بالايي دقت پيشنهادي روش که مي دهند نشان نتايج است. شده بررسي عددي مثال يک روش، کارايي و دقت

است. مقايسه قابل گالرکين محدود المان روش با آن عملکرد

گسسته سازي شعاعي، پايه توابع با توليد شده متناهي تفاضل روش تأخيري، جزئي ديفرانسيل معادلات کليدي: واژه هاي
موضعي.

33C45; 65M70; 35R11 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
تعداد افزايش با مدل پيچيدگي که شرايطي در به ويژه چندبعدي، دامنه هاي در جزئي مشتقات با ديفرانسيل معادلات حل براي شبکه توليد
قرار گسترده اي توجه مورد مناسب، جايگزيني به عنوان شبکه بدون روش هاي نتيجه، در مي رود. به شمار مهم چالش يک مي شود، بيشتر ابعاد

مي شود. استفاده گسسته سازي براي پراکنده نقاط از شبکه بدون روش هاي در شبکه، بر مبتني سنتي روش هاي برخلاف گرفته اند.
مهندسي حوزه هاي در گسترده به طور تاکنون روش ها اين است؛ شعاعي پايه توابع بر مبتني شبکه بدون روش هاي بر اصلي تمرکز مقاله، اين در
پتروف-گالرکين شبکه بدون روش به مي توان دسته اين در شناخته شده روش هاي جمله از گرفته اند. قرار کاربرد و مطالعه مورد پايه علوم و

.[١–٣] کرد اشاره مرتبط روش هاي ساير و (RBF-FD) شعاعي پايه توابع بر مبتني متناهي تفاضل روش موضعي،
(M. Fardi) m.fardi@sku.ac.ir فردي ١مجتبي

١٢٠

m.fardi@sku.ac.ir


١٢١ دوبعدي تأخيري جزئي ديفرانسيل معادلات براي شعاعي پايه توابع بر مبتني متناهي تفاضل روش

شبيه سازي در هستند، سازگار پيچيده معادلات خصوصيات با که خود ذاتي ويژگي هاي به دليل شعاعي پايه توابع بر مبتني تقريب روش هاي
ساختار به نياز بدون که است اين در شبکه بر مبتني روش هاي به نسبت روش ها اين برتري مي کنند. عمل مؤثر بسيار معادلات نوع اين عددي
مي شود پياده سازي سادگي و دقت انعطاف پذيري، افزايش سبب امر اين مي کنند؛ فراهم را دامنه سراسر در تابع تقريب امکان منظم، شبکه اي

.[٨–۴]
روش هاي به نسبت معمولاً شعاعي پايه توابع بر مبتني شبکه بدون موضعي روش هاي از استفاده پيچيده، هندسه هاي و بالا ابعاد با مسائل در
هزين� نظر از هم و پايداري نظر از هم تنک، محاسباتي ماتريس هاي ايجاد به دليل RBF-FD روش مثال، براي مي شود. داده ترجيح سراسري

.[٩–١١ ،۴ ،٢ ،١] دارد بهتري عملکرد سراسري روش هاي به نسبت محاسباتي
ساخت براي شعاعي پايه توابع از روش، اين در است. پيچيده دامنه هاي در معادلات تقريب براي قدرتمند عددي تکنيک يک RBF-FD روش
انتخاب از روش اجراي روند مي زند. تقريب موضعي به صورت دامنه از نقطه هر در را مشتق ها که مي شود استفاده فضا در پراکنده الگوي يک
تفاضل تقريب توابع، اين از استفاده با مي شوند. تعريف نقاط اين مرکز در شعاعي پايه توابع سپس شده، آغاز دامنه در نقاط از مجموعه اي

مي گيرد. قرار استفاده مورد مشتق گيري براي متناهي
کلاسيک روش هاي به نسبت پيچيده تر مسائل حل براي مؤثر ابزاري به را آن چندبعدي، دامنه هاي مديريت در RBF-FD روش بالاي قابليت
و نامنظم و منظم حوزه هاي در جزئي مشتقات معادلات عددي حل در روش اين تا شده اند باعث ويژگي ها اين .[١۶–١٢] است کرده تبديل

کند. پيدا گسترده اي کاربردهاي فيزيکي، شبيه سازي هاي در همچنين
فيزيک زيست شناسي، شيمي، حوزه هاي در حافظه با واکنش-پخش مسائل مدل سازي براي گسترده اي به طور تأخيري جزئي مشتقات معادلات
استاندارد معادلات با معادلات از دسته اين کنيد). مراجعه [١٨ ،١٧] به مثال، (براي گرفته اند قرار استفاده مورد علمي شاخه هاي ساير و
همين است. وابسته نيز سيستم رفتار تاريخچه به بلکه نيست وابسته کنوني وضعيت به تنها آن ها پاسخ زيرا دارند، تفاوت واکنش-پخش
دهه هاي در دليل، همين به باشد. دشوار بسيار تأخيري جزئي مشتقات معادلات براي دقيق جواب يافتن که مي شود باعث گذشته به وابستگي
پيشگو- روش هاي [١٩] همکاران و هاون نمونه، عنوان به شده اند. داده توسعه معادلات نوع اين حل براي مؤثري عددي روش هاي اخير
تجزيه طرح يک [٢٢] همکاران و هه پرداخت، خطوط روش پايداري و همگرايي بررسي به [٢١ ،٢٠] زوبيک-کوال دادند، ارائه را اصلاحگر
ليانگ دادند، ارائه θ روش هاي پايداري از تحليل هايي [٢۶] همکاران و وو و [٢۵] همکاران و ليانگ ،[٢۴ ،٢٣] تيان کردند، استخراج دامنه
تفاضل فشرده طرح هاي ،[٢٨] موضعي ناپيوسته گالرکين روش هاي همچنين و کرد، بررسي را گالرکين روش همگرايي و پايداري [٢٧]

شده اند. معرفي معادلات اين براي ،[٣٣] طيفي گالرکين روش هاي و [٢٩–٣٢] محدود
مي گيريم: نظر در را زير زماني تأخير با جزئي ديفرانسيل معادله مقاله، اين در

∂u

∂t
(x, t)− γ

∂u

∂t
(x, t− r̄) + Lu(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ω× (٠, T ], (١. ١)

و است δ۴ و δ١ ،δ٢ ،δ٣ > ٠ حقيقي ضرايب با خطي عملگر يک L و است R٢ از زيرمجموعه اي Ω = (a, b)× (c, d) آن در که
مي شود: تعريف زير صورت به

Lu(x, t) = −δ١∆u(x, t)− δ٢∆u(x, t− r̄) + δ٣u(x, t) + δ۴u(x, t− r̄).

است. ثابت زماني تأخير r̄ > ٠ همچنين
مي شود: تعريف زير به صورت مسئله اوليه شرط

u(x, t) = g(x, t), (x, t) ∈ Ω× [−r̄, ٠], (١. ٢)

مي کند. مشخص را مسئله تاريخچه ي که است معلوم تابعي g آن در که
مي شود: تعريف زير صورت به و ديريکله نوع از مرزي شرط

u(x, t) = h(x, t), (x, t) ∈ ∂Ω× [−r̄, T ]. (١. ٣)

است. نهايي زمان نمايانگر T > ٠ و هستند معلوم مسئله در h و g ،f توابع
ارائه زماني تأخير با دوبعدي جزئي ديفرانسيل معادلات عددي حل براي شعاعي پايه توابع بر مبتني بدون شبکه ي روش يک مقاله، اين در
شعاعي پايه توابع بر مبتني متناهي تفاضل طرح از بهره گيري طريق از کارا عددي الگوريتم يک ارائه ي پيشنهادي، روش اصلي هدف مي شود.
بخش در مي شود. ارائه RBF-FD روش در ضرايب استخراج ،٢ بخش در است: زير شرح به مقاله ساختار است. مکاني گسسته سازي براي
انجام پيشنهادي روش عملکرد بررسي براي عددي آزمايش هاي ،۴ بخش در است. شده داده شرح اصلي مسئله ي گسسته سازي فرآيند ،٣

مي گردد. جمع بندي مقاله اصلي نتايج ۵ بخش در نهايت، در مي شود.
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RBF-FD روش در ضرايب استخراج ٢

Q =
(
m+d
m

)
برابر فضا اين بعد مي دهيم. نشان Pd

m نماد با را m حداکثر درجه ي از متغيره d چندجمله اي هاي فضاي ([۴]) .٢. ١ تعريف
است.

متمايز نقطه دو هر براي اگر است، Rd روي m مرتبه  از مشروط مثبت معين K مقدار حقيقي پيوسته ي و زوج تابع ([۴]) .٢. ٢ تعريف
هر براي ΣN

j=١cjp(xj) = ٠ جانبي شرط باشد، N ∈ N که c ∈ RN بردار و {x١, x٢, ..., xN} ∈ Rd مجموعه ي از
دوم درجه ي فرم و برقرار p ∈ Pd

m−١
ΣN

j=١Σ
N
k=١cjckK(xj − xk),

باشد. نامنفي

کنيد فرض هم چنين باشد. K ∈ Cℓ(Ω) و m مرتبه از مشروط مثبت معين تابع يک K : R٢ → R تابع کنيد فرض
يک ،n ≪ N که ،X٠ = {xi}ni=١ کنيد فرض باشد. Ω ⊂ R٢ کراندار و باز دامنه يک در نقاط از مجموعه اي X = {xi}Ni=١

مي شود: زده تقريب زير صورت به Lu(x٠) مقدار ،L عملگر يک براي باشد. x٠ ∈ Ω پيرامون پراکنده گره هاي از مجموعه

Lu(x٠) ≈ Σn
j=١cju(xj), (٢. ١)

هستند. نامعلوم وزني ضرايب cj آن در که
فضاي براي (٢. ١) رابطه که مي شود تعيين گونه اي به وزن بردار RBF-FD روش فرمول بندي در

span{K(· − x١), . . . , K(· − xn)}+ Pm−١(R٢).

:[٣۴] مي شود زده تقريب زير صورت به u(x) تابع بنابراين، باشد. برقرار دقيق به صورت

u(x) ≈ su(x) = Σn
j=١ajK(x − xj) + ΣQ

k=١bkpk(x), (٢. ٢)

شرايط از استفاده با است. Q =
(m− ١ + ٢)!

٢!(m− ١)!
و هستند m− ١ حداکثر درجه از چندجمله اي هاي براي پايه اي {pi}Qi=١ آن در که

ضرايب بردارهاي Σn
j=١ajpk(xj) = ٠, k = ١, . . . , Q, کمکي شرايط و u(xj) = su(xj), j = ١, . . . , n, درونيابي

مي شوند: نوشته زير شکل به ماتريسي صورت به روابط اين مي آيند. دست به b := [b١, . . . , bQ]
T و a := [a١, . . . , an]

T[
K P
PT O

] [
a
b

]
=

[
ue

٠

]
,

براي Pjk = pk(xj) و j, k = ١, . . . , n براي Kjk = K(xk − xj) ،ue = [u(x١), . . . , u(xn)]
T آن در که

مجموعه يک X٠ مجموعه و است m مرتبه از مشروط مثبت معين تابع يک K که آنجا از هستند. j = ١, . . . , n ،k = ١, . . . , Q
است. يکتا جواب داراي خطي دستگاه اين است، حل کننده (R٢)Pm-يکتا

کنيد فرض

Lk(x٠) = [LK(x١ − x٠),LK(x٢ − x٠), · · · ,LK(xn − x٠)]
T ,

Lp(x٠) = [Lp١(x٠),Lp٢(x٠), · · · ,LpQ(x٠)]
T .

مي کنيم: تعريف

[
LkT (x٠) LpT (x٠)

] [ K P
PT O

]−١

=:
[
LwT (x٠) LvT (x٠)

]
. (٢. ٣)

داريم: ،(٢. ٢) رابطه بر L عملگر اعمال با

Lu(x٠) ≈ Lsu(x٠) =
[
LkT (x٠) LpT (x٠)

] [ a
b

]
=:

[
LwT (x٠) LvT (x٠)

] [ ue

٠

]
= LwT (x٠)ue =

n∑
j=١

Lwj(x٠)u(xj), (۴ .٢)
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آن در که

Lw(x٠) = [Lw١(x٠),Lw٢(x٠), · · · ,Lwn(x٠)]
T .

داريم: ،(٢. ١) فرمول با (۴ .٢) رابطه مقايسه با

cj = Lwj(x٠), j = ١, ٢, . . . , n.

مي آيند: دست به زير دستگاه حل از cj, j = ١, · · · , n ضرايب نتيجه، ]در
K P
PT O

] [
LwT (x٠)
LvT (x٠)

]
=

[
LkT (x٠)
LpT (x٠)

]
. (۵ .٢)

در که شود داده نمايش {ck}Nk=١ صورت به بردار اين کنيد فرض مي آيد. دست به c = LwT (x٠) متناظر بردار ،x٠ ∈ X هر براي
داشت: خواهيم نتيجه در هستند. صفر مؤلفه ها موضعي، زيردامنه از خارج نقاط براي آن،

Lu(xk) ≈ Lsu(xk) = cTkue, k = ١, ٢, . . . , N,

داريم: فشرده تر صورت به يا
Lu|x ≈ Lsu|x = Cue,

هستند. C =
[

cT١ | cT٢ | . . . | cTN
]T و ue = u|X آن در که

مسئله گسسته سازي ٣

که مي کنيم فرض ،(١. ٣)-(١. ١) مسئله گسسته سازي براي

X = XΩ ∪ X∂Ω = {x١, . . . , xN},

، |XΩ| = N{١} ، XΩ ∩ X∂Ω = ∅ ، XΩ ∪ X∂Ω = X به طوري که باشند، Ω ∪ ∂Ω دامنه در پراکنده نقاط از مجموعه اي
برقرارند: زير روابط ،x ∈ Ω ∪ ∂Ω هر براي هستند. N{١} +N{٢} = N و |X∂Ω| = N{٢}

u(x, t) ≈ su(x, t) = w(x)Tue(t), x ∈ Ω ∪ ∂Ω, (٣. ١)
u(x, t− r̄) ≈ su(x, t− r̄) = w(x)Tue(t− r̄), x ∈ Ω, (٣. ٢)

∆u(x, t) ≈ ∆su(x, t) = ∆w(x)Tue(t), x ∈ Ω, (٣. ٣)
∆u(x, t− r̄) ≈ ∆su(x, t− r̄) = ∆w(x)Tue(t− r̄), x ∈ Ω, (۴ .٣)

آن در که
ue(t) = u(·, t)|X, ue(t− r̄) = u(·, t− r̄)|X.

مي شوند: حاصل زير موارد ،(۴ .٣) تا (٣. ١) از استفاده با

u(xk, t) ≈ su(xk, t) = w(xk)
Tue(t), k = ١, · · · , N{١}, (۵ .٣)

u(xk+N{١} , t) ≈ su(xk+N{١} , t) = w(xk+N{١})Tue(t), k = ١, · · · , N{٢}, (۶ .٣)
u(xk, t− r̄) ≈ su(xk, t− r̄) = w(xk)

Tue(t− r̄), k = ١, · · · , N{١}, (٣. ٧)
∆u(xk, t) ≈ ∆su(xk, t) = ∆w(xk)

Tue(t), k = ١, · · · , N{١}, (٣. ٨)
∆u(xk, t− r̄) ≈ ∆su(xk, t− r̄) = ∆w(xk)

Tue(t− r̄), k = ١, · · · , N{١}. (٣. ٩)
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نوشت: مي توان نتيجه در

u(·, t)|XΩ
≈ su(·, t)|XΩ

= wIue(t), (٣. ١٠)
u(·, t)|X∂Ω

≈ su(·, t)|X∂Ω
= wBue(t), (٣. ١١)

u(·, t− r̄)|XΩ
≈ su(·, t− r̄)|XΩ

= wIue(t− r̄), (٣. ١٢)
∆u(·, t)|XΩ

≈ ∆su(·, t)|XΩ
= w∆ue(t), (٣. ١٣)

∆u(·, t− r̄)|XΩ
≈ ∆su(·, t− r̄)|XΩ

= w∆ue(t− r̄). (١۴ .٣)

مي شود: بيان زير صورت به (١. ٣)-(١. ١) مسئله براي پيشنهادي روش

wIu
′(t)− γwIu

′(t− r̄)− δ١w∆u(t)− δ٢w∆u(t− r̄)

+δ٣wIu(t) + δ۴wIu(t− r̄) = F(t), t ∈ (٠, T ], (١۵ .٣)
wBu(t) = H(t), t ∈ [−r̄, T ], (١۶ .٣)

اوليه شرط با
wIu(t) = G(t), t ∈ [−r̄, ٠],

آن در که
F(t) = [f(x١, t), f(x٢, t), · · · , f(xN{١} , t)]T ,

H(t) = [h(xN{١}+١, t), h(xN{١}+٢, t), · · · , h(xN , t)]
T ,

و
G(t) = [g(x١, t), g(x٢, t), · · · , g(xN{١} , t)]T .

مي دانيم:

wI = [wΩ
I w∂Ω

I ] = [IN{١}×N{١} ON{١}×N{٢} ],

wB = [wΩ
B w∂Ω

B ] = [ON{٢}×N{١} IN{٢}×N{٢} ].

مي کنيم: فرض اکنون
u(t) = [uΩ(t) u∂Ω(t)]

T , w∆ = [wΩ
∆ w∂Ω

∆ ],

داريم: نتيجه در و

u′
Ω(t)− γu′

Ω(t− r̄)− δ١w
Ω
∆uΩ(t)− δ٢w

Ω
∆uΩ(t− r̄) + δ٣uΩ(t)

+δ۴uΩ(t− r̄) = F(t) + δ١w
∂Ω
∆ H(t) + δ٢w

∂Ω
∆ H(t− r̄), t ∈ (٠, T ], (٣. ١٧)

اوليه شرط با
uΩ(t) = G(t), t ∈ [−r̄, ٠].

به طوري که مي کنيم، تقسيم مساوي زير بازه Nt به را (٠, T ] زماني بازه ي ،(٣. ١٧) ماتريسي دستگاه زماني گسسته سازي براي

τ =
T

Nt

, tn = nτ, n = ٠, ١, . . . , Nt.

يعني باشد، τ از مضربي r̄ زماني تأخير مي کنيم فرض

r̄ = mτ, m ∈ N.

مي کنيم: تعريف زير صورت به گسسته نقاط در را متغيرها حال بود. خواهد tn−m با برابر tn − r̄ مقدار tn هر براي صورت، اين در

un
Ω := uΩ(tn), Fn := F(tn), Hn := H(tn), Gn := G(tn).
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مي کنيم: استفاده پسرو اويلر روش از زماني، مشتقات تقريب براي

u′
Ω(tn) ≈

un
Ω − un−١

Ω

τ
, u′

Ω(tn − r̄) ≈ un−m
Ω − un−m−١

Ω

τ
.

مي شود: نوشته زير صورت به tn زمان در گسسته معادله اصلي، معادله ي در مشتقات تقريب جاي گذاري با

un
Ω − un−١

Ω

τ
− γ

un−m
Ω − un−m−١

Ω

τ
− δ١w

Ω
∆un

Ω − δ٢w
Ω
∆un−m

Ω

+ δ٣u
n
Ω + δ۴u

n−m
Ω = Fn + δ١w

∂Ω
∆ Hn + δ٢w

∂Ω
∆ Hn−m.

شوند: تعيين تاريخچه تابع از n = −m, . . . , ٠ براي un
Ω مقادير است نياز زماني، تأخير حضور به توجه با اوليه، مقداردهي براي

un
Ω = Gn = G(tn), nبراي = −m, . . . , ٠.

عددي نتايج ۴
زيردامنه هاي از پيشنهادي، روش پياده سازي براي مي پردازد. آزمايشي مسئله يک عددي حل براي پيشنهادي روش کاربرد به بخش اين

دايره اي قرص هاي صورت به هم پوشان

Ωj := B(xj, rj) ∩ Ω, j = ١, · · · , N{١},

hcov اگر مي دهند. تشکيل را آن ها شعاع و زيردامنه ها مراکز مجموعه ي به ترتيب rj و X̂ = {xj}N
{١}

j=١ آن در که است، شده استفاده
همپوشاني ثابت C ≥ ١ آن در که کرد، تعيين rj = Chcov به صورت مي توان را زيردامنه هر شعاع باشد، X̂ نقاط مجموعه تراکم فاصله

است.
پوشش که شده اند، گرفته نظر در rj = ۴h شعاع هاي با xj نقاط در متمرکز دايره اي قرص هاي صورت به زيردامنه  ها بخش، اين مثال در

مي کند. تضمين را Ω دامنه از مناسبي

[٣۵]: بگيريد نظر در را T = ١ و r̄ = ١ با زير تأخيري جزئي مشتقات مسئله .١ .۴ مثال
∂

∂t

[
u(x, t)− ٢

۵
u(x, t− r̄)

]
+ Lu(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ω× (٠, T ],

u(x, t) = e−t sinx sin y, (x, t) ∈ Ω× [−r̄, ٠],
u(x, t) = ٠, (x, t) ∈ ∂Ω× [−r̄, T ],

مي شود: تعريف زير صورت به منبع تابع

f(x, t) =
١
۵
sin(x) sin(y)

(
٢٠e−t + ١٧e−t+r̄

)
,

است: شده داده زير صورت به L ديفرانسيلي عملگر و

Lu(x, t) = −٣
٢
∆u(x, t)−∆u(x, t− r̄) + ٢u(x, t) + u(x, t− r̄).

است: مسئله براي دقيق جواب يک زير تابع که کرد بررسي مي توان راحتي به

u(x, t) = e−t sinx sin y.

است: شده گرفته نظر در زير دامنه ي مثال، اين در

Ω :=
{
x = (x, y) ∈ R٢ : ٠ < x < π, ٠ < y < π

}
.
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Rectangular domain with Halton points

Interior points
Boundary points

شده اند. داده نمايش قرمز رنگ با مرزي نقاط و آبي رنگ با داخلي نقاط دامنه : در هالتون نقاط :١ شکل

نواحي به مربوط رنگ آبي نقاط مي شود، مشاهده که همان طور مي دهد. نشان Ω دامنه ي براي را مرزي و داخلي نقاط موقعيت ١ شکل
تجمع از و شده دامنه کل در نقاط يکنواخت تر توزيع باعث هالتون توزيع از استفاده هستند. دامنه مرزهاي به مربوط رنگ قرمز نقاط و داخلي

مي کند. جلوگيري نامطلوب پراکندگي يا
چند هارمونيکي شعاعي پايه  توابع از ترکيبي به صورت تقريب فضاي مثال، اين در

K(x− xj) =

((x− xj)
٢ + (y − yj)

٢)
k/٢

, باشد فرد k اگر

((x− xj)
٢ + (y − yj)

٢)
k/٢

log
(√

(x− xj)٢ + (y − yj)٢
)
, باشد زوج k اگر

به صورت m−حداکثر١ درجه با چندمتغيره چندجمله اي هاي فضاي به همراه هستند، m = ⌊k
١+⌊٢ مرتبه از اکيد مشروط مثبت معين که

span{K(· − x١), . . . , K(· − xn)}+ Pm−١(R٢),

k ∈ N پارامتر است. پايه تابع مرکزي نقطه ي xj = (xj, yj) و ارزيابي نقطه ي x = (x, y) رابطه، اين در است. شده  گرفته نظر در
در k = ١١ و k = ١٠ ،k = ٧ پارامترهاي با چند هارمونيک پايه تابع عددي نتايج آوردن به دست براي است. چند هارمونيک تابع مرتبه 
m = ٧ مانند بالاتر مرتبه چندجمله اي  از ما حال، اين با ۶هستند. و ۶ ،۴ مرتبه  از مشروط مثبت معين به ترتيب که است، شده گرفته نظر

کرد. خواهيم استفاده همگرايي نرخ بر چندجمله اي ها تأثير مشاهده براي نيز
کاهش با مي شود، ديده که همان طور است. شده رسم لگاريتمي مقياس در زماني گام اندازه  به نسبت خطا نُرم L٢ نمودار ٢ شکل در
در منحني شيب انجام شده، برازش مطابق دارد. لگاريتمي مقياس در خطي تقريباً همگرايي رفتار و يافته کاهش نيز خطا زماني، گام اندازه 
مرجع در گزارش شده نتايج با پيشنهادي روش در m و k پارامترهاي از مختلف حالت دو براي خطا نُرم L٢ ،١ جدول در است. 1.03 حدود

[٣۵] در گزارش شده نتايج و حاضر روش براي خطا نُرم L٢ مقايسه :١ جدول
[٣۵] k = ٧, m = ۵ k = ١١, m = ٧ نقاط تعداد

(r = ٢) ٢٫٨٨٨١ × ٣−١٠ ٢٫٢١١٣٣٨ × ١٠−۴ ٢٫٨۶٨٠٠۶ × ١٠−۵ ٩٣
(r = ٣) ١٫١٩٨٣ × ١٠−۵ ٢٫٠۴١٧۶۵ × ١٠−۵ ٢٫١۵٩٧٠٣ × ٧−١٠ ٣۴۵

روش به نسبت بهتري نتايج و مي يابد بهبود حاضر روش دقت نقاط، تعداد افزايش با مي شود، مشاهده که همان طور است. شده مقايسه [٣۵]
مي دهد. ارائه مرجع

مي گيريم: نظر در زير به صورت را تصادفي نويز حاوي اوليه شرط يک اوليه، شرط به نسبت عددي حساسيت بررسي براي

g(x, ٠) = g(x, ٠) + (١ +
ϱ

١٠٠
Rand),x ∈ Ω,
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Slope = 1.03

مشخص قرمز خط چين با که است Slope = 1.03 با برابر تقريباً همگرايي شيب زماني. گام اندازه حسب بر خطا نُرم L٢ نمودار :٢ شکل
است. شده

تقريبي جواب هاي بر نويز سطوح تاُثير ميزان مشاهده براي است. نويز يک ϱ و مي کند توليد تصادفي شبه عدد يک Rand ∈ [−١, ١] که
با شده ارائه عددي روش نتايج که است واضح است. شده رسم شکل در لگاريتمي مقياس در زماني گام اندازه  به نسبت خطا نُرم L٢ نمودار

مي ماند. پايدار شده افزوده نويز سطوح و زماني گام تعداد تغيير
گام هاي تعداد با نتايج اين است. شده داده نمايش T = ٣ و T = ١ نهايي زمان در دقيق حل و عددي حل بين مطلق خطاي ،۴ شکل در

Noise = 50%
Noise = 10%
Noise = 0%

Noise = 50%
Noise = 10%
Noise = 0%

.h = ٠٫١ مکاني گام اندازه و زماني گام اندازه  به نسبت T = ٢, ۵ نهايي زمان در متفاوت نويزهاي با خطا نُرم L٢ :٣ شکل

با مي شود، مشاهده شکل در که همان طور شده اند. انتخاب هالتون توزيع اساس بر ارزيابي نقاط آمده اند. به دست Nt = ١٢٨٠٠ زماني
مقايسه ي مي گيرد. قرار پارامترها اين تأثير تحت عددي حل دقت و کرده تغيير مطلق خطاي توزيع ،m چندجمله اي درجه ي و k پارامتر تغيير
دارد. عددي خطاي کاهش در مهمي نقش چندجمله اي درجه ي و پايه تابع پارامترهاي مناسب انتخاب که مي دهد نشان مختلف حالات بين
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T = 1, k = 11, m = 7
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k = ١٠, ١١ پارامترهاي با چندهارمونيک پايه توابع براي ،Nt = ١٢٨٠٠ با T = ١, ٣ نهايي زمان در مطلق خطاي نمايش :۴ شکل
.m = ۶, ٧ چندجمله اي درجات و

نتيجه گيري ۵
روش اين در مکاني گسسته سازي شد. ارائه دوبعدي تأخيردار جزئي ديفرانسيل معادلات حل براي شبکه بدون عددي روش يک مقاله، اين در
مسأله يک روش، کارايي و دقت ارزيابي منظور به شد. انجام شعاعي پايه توابع با توليدشده متناهي تفاضل از استفاده با و موضعي صورت به
به مي تواند روش اين بنابراين، دارد. جواب تقريب در بالايي دقت پيشنهادي روش که داد نشان شبيه سازي ها نتايج است. شده حل آزمايشي
توسعه به آينده تحقيقات مي شود پيشنهاد نهايت، در گيرد. قرار استفاده مورد دوبعدي تأخيردار مسائل حل در اعتماد قابل و مؤثر ابزاري عنوان

بپردازند. ديفرانسيل معادلات مختلف انواع و دو از بالاتر ابعاد با مسائل به روش اين تعميم و
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Abstract: This paper proposes a local meshfree numerical method for solving two-dimensional delayed
partial differential equations (PDEs). The method is based on the radial basis function-generated finite
difference approach. In the first step, spatial discretization is performed locally using scattered neighbor-
ing nodes, which improves numerical stability. This process transforms the original delayed PDE into a
system of delay ordinary differential equations with respect to time. A finite difference scheme is then
applied to solve the resulting temporal system. To assess the accuracy and efficiency of the method, a nu-
merical example is presented. The results demonstrate that the proposed method achieves high accuracy
and delivers performance comparable to that of the Galerkin finite element method.

Keywords: Delayed PDEs, Radial basis function-finite difference (RBF-FD) method, Local
discretization.
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