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موروثي، عنوان تحت توپولوژيکي فضاي يک زيرمجموعه هاي از کلاس يک از استفاده با داريم قصد مقاله، اين در چکيده:
تعميم يافته) هم -مشتق پيش (عملگر آن دوگان عملگر و تعميم يافته پيش مشتق عملگرهاي از کاربردي و مفيد نمونه يک
عملگر دو عملگرها، اين از استفاده با نهايت، در کنيم. مطالعه و معرفي H-پيش درون و H-پيش بستار نامهاي تحت را
معرفي توپولوژيکي درون و بستار کلاسيک عملگرهاي از تعميمي عنوان به H-درون و H-بستار نامهاي تحت را ديگر
در مي کنند. القا توپولوژيکي فضاي يک روي را يکسان تعميم يافته توپولوژي يک عملگرها اين همه که مي دهيم نشان و

مي شوند. بيان و مشخصه سازي تعميم، موروثي کلاس هاي طريق از توپولوژيکي عملگرهاي نتايج از بسياري نتيجه،

پيش درون. عملگر پيش بستار، عملگر تعميم يافته، توپولوژي موروثي، کلاس کليدي: واژه هاي

54A05; 54A99 رياضي: ردهبندي

مقدمه ١
در دارند. اهميت رياضيات شاخه هاي همچنين و کاربردي علوم زمينه هاي از بسياري در بستاري، سيستم هاي ويژه به توپولوژيکي، ساختارهاي
کمک به هندسي طراحي کامپيوتر، کمک به طراحي مولکولي، طراحي و هندسي طراحي براي محاسباتي توپولوژي داده کاوي، در آن از واقع،
توپولوژيکي فضاهاي که مي دانيم مي شود. استفاده غيره و کوانتومي فيزيک ذرات، فيزيک اطلاعاتي، سيستم هاي ديجيتال، توپولوژي کامپيوتر،
مي توان معادل، طور به .[١١] مي شوند مشخص مي کند، برآورده را کوراتوفسکي اصول که توپولوژيکي بستار عملگر با مشخصي صورت به
و مشتق مجموعه عملگر مرزي، عملگر توپولوژيکي، بستار عملگر توپولوژيکي، درون عملگر مانند توپولوژيکي، عملگرهاي ساير با را آن ها
فضاهاي در ضعيف تري صورت به مي توانند درون عملگر و بستار عملگر که مي دانيم همچنين نمود. معين هم -مشتق، مجموعه عملگر

.[٣] شوند تعريف تعميم يافته توپولوژيکي
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اين براي است. گرفته صورت توپولوژيکي عملگرهاي تعميم نتيجه در و توپولوژي تعميم براي متعددي تلاش هاي که است ذکر شايان
مجموعه هاي کردن جايگزين با کرد سعي او واقع، در دهد. تعميم را باز مجموعه هاي مفهوم کرد تلاش [١٣] لوين ،١٩۶٣ سال در منظور،
،١٩۶۵ سال در شد. انجام مشابهي کارهاي لوين، از پس دهد. تعميم و گسترش را توپولوژي مفهوم باز، مجموعه هاي جاي به نيمه باز
،١٩٨٣ سال در و ،[١۵] پيش باز مجموعه هاي ،١٩٨٢ سال در ،[١۴] ضعيف باز مجموعه هاي ،١٩٧٩ سال در ،[٢٠] α-باز مجموعه هاي
باز مفهوم قياسي تعريف و γ-باز مجموعه هاي معرفي با توانست [٢] چاسار ،١٩٩٧ سال در نهايتاً و شدند تعريف [١] β-باز مجموعه هاي
چاسار توسط تعميم يافته توپولوژيکي فضاهاي ساختاري معرفي به منجر نهايتاً γ-باز مجموعه هاي خواص دهد. سامان را تنوع اين تعميم يافته،

.[٣] شد ٢٠٠٢ سال در
.[٢۴ ،٢٣ ،١۶ ،۶] است گرفته صورت گريل ها و ايده آل ها پالايه ها، مانند واسطه هايي اساس بر توپولوژيکي مفاهيم تعميم از ديگري نوع
عنوان به را موضعي تابع که برمي گردد ١٩٣٣ سال در کوراتوفسکي به ايده آل توسط بيان شده توپولوژيکي فضاهاي معرفي در گام ها نخستين
١٩۴۴ سال در مختلف ايده آل هاي به توجه با آن خواص و موضعي تابع روي بر دقيق تر مطالعه اي .[١١] کرد معرفي بستار براي تعميمي
ديگر بسياري و ١٩۶۴ سال در هياشي توسط مي شود، حاصل موضعي تابع از که τ ∗ جديد توپولوژي .[٢۶] شد ارائه وايدياناتاسوامي توسط
تعميم يافته توپولوژي ،X مجموعه روي ايده آل و توپولوژي جاي به چاسار ،[۴] در .[٢١ ،١٩ ،٨ ،٧] گرفت قرار بررسي مورد نويسندگان از
آورد. بدست τ ∗ جاي به را µ∗ جديد تعميم يافته توپولوژي موضعي تابع همان از استفاده با و گرفت نظر در را X روي موروثي کلاس و µ
يکي به که نتايجي بنابراين و يکديگرند دوگان نوعي به گريل ها) و ايده آل ها (پالايه ها، مذکور واسطه هاي که است شده داده نشان [١۶] در
توپولوژيکي فضاي روي ايده آل جاي به طلابيگي ،[٢٢] در دارد. دنبال به نيز ديگر مورد دو درباره متناظري نتايج مي شود، مربوط آن ها از

آورد. بدست τ ∗ جاي به را τH جديد تعميم يافته توپولوژي موضعي تابع همان از استفاده با و گرفت نظر در را H موروثي کلاس (X, τ)
مشتق، مجموعه عملگر بيروني، عملگر مرزي، عملگر جمله از معادل تعميم يافته عملگر چند نويسندگان ضعيف تر، شرايط تحت [١٢] در
يکساني تعميم يافته توپولوژي قادرند عملگرها اين همه به طوري که کردند معرفي هم -مشتق پيش  مجموعه عملگر و هم مشتق مجموعه عملگر
تعميم يافته، هم -مشتق پيش مجموعه و تعميم يافته هم  -مشتق مجموعه عملگر دو از الهام با مقاله، اين در کنند. تعيين مجموعه يک روي را
يک از استفاده با تعميم يافته H-پيش درون عنوان تحت را تعميم يافته هم -مشتق پيش مجموعه عملگر از مفيد و کاربردي مثالي داريم قصد
تعميم يافته H-درون نام به ديگري عملگر عملگر، اين از استفاده با نهايت، در کنيم. بررسي و معرفي توپولوژيکي فضاي روي موروثي کلاس
نتايج از بسياري نتيجه، در مي کند. القا توپولوژيکي فضاي روي را تعميم يافته توپولوژي يک آن ثابت نقاط مجموعه که مي کنيم معرفي

مي شوند. بيان و مشخصه سازي تعميم، موروثي کلاس هاي طريق از توپولوژيکي عملگرهاي

اوليه تعاريف و مفاهيم ٢
گوييم: را P (X) روي γ عملگر باشد. آن تواني مجموعه P (X) و مجموعه يک X کنيد فرض

،γ(A) ⊆ γ(B) آن گاه A ⊆ B ⊆ X اگر يکنواست •

،A ⊆ X هر براي γ٢(A) = γ(γ(A)) = γ(A) اگر است خودتوان •

،A ⊆ X هر براي γ(A) ⊆ A اگر است کاهشي •

،A ⊆ X هر براي A ⊆ γ(A) اگر است افزايشي •

،A,B ⊆ X هر براي γ(A ∪B) = γ(A) ∪ γ(B) اگر است ∨-جمعي •

.A,B ⊆ X هر براي γ(A ∩B) = γ(A) ∩ γ(B) اگر است ∧-جمعي •

عملگر باشد، γ(∅) = ∅ و ∨-جمعي خودتوان، افزايشي، به طوري که γ : P (X) → P (X) نگاشت يک که مي کنيم يادآوري
τ := {A ⊆ X | گردايه آن گاه باشد، X مجموعه روي کوراتوفسکي بستار عملگر يک γ اگر مي شود. ناميده کوراتوفسکي بستار
مجموعه متمم آن در که ،[١١] clτ (A) = γ(A) ،A ⊆ X هر براي به طوري که است X روي توپولوژي يک γ(Ac) = Ac}
مطالعه و تعريف را درون و بستار عملگرهاي تعميم هاي از برخي نويسندگان ضعيف تر، شرايط تحت ،[١٢] در مي دهيم. نشان Ac با را A

دهيم. ارائه را لازم تعاريف از برخي دهيد اجازه کرده اند.

دوگان، طور به مي شود؛ ناميده تعميم يافته بستار عملگر يک باشد، افزايشي و خودتوان يکنوا، اگر P (X) روي Cl عملگر يک .٢. ١ تعريف
مي شود. ناميده تعميم يافته درون عملگر يک باشد، کاهشي و خودتوان يکنوا، اگر P (X) روي Int عملگر يک

شرايط در ،A ⊆ X هر براي اگر مي شود، ناميده تعميم يافته مشتق مجموعه عملگر يک P (X) روي Der عملگر يک .٢. ٢ تعريف
کند: صدق زير
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باشد، يکنوا Der .١

،x ∈ Der(A) ⇐⇒ x ∈ Der(A− {x}) .٢

.Der(A ∪Der(A)) ⊆ A ∪Der(A) .٣
شرايط در ،A ⊆ X هر براي اگر مي شود، ناميده تعميم يافته پيش مشتق  مجموعه عملگر يک ،P (X) روي Pd عملگر يک .٢. ٣ تعريف

کند: صدق زير
باشد، يکنوا Pd .١

.Pd(A ∪ Pd(A)) ⊆ A ∪ Pd(A) .٢
در ،A ⊆ X هر براي اگر مي شود، ناميده تعميم يافته هم-مشتق مجموعه عملگر يک ،P (X) روي Cod عملگر يک .۴ .٢ تعريف

کند: صدق زير شرايط
است، يکنوا Cod .١

،x ∈ Cod(A) ⇐⇒ x ∈ Cod(A ∪ {x}) .٢

.Cod(A ∩ Cod(A)) ⊇ A ∩ Cod(A) .٣
،A ⊆ X هر براي اگر مي شود، ناميده تعميم يافته هم -مشتق پيش  مجموعه عملگر يک ،P (X) روي Pcd عملگر يک .۵ .٢ تعريف

کند: صدق زير شرايط در
است، يکنوا Pcd .١

.Pcd(A ∩ Pcd(A)) ⊇ A ∩ Pcd(A) .٢
يک روي I ايده  آل يک مي کنيم. يادآوري را توپولوژيکي فضاهاي و موروثي کلاس هاي اساسي نتايج و مفاهيم از برخي ادامه، در
گردايه يک و است؛ بسته متناهي اجتماع هاي و زيرمجموعه  تحت که است X زيرمجموعه هاي از غيرتهي گردايه اي ،X غيرتهي مجموعه
کلاس يک ايده آل هر بنابراين مي شود. ناميده موروثي کلاس يک باشد، بسته زيرمجموعه  تحت فقط که ،X زيرمجموعه هاي از H غيرتهي
مي کند. ايفا [١٨ ،٨ ،۵] توپولوژيکي فضاهاي مطالعه در مهمي نقش و است توپولوژيکي فضاهاي در اساسي مفهوم يک ايده آل است. موروثي

هستند. مهم [٢٢ ،۴] تعميم يافته توپولوژيکي فضاهاي مطالعه در موروثي کلاس هاي مشابه، به طور
H٣ = {B ⊆ X | H٢و = P (X) ،H١ = گردايه هاي{∅} آن گاه ،A ⊆ X و باشد غيرتهي مجموعه Xيک اگر .۶ .٢ مثال
بنابراين ،H موروثي کلاس هر براي ∅ ∈ H واقع، در هستند. نيز موروثي کلاس هاي نتيجه در و هستند X روي ايده آل هايي B ⊆ A}
Hp = {∅}

∪
{{x} | x ∈ X} مجموعه همچنين، است. X روي موروثي کلاس کوچکترين اين رو از و ايده آل کوچکترين H١

نيست. ايده آل باشد، داشته عنصر دو حداقل X اگر اما است موروثي کلاس يک
intτ (A) و (cl(A) (يا clτ (A) با ترتيب Aبه مجموعه درون و بستار ،(X, τ) توپولوژيکي فضاي يک Aاز زيرمجموعه هر براي
τ(x) := {U يعني∋ مي دهيم، نشان τ(x) با را x در باز همسايگي سيستم ،x ∈ X نقطه هر براي مي شوند. داده نشان (int(A) (يا
τ-بسته) ) τ-باز ،τ توپولوژي به نسبت بودن) (بسته بودن باز براي باشيم، Xداشته مجموعه يک روي توپولوژي چندين اگر .τ | x ∈ U}
کلاس يک همچنين، است. موروثي فضاي يک (X, τ,H) مي گوييم آن گاه باشد، (X, τ) روي موروثي کلاس يک H اگر مي نويسيم.
Hi := {A ⊆ X : int(A) = ∅} کلاس  نيست ايده آل که (X, τ) توپولوژيکي فضاي يک روي مطالعه مورد مهم موروثي
معرفي dual(H) = {A ⊆ X | Ac /∈ H} موروثي کلاس ،(X, τ) فضاي روي H موروثي کلاس هر براي [٢۵] در است.

.dual(Hi) = {A ⊆ X | clA 6= X} مثال، عنوان به است. شده
تعميم يافته توپولوژيکي فضاي يک (X,µ) زوج و مي شود ناميده X روي تعميم يافته توپولوژي يک P (X) از µ زيرمجموعه يک
(X,µ) تعميم يافته فضاي يک باشد. [٣] µ به متعلق µ عناصر اجتماع هر و ∅ ∈ µ اگر مي شود ناميده تعميم يافته) فضاي (به اختصار

.Ac ∈ µ اگر مي ناميم µ-بسته و A ∈ µ اگر مي ناميم µ-باز را A ⊆ X مجموعه يک .X ∈ µ اگر مي شود ناميده قوي
intµA به صورت=: که intµ : P (X) → P (X)نگاشت آن گاه Xباشد، روي تعميم يافته توپولوژي µيک اگر [٣] .٢. ٧ ملاحظه
که clµ : P (X) → P (X) نگاشت و است؛ تعميم يافته درون عملگر يک مي شود، تعريف

∪
{M ∈ µ | M ⊆ A}

γ : اگر برعکس، است. تعميم يافته بستار عملگر يک مي شود، تعريف clµA :=
∩
{N | N c ∈ µ,A ⊆ N} به صورت

µ := {A | γ(Ac) = Ac} مجموعه آن گاه باشد، تعميم يافته) درون (عملگر تعميم يافته بستار عملگر يک P (X) → P (X)
(intµ(A) = γ(A)) clµ(A) = γ(A) به طوري که است X روي تعميم يافته توپولوژي يک (µ := {A | γ(A) = A})

.A ⊆ X هر براي
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H-پيش درون و H-پيش بستار عملگرهاي ٣
معادل طور به يا ،γ(A) = (δ(Ac))c اگر مي ناميم يکديگر مزدوج يا دوگان را P (X) روي δ و γ عملگر دو که مي کنيم يادآوري
و int(A) = (cl(Ac))c يعني يکديگرند، دوگان cl و int عملگرهاي مثال، عنوان به .A ⊆ X هر براي δ(A) = (γ(Ac))c

و تعميم يافته مشتق  عملگر از جديدي نوع ويژگي هاي از برخي داريم قصد مفهوم، اين از الهام با قسمت، اين در .cl(A) = (int(Ac))c

بررسي و معرفي مي شوند، داده نشان (−)⋄ و (−)∗ با ترتيب به که موروثي، کلاس هاي از استفاده با را تعميم يافته هم -مشتق  پيش  عملگر
کنيم.

آن گاه باشد. (X, τ) فضاي روي ايده آل) يک (يا موروثي کلاس يک H کنيد فرض

A∗(H, τ) := {x ∈ X | U ∩ A /∈ H ∀ U ∈ τ(x)}

به را موضعي تابع مي توانيم اين صورت در مي دهيم. نمايش [٢٢ ،٨] A∗ با سادگي براي و مي شود ناميده H و τ به نسبت A موضعي تابع
بگيريم: نظر در زير صورت به P (X) روي عملگر يک عنوان

عملگر اين صورت در باشد. موروثي فضاي يک (X, τ,H) کنيد فرض .٣. ١ تعريف

(−)∗ : P (X) → P (X)

A 7−→ A∗ (٣. ١)

مي شود. ناميده H و τ به نسبت H-پيش بستار عملگر

است. تعميم يافته پيش مشتق  مجموعه عملگرهاي از نمونه اي (−)∗ که مي دهد نشان مي شود، يافت [٢٢] در که زير قضيه

اين صورت: در .A,B ⊆ X و باشد موروثي فضاي يک (X, τ,H) کنيد فرض .٣. ٢ قضيه

است. بسته (X, τ) در A∗ يعني ،cl(A∗) = A∗ .١

.A∗∗ ⊆ (A ∪ A∗)∗ = A∗ ⊆ clA .٢

.A∗ ⊆ B∗ آن گاه ،A ⊆ B اگر ديگر به عبارت است، يکنوا (−)∗ .٣

.A∗(H٢) ⊆ A∗(H١) آن گاه ،H١ ⊆ H٢ اگر ديگر به عبارت است، نزولي موروثي کلاس هاي به نسبت (−)∗ .۴

.∅∗ = ∅ به خصوص و ،A∗ = ∅ آن گاه ،A ∈ H اگر .۵

.U ∩ A∗ = U ∩ (U ∩ A)∗ آن گاه ،U ∈ τ اگر .۶

به عبارت مي دهيم، نشان (−)⋄ با را ،(−)∗ دوگان عملگر اين صورت در باشد. موروثي فضاي يک (X, τ,H) کنيد فرض .٣. ٣ تعريف
مي ناميم. H و τ به نسبت H-پيش درون عملگر آنرا و ،A⋄ := ((Ac)∗)c ،A ⊆ X هر براي ديگر

عملگر دو اگر به طوري که دارد وجود دوگان مفهوم يک مقاله، اين در عملگرها براي شده تعريف مفهوم هر با متناظر که باشيد داشته توجه
نتيجه زير لم برعکس. و مي کند صدق دوگان مفهوم شرط در نيز ديگري کند، صدق مفهوم يک شرط در يکي و باشند دوگان  هم به نسبت

است. دوگان مفهوم مستقيم

برقرارند: زير گزاره هاي صورت اين در باشند. دوگان هم به نسبت به طوري که باشند P (X) روي عملگر دو δ و γ کنيد فرض .۴ .٣ لم

باشد. خودتوان δ اگر تنها و اگر است خودتوان γ .١

باشد. افزايشي δ اگر تنها و اگر است کاهشي γ .٢

باشد. ∧-جمعي ،δ اگر تنها و اگر است ∨-جمعي ،γ .٣

اما است کاهشي و خودتوان (−)⋄ عملگر نيست، ∨-جمعي ولي است افزايشي و خودتوان (−)∗ عملگر که آنجا از بالا، لم طبق
است. زير ويژگي هاي داراي (−)⋄ عملگر ،٣. ٢ قضيه طبق اما نيست. ∧-جمعي
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برقرارند: زير گزاره هاي اين صورت در .A,B ⊆ X و باشد موروثي فضاي يک (X, τ,H) کنيد فرض .۵ .٣ قضيه

.A⋄ = {x ∈ X | ∃ U ∈ τ(x) : U − A ∈ H} .١

.int(A⋄) = A⋄ ديگر به عبارت است، باز (X, τ) در A⋄ .٢

.int(A) ⊆ A⋄ .٣

.A⋄ ⊆ B⋄ آن گاه ،A ⊆ B اگر ديگر، به عبارت يکنواست، (−)⋄ .۴

.A⋄(H١) ⊆ A⋄(H٢) آن گاه ،H١ ⊆ H٢ اگر يعني است، صعودي موروثي کلاس هاي به نسبت (−)⋄ .۵

.X⋄ = X به خصوص و ،A⋄ = X آن گاه ،Ac ∈ H اگر .۶

.A⋄ ⊆ (A⋄)⋄ .٧

.(A∗)c = (Ac)⋄ و (A⋄)c = (Ac)∗ .٨

.((A∗)∗)c = ((Ac)⋄)⋄ و ((A⋄)⋄)c = ((Ac)∗)∗ .٩

.((A⋄)∗)c = ((Ac)∗)⋄ و ((A∗)⋄)c = ((Ac)⋄)∗ .١٠

قضيه از (٧) قسمت در شمول عکس همچنين، ندارد. وجود کلي به طور A و A⋄ بين شمولي رابطه هيچ که مي دهد نشان زير مثال
نيست. درست کلي حالت در ۵ .٣

.τ = {∅, {a}, {b}, {a, b}, X} و H = {∅, {a}, {c}, {d}, {c, d}} ،X = {a, b, c, d} کنيد فرض .۶ .٣ مثال
داريم: و است موروثي فضاي يک (X, τ,H) اين صورت در

نيست. برقرار کلي حالت در (A⋄)⋄ = A⋄ تساوي بنابراين .({b}⋄)⋄ = X و {b}⋄ = {a, b} .١

نيست. برقرار کلي به طور ∅⋄ = ∅ تساوي بنابراين .∅⋄ = {a} 6= ∅ .٢

.{c, d}⋄ = {a} 6= {c, d} همچنين .٣

.(A∩A⋄)⋄ = A⋄ داريم: X از A زيرمجموعه هر براي اين صورت در باشد. موروثي فضاي يک (X, τ,H) کنيد فرض .٣. ٧ قضيه

براي ،۵ .٣ قضيه از (٨) قسمت طبق نتيجه در .(A ∪ A∗)∗ = A∗ ،A ∈ P (X) هر براي ،٣. ٢ قضيه از (٢) قسمت طبق اثبات.
داريم: A ∈ P (X) هر

(Ac ∪ (Ac)∗)∗ = (Ac)∗ ⇔ (Ac ∪ (A⋄)c)∗ = (A⋄)c

⇔ ((A ∩ A⋄)c)∗ = (A⋄)c

⇔ ((A ∩ A⋄)⋄)c = (A⋄)c

⇔ (A ∩ A⋄)⋄ = A⋄.

داريم: را زير نتيجه فوق قضيه طبق

مي شود نتيجه است، يکنوا (−)⋄ که آنجا از رو اين از است. (A∪A∗)∗ = A∗ شرط دوگان (A∩A⋄)⋄ = A⋄ شرط .٣. ٨ نتيجه
است. تعميم يافته هم-مشتق پيش  مجموعه عملگر يک که

نيست. تعميم يافته هم-مشتق مجموعه عملگر يک (−)⋄ که مي دهد نشان زير مثال

.τ = {∅, {a}, {b}, {a, b}, X} H  و = {∅, {a}, {c}, {d}, {c, d}} ،X = {a, b, c, d} کنيد فرض .٣. ٩ مثال
اين صورت در .(A ∪ {b})⋄ = {a, b} و A⋄ = {a} آن گاه ،A = ∅ اگر است. موروثي فضاي يک (X, τ,H) اين صورت در

نمي کند. صدق ۴ .٢ تعريف (٢) شرط در (−)⋄ بنابراين .b /∈ A⋄ اما b ∈ (A ∪ {b})⋄
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،(X, τ) توپولوژيکي فضاي يک روي I ايده آل يک که مي کنيم يادآوري .∅⋄ = ∅ آن گاه ،τ ∩ H = {∅} اگر است بديهي
تنها و اگر X = X∗ اگر تنها و اگر است τ-هم چگال يک I که است شده داده نشان .τ ∩I = {∅} اگر مي شود ناميده τ-هم چگال
τ-هم چگال ،(X, τ) توپولوژيکي فضاي يک روي را H موروثي کلاس يک مشابه، طور به .[٨] intτ (I) = ∅ ،I ∈ I هر براي اگر

است. τ-هم چگال يک Hi موروثي کلاس ،(X, τ) توپولوژيکي فضاي هر براي مثال، عنوان به .τ ∩H = {∅} اگر مي ناميم
داريم: را زير نتيجه ايده آل ها، اثبات مشابه

معادل اند: زير گزاره هاي صورت اين در باشد. موروثي فضاي يک (X, τ,H) کنيد فرض .٣. ١٠ قضيه

است، τ-هم چگال يک H .١

،X = X∗ .٢

،H ⊆ Hi ديگر به عبارت ،intτ (H) = ∅ ،H ∈ H هر براي .٣

.U ⊆ U∗ ،U ∈ τ هر براي .۴

معادل اند: زير گزاره هاي صورت اين در باشد. موروثي فضاي يک (X, τ,H) کنيد فرض .٣. ١١ قضيه

است، τ-هم چگال يک H .١

،∅ = ∅⋄ .٢

،clτ (H) = X آن  گاه ،Hc ∈ H اگر .٣

.F ⋄ ⊆ F ،F بسته مجموعه هر براي .۴

است. برقرار نتيجه ،٣. ١٠ قضيه طبق يکديگرند، دوگان cl و int همچنين و ⋄(−)؛ و (−)∗ عملگرهاي که آنجا از اثبات.

A⋄(Hi) = و A∗(Hi) = clint(A) که آنجا از .A ⊆ X و باشد توپولوژيکي فضاي يک (X, τ) کنيد فرض .٣. ١٢ نتيجه
H τ-هم چگال موروثي کلاس هر براي ،۵ .٣ قضيه (۵) قسمت و ٣. ٢ قضيه (۴) قسمت ،٣. ١٠ قضيه (٣) قسمت طبق ،intcl(A)

داريم: ،X روي
A∗(H) ⊇ clint(A), A⋄(H) ⊆ intcl(A).

معادل اند: زير گزاره هاي اين صورت در باشد. موروثي فضاي يک (X, τ,H) کنيد فرض .٣. ١٣ قضيه

است، τ-هم چگال ،H .١

،F ⋄ = intτ (F ) ،F بسته مجموعه هر براي .٢

.U∗ = clτ (U) ،U ∈ τ هر براي .٣

طبق بنابراين، .F ⋄ = intτ (F
⋄) ⊆ int(F ) داريم ،٣. ١١ قضيه طبق است، باز مجموعه يک F ⋄ چون :(١) ⇒ (٢) اثبات.

.intτ (F ) = F ⋄ ،(٣) قسمت ۵ .٣ قضيه
است. برقرار نتيجه هستند، مزدوج cl و int عملگرهاي که آنجا از :(٢) ⇔ (٣)

است. برقرار نتيجه ،٣. ١٠ قضيه طبق بنابراين ،U ⊆ clτ (U) = U∗ داريم ،U ∈ τ هر براي :(٣) ⇒ (١)

مي دهيم. ارائه را زير تعريف هم چگالي، شرط با (−)⋄ عملگر خوب خواص به توجه با

فضاي يک را (X, τ,H) آن گاه باشد، τ-هم چگال يک H که به طوري باشد موروثي فضاي يک (X, τ,H) اگر .١۴ .٣ تعريف
مي ناميم. موروثي هم چگال

داريم: را زير نتيجه فوق، قضيه به توجه با

intτ و (−)⋄ عملگرهاي و برابرند باز زيرمجموعه هاي روي clτ و (−)∗ عملگرهاي موروثي، هم چگال فضاهاي براي .١۵ .٣ نتيجه
برابرند. بسته زيرمجموعه هاي روي
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،۵ .٣ قضيه طيق آن گاه ،U −A ∈ H اگر .U ∈ τ و A ⊆ X باشد، موروثي فضاي يک (X, τ,H) کنيد فرض .١۶ .٣ ملاحظه
.U ⊆ A⋄ داريم

،τ ⊆ H اگر .U ⊆ U⋄ و U ⊆ ∅⋄ بنابراين ،U − ∅, U − U ∈ H داريم U ∈ τ ∩ H هر براي که آنجا از .٣. ١٧ نتيجه
.intcl(A) ⊆ A⋄ آن گاه ،intcl(A)− A ∈ H اگر همچنين و int(A) ⊆ intcl(A) ⊆ ∅⋄ A؛ ⊆ X هر براي آن گاه

در کرد. استنتاج آن از مي توان را ديگري يکي، فرض با ديگر، به عبارت يکديگرند، دوگان (−)⋄ و (−)∗ عملگرهاي تعريف، طبق
(X, τ,H) موروثي فضاي يک روي را µ يکسان تعميم يافته توپولوژي يک مي توانند تعميم يافته عملگرهاي اين که مي دهيم نشان ادامه،

.τ ⊆ µ که کنند مشخص گونه اي به
هرگاه مي ناميم γ-باز مجموعه يک را A اين صورت در .A ⊆ X و باشد P (X) روي يکنوا نگاشت يک γ کنيد فرض

مي دهيم: قرار γ عملگر هر براي .γ(A) ⊆ A هرگاه مي ناميم γ-بسته و ،A ⊆ γ(A)
.µ̄γ := {A | است بسته − γ Ac} و µγ := {A | است باز − γ A}

گزاره هاي اين صورت در باشند. دوگان هم به نسبت به طوري که باشند P (X) روي يکنوا عملگر دو δ و γ کنيد فرض [١٧] .٣. ١٨ لم
برقرارند: زير

باشد. δ-بسته مجموعه يک Ac اگر تنها و اگر است γ-باز مجموعه يک A ⊆ X .١

δ-بسته و A؛ = γ(A) اگر تنها و اگر است γ-باز مجموعه يک A ⊆ X اين صورت در باشد، افزايشي δ يا کاهشي γ اگر .٢
.A = δ(A) اگر تنها و اگر است

.µγ = µ̄δ اين، بر علاوه  است. X روي تعميم يافته توپولوژي يک µγ .٣

داريم: را زير نتيجه بالا، لم به توجه با حال،

تعميم يافته توپولوژي يک (−)⋄ و (−)∗ عملگرهاي اين صورت در باشد. موروثي فضاي يک (X, τ,H) کنيد فرض .٣. ١٩ نتيجه
µ(H) = {A | A ⊆ A⋄} = همچنين مي شود، داده نشان µ(H) ساده طور به يا µ(τ,H) با که مي کنند القا X روي را يکسان

.τ ⊆ µ(H) و {A | (Ac)∗ ⊆ Ac}

H-درون و H-بستار عملگرهاي ۴
عملگرهاي توسط ترتيب به که H-درون، و H-بستار نام هاي تحت تعميم يافته، درون عملگر و تعميم يافته بستار عملگر از مثالي بخش، اين در
را µ(H) يکساني تعميم يافته توپولوژي عملگر، دو اين که مي دهيم نشان مي کنيم. معرفي مي شوند، توليد H-پيش درون و H-پيش بستار

مي کنند. القا موروثي فضاي يک روي

باشد. تعميم يافته پيش مشتق مجموعه عملگر يک Pd : P (X) → P (X) کنيد فرض [١٢] .١ .۴ قضيه

تعميم يافته بستار عملگر يک Cl آن گاه کنيم، تعريف X از A زيرمجموعه هر براي را Cl(A) := A ∪ Pd(A) عملگر اگر .١
است.

Der آن گاه کنيم، تعريف X از A زيرمجموعه هر براي Der(A) := {x ∈ X | x ∈ Cl(A− {x})} عملگر اگر .٢
هستند: معادل زير گزاره هاي و است تعميم يافته مشتق مجموعه عملگر يک

،x ∈ Pd(A) ⇐⇒ x ∈ Pd(A− {x}) ،A ⊆ X هر براي (الف)
.Pd(A) = Der(A) ،A ⊆ X هر براي (ب)

باشد. تعميم يافته  هم -مشتق پيش  مجموعه عملگر يک Pcd : P (X) → P (X) کنيد فرض [١٢] .٢ .۴ قضيه

درون عملگر يک Int آن گاه کنيم، تعريف X از A زيرمجموعه ي هر براي را Int(A) := A ∩ Pcd(A) عملگر اگر .١
است. تعميم يافته

آن گاه کنيم، تعريف X از A زيرمجموعه ي هر براي Cod(A) := {x ∈ X | x ∈ Int(A ∪ {x})} عملگر اگر .٢
هستند: معادل زير گزاره هاي و است تعميم يافته هم-مشتق مجموعه عملگر يک Cod
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،x ∈ Pcd(A) ⇐⇒ x ∈ Pcd(A ∪ {x}) ،A ⊆ X هر براي (الف)
.Pcd(A) = Cod(A) ،A ⊆ X هر براي (ب)

هم -مشتق پيش  مجموعه عملگر يک (−)⋄ و تعميم يافته پيش مشتق مجموعه عملگر يک (−)∗ چون فوق، قضاياي به توجه با حال،
داريم: را زير نتيجه است، تعميم يافته 

باشد. موروثي فضاي يک (X, τ,H) کنيد فرض .٣ .۴ قضيه

که است تعميم يافته بستار عملگر يک مي شود، تعريف cl∗(A) = A∪A∗ به صورت که cl∗ : P (X) → P (X) عملگر .١
مي ناميم. H-بستار عملگر آنرا

است تعميم يافته درون عملگر يک مي شود، تعريف int⋄(A) = A∩A⋄ به صورت که int⋄ : P (X) → P (X) عملگر .٢
مي ناميم. H-درون عملگر آنرا که

داريم: همچنين .µint⋄ = µ̄cl∗ نتيجه در يکديگرند، دوگان int⋄ و cl∗ .٣
.µint⋄ = {A ⊆ X | int⋄(A) = A} = {A ⊆ X | A ⊆ A⋄} = µ(H)

موروثي فضاي يک روي را µ(H) يکسان تعميم يافته توپولوژي int⋄ و cl∗ ،(−)⋄ ،(−)∗ عملگرهاي که مي دهد نشان فوق قضيه
[٨] ايده آل فضاهاي مشابه قسمت ها از برخي اثبات  مي دهيم، ارائه را µ(H) ويژگي هاي از برخي ادامه، در مي کنند. توليد (X, τ,H)

يافت: [٢٢ ،۴] در مي توان را قسمت ها از برخي و است

اين صورت در باشد. A ⊆ X و موروثي فضاي يک (X, τ,H) کنيد فرض .۴ .۴ قضيه

.intτ (A) ⊆ int⋄(A) ⊆ A ⊆ cl∗(A) ⊆ clτ (A) .١

است. µ(H)-باز هم و τ-باز هم A⋄ و است. µ(H)-بسته هم و τ-بسته هم A∗ .٢

.int⋄(A) = intτ (A) = A آن گاه باشد، τ-باز ،A اگر .٣

.cl∗(A) = clτ (A) = A آن گاه باشد، τ-بسته ،A اگر .۴

.τ = µ(H) بنابراين و ،int⋄(A) = intτ (A) = A⋄ ،cl∗(A) = clτ (A) = A∗ آن گاه ،H = {∅} اگر .۵

است. چگال (X,µ(H)) در Ac ⇐⇒ int⋄(A) = ∅ .۶

است. µ(H) براي پايه يک β := {U −H | U ∈ τ,H ∈ H} مجموعه .٧

است. µ(H)-بسته ،H نتيجه در H∗ = ∅ ،H ∈ H هر براي .٨

اين صورت در باشد. A ⊆ X و هم چگال-موروثي فضاي يک (X, τ,H) کنيد فرض .۵ .۴ قضيه

.cl∗(A) = clτ (A) = A∗ آن گاه ،A ⊆ clint(A) اگر .١

.int⋄(A) = intτ (A) = A⋄ آن گاه ،A ⊇ intcl(A) اگر .٢

است. برقرار نتيجه ،۴ .۴ قضيه و ٣. ١٢ نتيجه طبق اثبات.

معادل اند: زير گزاره هاي .۶ .۴ لم

.x ∈ (A− {x})∗ ⇔ x ∈ A∗ .١

به طوري که دارد وجود V ∈ τ(x) آن گاه ،(U ∩ A) − {x} ∈ H به طوري که باشد داشته وجود U ∈ τ(x) اگر .٢
.V ∩ A ∈ H

نتيجه x ∈ A∗ با: است معادل (١) گزاره بنابراين ،(A − {x})∗ ⊆ A∗ که آنجا از .x ∈ X و A ⊆ X کنيد فرض اثبات.
است. برقرار نتيجه ،(−)∗ عملگر تعريف طبق لذا .x ∈ (A− {x})∗ مي دهد
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موروثي کلاس Hp آن در که ،(X, τ,Hp) موروثي فضاي براي اين صورت در باشد. T١ فضاي يک (X, τ) کنيد فرض .٧ .۴ قضيه
مجموعه عملگر يک (−)⋄ عملگر نتيجه، در و است؛ تعميم يافته مشتق مجموعه عملگر يک (−)∗ عملگر است، نقطه اي تک مجموعه هاي

است. تعميم يافته هم -مشتق

آن گاه ،(U ∩ A) − {x} ∈ Hp به طوري که باشد داشته وجود U ∈ τ(x) اگر .x ∈ X و A ⊆ X کنيد فرض اثبات.
آن گاه ،V = U − {y} يا V = U دهيم قرار اگر .y ∈ X که U ∩ A = {x, y} يا U ∩ A = {x} يا U ∩ A = ∅

است. برقرار نتيجه ،۶ .۴ لم به توجه با بنابراين .V ∩ A ∈ Hp و V ∈ τ(x)

در همچنين (−)∗ عملگر اين صورت در باشد. X روي ايده آل يک I يعني باشد، ايده آل فضاي يک (X, τ, I) کنيد فرض .٨ .۴ ملاحظه
پيش مشتق  مجموعه عملگر يک (−)∗ بنابراين مي کند. صدق ∧-جمعي شرط در (−)⋄ عملگر نتيجه در و مي کند؛ صدق ∨-جمعي شرط
که است X روي توپولوژي يک µ(τ, I) القايي تعميم يافته ي توپولوژي نتيجه، در است. هم-مشتق  پيش   مجموعه عملگر يک (−)⋄ و

مي شود. داده نشان [٨] τ ∗ با معمولاً

داد نشان مي توان راحتي به آن گاه باشد. X روي موروثي کلاس يک H و باشد تعميم يافته فضاي يک (X,µ) اگر .٩ .۴ ملاحظه
پيش  مجموعه عملگر شرايط در (−)⋄ دوگان، به طور و مي کند صدق تعميم يافته پيش مشتق مجموعه عملگر شرايط در (−)∗ عملگر که
است. برقرار نيز توپولوژيکي فضاهاي جاي به تعميم يافته توپولوژيکي فضاهاي براي ما نتايج بنابراين، مي کند. صدق تعميم يافته هم-مشتق

مثال ها و کاربردها ۵
اگر مي شود ناميده β-باز) b-باز، پيش باز، ترتيب (به نيمه باز ،(X, τ) توپولوژيکي فضاي يک از A زيرمجموعه يک که مي کنيم ياد آوري
.[٢ ،١] (A ⊆ cl(int(cl(A)) ،A ⊆ int(cl(A))∪ cl(int(A)) ،A ⊆ int(cl(A)) ترتيب (به A ⊆ cl(int(A))
با ترتيب به را β-باز مجموعه هاي تمام و b-باز مجموعه هاي تمام پيش باز، مجموعه هاي تمام نيمه باز، مجموعه هاي تمام گردايه اگر
زير مثال ،٩ .۴ به توجه با بنابراين اند. X روي تعميم يافته توپولوژي هاي مجموعه ها اين تمام آن گاه شوند، داده نشان µβ و µb ،µp ،µs

است. [١٠] در شده داده عملگرهاي از تعميمي که داريم را

تعميم يافته توپولوژي هاي به مربوط موضعي توابع اگر باشد. H موروثي کلاس با توپولوژيکي فضاي يک (X, τ) کنيد فرض .١ .۵ مثال
H-پيش بستار عملگرهاي عملگرها اين همه آن گاه شوند، داده نشان (−)∗β و (−)∗b ،(−)∗p ،(−)∗s با ترتيب به µβ و µb ،µp ،µs

هستند.

يک G = (V,E) کنيد فرض حال، مي دهيم. ارائه گرافيکي توپولوژيکي فضاهاي روي را خود عملگرهاي از ديگري مثال ادامه، در
y ∈ Ax اگر تنها و اگر x ∈ Ay که است واضح آن گاه باشد، x مجاور رئوس تمام مجموعه Ax اگر باشد. تنها رأس بدون (ساده) گراف
کنيم، تعريف SG = {Ax | x ∈ V } صورت به را SG اگر .x ∈ V هر براي x /∈ Ax همچنين .x, y ∈ V هر براي
توپولوژيکي فضاي يک (V,E, τG) و G روي گرافيکي توپولوژي که مي دهد تشکيل V روي τG توپولوژي يک براي زيرپايه SG آن گاه

.[٩] مي شود ناميده گرافيکي

ناميده گرافيکي موروثي کلاس يک G زيرگراف هاي از H ناتهي مجموعه يک باشد. گراف يک G = (V,E) کنيد فرض .٢ .۵ تعريف
.G′ ∈ H آن گاه ،G′′ ∈ H و G′′ از زيرگرافي G′ اگر ديگر به عبارت باشد، بسته زيرگراف تحت هرگاه مي شود،

موروثي کلاس يک H اگر که است واضح مي دهيم. نشان V (G) با را G رئوس تمام مجموعه ،G = (V,E) گراف هر براي
را زير مثال بنابراين است. V (G) روي موروثي کلاس يک HV := {V (G′) | G′ ∈ H} مجموعه آن گاه باشد، G روي گرافيکي

داريم:

چون اين صورت در باشد. H گرافيکي موروثي کلاس يک با گرافيکي توپولوژيکي فضاي يک G = (V,E, τG) کنيد فرض .٣ .۵ مثال
است. V (G) روي H-پيش بستار عملگر يک HV و τG به مربوط (−)∗ عملگر است، موروثي فضاي يک (V (G), τG,HV )

پوچ ساز مفهوم ابتدا منظور اين براي کنيم. ارائه H-پيش بستار عملگر حسب بر بستار عملگر از مشخصه سازي يک داريم قصد ادامه در
نماد با را S گردايه پوچ ساز اين صورت در ،S ⊆ P (X) و مجموعه يک X کنيد فرض ميکنم. معرفي را مجموعه ها از خانواده يک

مي کنيم: تعريف زير به صورت و نمايش Ann(S)

Ann(S) := {A ⊆ X | A ∩ S = ∅ ∀S ∈ S}.
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S٢ و S١ خانواده دو هر براي زير شرط در به طوري که است X مجموعه روي ايده آل يک Ann(S) که مي دهد نشان ساده بررسي يک
مي کند: صدق

S٢ ⊆ Ann(S١) =⇒ S١ ∩ S٢ = ∅ (١ .۵)

نشان Ide(X) و Her(X) نمادهاي با به ترتيب را X مجموعه روي ايده آل ها تمام گردايه و موروثي کلاس هاي تمام گردايه اگر
اما دارند شبه متمم  تام مشبکه هاي ،(Ide(X),⊆) و (Her(X),⊆) مشبکه هاي که مي دهد نشان ساده بررسي يک آن گاه دهيم،
براي همچنين است. (Ann(I)) Ann(H) همان (I ايده آل (هر H موروثي کلاس هر شبه متمم و نيستند متمم دار کلي حالت در
،H١ ∨ H٢ = H١ ∪ H٢ ،H١ ∧ H٢ = H١ ∩ H٢ داريم: I١, I٢ ∈ Ide(X) هر و H١,H٢ ∈ Her(X) هر

اما ،I١ ∧ I٢ = I١ ∩ I٢
I١ ∨ I٢ = {I١ ∪ I٢ | I١ ∈ Iو١I٢ ∈ I٢}.

زير گزاره هاي A ⊆ X هر براي اين صورت در باشند. (X, τ) توپولوژي فضاي روي موروثي کلاس دو H٢ و H١ کنيد فرض .۴ .۵ لم
برقرارند:

.A∗(H١ ∩H٢) = A∗(H١) ∪ A∗(H٢) .١

.µ∗(H١ ∩H٢) = µ∗(H١) ∩ µ∗(H٢) .٢

داريم: نتيجه در است، نزولي موروثي کلاسهاي برحسب (−)∗ عملگر که آنجا از :(١) اثبات.
همسايگي هاي اين صورت در .x /∈ A∗(H١) ∪ A∗(H٢) کنيد فرض برعکس، .A∗(H١ ∩ H٢) ⊇ A∗(H١) ∪ A∗(H٢)
در .U١ ∩ U٢ ∩ A ∈ H١ ∩ H٢ بنابراين .U٢ ∩ A ∈ H٢ و U١ ∩ A ∈ H١ به طوري که دارتد وجود x شامل U٢ و U١

.x /∈ A∗(H١ ∩H٢) نتيجه
µ∗(H١ ∩H٢) ⊆ لذا است، µ∗(H٢) و µ∗(H١) از پايه اي عضو µ∗(H١ ∩H٢) تعميم يافته توپولوژي پايه عضو هر چون :(٢)
آن در که باشند، µ∗(H٢) پايه عضو V − H٢ و µ∗(H١) پايه عضو U − H١ کنيد فرض برعکس، .µ∗(H١) ∩ µ∗(H٢)
به طوري که است µ∗(H١ ∩H٢) پايه عضو (U ∩V )− (H١ ∩H٢) اين صورت در .H٢ ∈ H٢ و H١ ∈ H١ و U, V ∈ τ

.µ∗(H١ ∩H٢) ⊇ µ∗(H١) ∩ µ∗(H٢) نتيجه در .(U ∩ V )− (H١ ∩H٢) ⊆ (U −H١) ∪ (V −H٢)

داريم: زير صورت به را بخش اين قضيه مهم ترين قبل لم طبق بنابراين ،A∗({∅}) = clτ (A) و µ∗({∅}) = τ که آنجا از

براي اين صورت در .H١ ∩H٢ = {∅} به طوري که باشند (X, τ) فضاي روي موروثي کلاس دو H٢ و H١ کنيد فرض .۵ .۵ قضيه
برقرارند: زير گزاره هاي A ⊆ X هر

.clτ (A) = A∗(H١) ∪ A∗(H٢) .١

.τ = µ∗(H١) ∩ µ∗(H٢) .٢

برقرارند: زير گزاره هاي A ⊆ X هر براي اين صورت در باشد. موروثي فضاي يک (X, τ,H) کنيد فرض .۶ .۵ نتيجه

.clτ (A) = A∗(H) ∪ A∗(Ann(H)) .١

.τ = µ∗(H) ∩ τ ∗(Ann(H)) .٢

است. برقرار نتيجه قبل قضيه طبق بنابراين ،H ∩ Ann(H) = {∅} که آنجا از اثبات.

لذا مي شود، توپولوژي به تبديل ايده آل، براي ۶ .۵ نتيجه در تعميم يافته توپولوژي  و است موروثي کلاس يک ايده آل هر اينکه به توجه با
داريم: را زير نتيجه

برقرارند: زير گزاره هاي A ⊆ X هر براي اين صورت در باشد. ايده آل فضاي يک (X, τ, I) کنيد فرض .٧ .۵ نتيجه

.clτ (A) = A∗(I) ∪ A∗(Ann(I)) .١

.τ = τ ∗(I) ∩ τ ∗(Ann(I)) .٢
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A ⊆ X هر براي X مجموعه يک روي اصلي ايده آل يک اصلي اند. ايده  آل هاي ايده آل ها، از مناسب دسته يک مي کنيم يادآوري
که مي شود ديده به راحتي آن گاه باشد، اصلي ايده آل يک I(A) اگر مي شود. تعريف I(A) := {B ⊆ X | B ⊆ A} به صورت
مي توان معمولي  توپولوژي با حقيقي اعداد فضاي روي اصلي ايده آل هاي براي است. اصلي ايده  آل يک نيز Ann(I(A)) = I(Ac)

کرد: بيان زير به صورت جالبي توسيع  هاي

قرار و باشد گنگ اعداد مجموعه Qc و گويا اعداد مجموعه Q معمولي، توپولوژي با حقيقي اعداد فضاي (R, τ) کنيد فرض .٨ .۵ مثال
clτ∗٢ (Q) = داريم: لذا Qc ∈ I(Qc) و Q ∈ I(Q) که آنجا از .τ ∗٢ = τ ∗(I(Qc)) و τ ∗١ = τ ∗(I(Q)) دهيم
چگال Qc ولي است چگال (R, τ ∗٢ ) هاسدورف فضاي در Q بنابراين .clτ∗٢ (Q

c) = Qc ∪ ∅ = Qc و Q ∪ cl(Q) = R
نيست.

τ ∗١ = τ ∗(I(N)) دهيم قرار و باشد طبيعي اعداد مجموعه N حقيقي، اعداد معمولي توپولوژي فضاي (R, τ) کنيد فرض .٩ .۵ مثال
لذا ،Nc ∈ I(Nc) ديگر طرف از است. بسته نيز τ ∗٢ به نسبت نتيجه در است بسته τ به نسبت N که آنجا از .τ ∗٢ = τ ∗(I(Nc)) و

است. ناهمبند (R, τ ∗٢ ) فضاي نتيجه در است. هم باز τ ∗٢ به نسبت N بنابراين .clτ∗٢ (N
c) = Nc ∪ ∅ = Nc داريم:
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A new type of the generalized pre-interior and pre-closure operators
via hereditary classes
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Abstract: In this paper, we intend to introduce and study an useful and practical example of the gener-
alized pr-derived-set and the generalized pre-co-derived-set operators under the nameH-pre-closure and
H-pre-interior operator by using a hereditary class on a topological space. Finally, using these operator,
we introduce two operatorsH-closure andH-interior and show that all these operators induce a new iden-
tical generalized topology on a topological space. As a consequence, many results of topological operators
are generalized, clarified and stated via hereditary classes.
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